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6. Proprietatea lui Darboux

6.1. Functii cu proprietatea lui Darboux. Generalititi

6.1.1. Definitie

Fie I C R uninterval si f:1 — R o functie. Spunem ci f are Proprietatea lui
Darboux (prescurtat P.D.) daca

Va,bel, a<b sioricare ar fi ycuprins mtre f(a) s1 f(b) existd ce (a,b)
astfel incat f(c)=7.

6.1.2, Observatii
a) Funetia f:1 > R are P.D. & Va,bel,a<b siV Ae(0,1)3 ce (a.b)
astfel incat f(c)=(1~A)f(a)+Af (b)
b) Functia f:I— R are P.D. <& Va,bel, a<b sV ycuprins intre f(a) si
f(b), paralela la axa Ox care trece prin punctul (0,y) intersecteaza graficul lui
fin cel putin un punct (x, f(x)) cu x€ (a,b)
¢) Punctul ¢ din definitie nu este intotdeauna unic determinat. Pot cxista o
infinitate de puncte c€ (a,b) astfel incit f(c)=v
d) Fie f:I — R o functie cu proprietatea:
Va,be I, a<b sioricare ar fiy cuprins intre f(a) si f(b) existd ce I astfel
incat f(c)=7. '
De aici nu rezultd numaidecat ca f are P.D., ci doar faptul ca f (I ) este un

interval.

De multe ori definitia P.D. este destul de greu de utilizat. De aceea vom enunta
urmitoarea propozitie:

6.1.3. Propozitie

Fie I ¢ R un interval 51 f:7 — R o functie. Functia f are P.D. daci si numai
daca VJ < I uninterval = f(J) este interval

Demonstratie

(=)

Fie J C I uninterval. Fixam y,,y,€ f(J), y, <y, si y, <A<y,. Evident
existd x,,x, € J astfel incat f(x,)=y, si f(x,)=y,. Conform definitiei P.D.
existd x, intre x; si x, astfel incat f(x,)=A€ f(J). DeciVy,,y, € f(J)
rezultd cd [y, y,] < f(J). De aici rezulti ci f(J) este un interval.



(<)

Fie a,be I, a<b s1ycuprins intre f(a) si f(b). Intrucat f(la,b]) este un
interval s1 f(a), f(b)€ f(la,b]), rezultd cd Y€ f([a,b]), deci ex1sta cela,b]
astfel incét f(c)=7.

6.1.4. Exemple
Care dintre functiile urmitoare au P.D. ?
: ~Lax<0
a) f:R—R, f(x)=sgn(x)=40,x=0
1L,x>0
_ _|*%x=0
b) f:R—R, f(x)“{l—x,x>0
¢) f:R—R, f(x)e{o’xeg
: : ¥ L,xe R\Q
' x,x€Q '
d) £:[01]- R, f(x)={ 3
i ~ x",x&Q

Solufii ‘
a) f([-L1])={-1,0,1} care nu este mterval deci f nu are P.D.

R S A J

interval, deci fnu are P.D.
c) f([0,1])={0,1} care nu este interval, deci fnu are P.D.

d)Fie J = B ;} Aritim ci f(J) nu este interval. Intr-adevir:

2 1
f(JﬁQ) XC[:; 5]

275

Deci f(J)=XUY si X P &, de unde rezulta cd f(J ) nu este interval.
Deci fnu are P.D. |

FUNQ) =Y C [1 1]



6.1.5. Observatii

a)Din exemplul 6.1.4 b) se observa ca existd functii surjective care nu au P D
b) S-a aratat la exemplele 6.1.4 ¢) si d) cd cele doud functii de tip Dirichlet nu
au P.D. Se poate da un rezultat mai general (vezi 6.4. Probleme rezolvate e).

6.1.6. Propozitie .

Fie I C R unintervalsi f:1— R o functie injectivi cu P.D. Atunci f este
monotona :

Demonstrafie

Fie x,,x,,x,€ 1, x, <x, <x; fixati. Atunci J, = f([x,x,]) si J, = f([x,,%])
- sunt intervale. Cum f(x,)e J,NJ, sif este injectiva rezultd ca

Iy Ty ={f(x,)}.

Asadar f(x,)< f(x,) < f(x;) sau f(x,)< f(x,)< f(x), prin urmare feste
strict monotona.

6.1.7. Corolar
Fie I C R uninterval i f:I — R o functie cu P.D. Atunci feste strict
monotona < feste injectiva

6.1.8. Propozitie .
Fie I C R uninterval si f:I — R o functie cu P.D.. Daca multimea f(I) este

cel mult numarabila, atunci f este constanta.
Demonstrafie
Deoarece f are P.D. rezulta ca f(I) este un interval. Cum f (/) este cel mult

numdrabila g1 un interval care nu se reduce la un punct este echipotent cu R,
deci nenumarabil, rezulta ca f(I) se reduce la un punct.

Asadar, existd c€ R astfel incit f(I) ={c}, deci f este constantd

6.1.9. Corolar |
Fie I CR uninterval §i f:7 — R o functie cu P.D. care se anuleaza cel putin
intr-un punct. Dacd multimea f(/) este cel mult numarabild, atunci f =0.

6.1.10. Propozitie
Fie I C R un interval §i f:1 — R o functie cu P.D. care nu se anuleaza i in nici
un punct. Atunci f >0 sau f<0.



Demonstratie
Presupunem ci existd a,p€ I cu f(a)<0 si f(b)>0. Atunci

vy =0 ( fla), f (b)), deci existid ¢ cuprins intre a si b astfel incat f(c)=0
contradictie. Raméane cd f >0 sau f <0 :

6.1.11. Corolar .
Fie I < R uninterval si f:71 — R o functie cu P.D. Daca a,bel,a<b si
f(a)- f(b) <0, atunci existd ce (a,b) astfel incat f(c)=0.
Bac
#
 6.2. Clase de functii cu proprietatea lui Darboux

6.2.1. Teorema (Bolzano)
Fie I C R uninterval si f:I — R o functie continud. Atunci f(I) este un

interval.
Demonstratie

Fie y,,y,€J = fI), ¥, <Yy, §1 y; <A <y,, fixati. Ev1dent existd a,be I cu
fl@=y, 51 f(B)=1y,. Presupunem a <b . Considerim multimea
A={xe[a,b]: f(x)< A}sifie c=supA. Din definitia marginii superioare
rezultd ci existd (x,),., CTA cu x, —>c,deci f(x,)<A,(V)n=1. Cumfeste
continud, avem f(c)= 11_1)1: f(x,)<A. Deoarece A < f (b),avem c < b.

Evident f{x)>A,(¥)ce(c,b]. Fie (y,), =(cb), y, —>cC. Atunci
f(yn)>l,(V) n=1, deci f(c)=l§13f(yn)21. Din f(c)SA si f(e)=A,

deducem ci f(c)=A,deci Ae J. Asadar [y;,y,1c/, (V) y,,y,€J. DeciJ
este un interval. |

6.2.2. Corolar

Fie I C R uninterval si f:I — R o functie continud. Atuncifare P.D.
Demonstratie

Fie J I un interval. Atunci conform Teoremei 6.2.1 f(J) este un interval,
deci conform Propozitiei 6.1.3, fare P.D.

6.2.3. Corolar
Fie I C R uninterval si f:I — R o functie continud. Atunci:
i)dacd fF(I)CR = f>0sau f<0



i) daci existd a,be I, a<b astfel incit f(a)- f(b)<0 = existd ce (a,b)
astfel incat f(c)=0

iii) f strict monotona <> finjectivi

Demonstratie i) si ii) rezultd din P 6.1.10 5i C 6.1.11, 111) rezultd din C 6.1.7
6.2.4. Exemple

Functiile polinomiale, sin, cos, 1, ||, exp, In au toate P.D.

In continuare vom da caracteriziri ale punctelor de discontinuitate pentru
functii cu P.D.

6.2.5. Teoremi

Fie /C R uninterval, a=inf1, b=supl si f:1—>R o functie cu P.D.
Atunci (V)x, € I'\{a} (respectiv I\{b}), (J)x,€ I,x " x, (respectiv

x, i x;) astfel incat f(x,)— f(x,)

Demonstratie _ .
Fie x,€ I'\{a} fixatsi r,\Ocu proprietatea ca 7, = (x, =¥ %y &Ly (Nn =1
Deoarece fare P.D. rezulta (P 6.1.3) cd f(,) si f(I,U{x,}) suntintervale,
evident care difera intre ele cel mult prin punctul y, = f(x,). Atunci Vn>1,
avem cd y, € f(I,) sau y, este un capit al lui f,),deci Jy, e f(I,) cu

yn‘“yg[*(l sifiex,el cu f(x,)=y,. Cumavem x,—r, <! §
n

| L) T i )[ <-—l— deducem ci x, — x, si f(x,)— f (x,) . Extragem mai
n

departe un subsir strict crescitor al sirului (x,),s Slevident acesta are

proprietatea din enun;.
st 0
In continuare vom notacu I =int] = {x,€1/3VeV(x,):V c 1} interiorul lui I

6.2.6. Corolar

0
Fie IC R uninterval §i f:I— R o functie cu P.D. Atunci (V)x, €l
@x,, ¥, € IMx}, x, Zxp 51y, N\ x, astfel incat:
lim £ (x,) = lim f(y,) = f(x,)



-~ 6.2.7. Corolar

Fie 7 C R un interval, a=inf 7, b=supl si f:1— R o functie cu P.D. Daci
x, € I\{a} (respectiv I\{b}) siv o) (resp_ectiv f (x; )) exista, atunci’

' f(x,)= f(x;) (respectiv f(x,)= f(x;))decifnnare discontinuitati de speta |

Demonstratie : ( :

Din P 6.2.5 rezultd ¢ (Mx, € I\{x,}, x, /" x, cu f(x,)— f(x,). Deoarece

f(x;) existd, avem f(x,)— f(x;) si cum limita unui gir din R este unici,

deducem ¢i f(x,)= f(x;)- ‘ | |

6.2.8. Corolar

Fie I ¢ R uninterval si f:I — R o functie monotona, cu PD. Atunm feste
continud pe L.

Demonstratie

Din Corolarul 6.2.7 rezulti ci fnu are discontinuitati de speta I, iar intrucat o
functie monotond nu are discontinuititi de speta a doua ([1] pag. 169, T 5.5.18,
Cor 2), rézulti ci F este continud pe L.

Pentru Teorema 6.2.5 se poate formula o reciproca:
6.2.9. Teorema

0
Fie I C R uninterval, x,€ I si f:I—> R o functie continud pe I\{x,}. Daca
Y& x eI, x. / x, astfel incdt f{x,)~> f(x,)
i) (3@) y,el, y, \x, astfel incat f(y,) = f(x)

atunci fare P.D.
Demonstratie:

Fie ¢ > 0 astfel incat  J, =[x,, %, +€]C I

FUD={f ()0 f (o0 +€1)

Din (ii) rezultd ci ()N, € N astfel incét y, € (x5,x, +€], (V)n=N, g1 deci *
F)E F((xe.%, +€1), (V)IZN,

Intrucat feste continui pe (x,,x, + €] avem cd f (0 2 g])=1, esteun

interval care contine sirul convergent (f(y n)),12 Y,

Avem ag.adar lim f(y,)=f(x,) € -I-: sideci f(J,)={f(x)} 1, estetotun

interval.



Analog se demonstreaza ca pentru (V)6 >0, f([xo--5,x0]ml) este un

interval.
Deci (V)J < I un interval avem:

-dacd x, € J. = f(J) este un interval (intrucit f este continuad pe 7 \{x,})
-dacd x, € J = 3,8 >0 astfel incat J =[x, -5, x, +£] si

Je =T ([x0 a2 ])u Jf[x,,x, +€]) este o reuniune de doud intervale care au
un punct comun, pe f (x,), deci $i reuniunea lor va fi un interval. '

| 6.2.10. Corolar

0
Fie I C R uninterval, x,€ I si f:I — R o functie continud pe 7\{x,}.

Atunci fare P.D. daca si numai daca:

@ @x, €1, x, /" x, astfel incat f(x,)— f(x,)
(i) Dy, 1, y, Xx, astfel incat f(y,)— f(x,)
Demonstratie

(=)seaplica T. 6.2.5
(<)seaplicaT. 6.2.9

6.2.11. Corolar

Fie f :[a,b]— R continua pe (a,b] (respectiv [a,b)). Atunci fare P.D. daci si
numai daca:
Eix e laiblix, v a astfel incat f(x,)— f(a)

@y, €la,b), x, /" b astfel incat f(y,)— f(b))

6.2.12. Observatii

a) Teorema 6.2.9 di o caracterizare a punctelor de discontinuitate de speta a II-a
pentru functii cu P.D.
b) Teorema 6.2.9 se poate extinde pentru o functie f:I — R discontinud pe o

multime finitd de puncte cu proprietatile (1) si (i1)
c) Lebesgue a demonstrat ca exista functit f : R — R discontinue pe R §i care
au P.D. (demonstratia depaseste cadrul acestui manual)
Bac
#
6.2.13. Probleme rezolvate
I'sin : x#0
% ,a€ R are P.D. & |a| <1
|, x=0

a) Functia f:R— R, f(x)=



1
b) Functia f:R— R, f(x)= {x} ae R, unde (1) este distanta de la ¢

la cel mai apropiat intreg are P.D. & a e [O, —ﬂ
Solutii

a) f este cdntmua pe R\{0}. Atunm conform Corolarului 6. 2 10, fare P.D.
daca i numai daca (El)x,1 € R, x, /10 astfel incat f (x,)—a st (Jy, eR,

y, \v 0 astfel incat f(y,)— a. Intrucat sinle [-1,1], (V) xe'R*, rezultd ci
X

daci |of>1 atunci (V) x, 10, f(x,) A si(V)y, O, ()4, deci fnu

are P.D.
1

arcsin @ — 2ns

respectiv y = - : NO si f(y,)—o. ConformT. 6.2.9, f are P.D.
arcsin o + 2nrw

/0 st f(x)>a,

Dacd |a|<1, considerdam sirurile x =
S n

Xk, X€ [k,k+—;~
b) Functia g:R— R, g(x):(x):J 1 S este continud
(k+1)~x, xe[k+5,k+lj

pe R, deci feste continui pe R,
Atunci conform Corolarului 6.2.10 fare P.D. <3 x,eR, x 0 astfel incat

fx)—>asi(@) y,eR, y, 0 astfel incit f(y,)— o |

Intrucat (_l.]e [O, —ﬂ ,Vxe R, rezultd ci daci ¢ [O,%—} atunci (V) x_ £ D
x

fx)Aa i (V) y, N0, f(y)Aa.

Daci e [0, %:l consideram sirurile x, = bigoag si

a—n

f(y)=(@+n)=a—a. ConformT.6.2.9, fare P.D.



6.2.14. Teorema

Fie I C R uninterval i f:7— R o functie derivabild. Atunci funcfia f"' are
P.D.

Demonstrafie ..
Fie a,be 1, a<b si A cuprinsintre f'(a) s1 f'(b) fixaf. Presupunem

f'(a)< f'(b), deci f'(a)<A<f'(b). Considerdm functia ¢ :] SR
¢(x) = f(x)—Ax. Evident @ este derivabild si avem ¢'(x)= f'(x)~A, x&1.
Deci (p’(cz) f'(a)-A<0 si (p‘(b)j:f'(b)wl >0. Deoarece

008 _ 1 <o, 1 2000

x\a x—a

=@'(b) >0, rezultd cd (3)

c,d€ (a,b), c<d cu propnetal;ﬂe (p( ) Fié) <0, (V)xe (a,c) si
x-a

o(x) "f(b) >0, (V) x€ (d,b), deci o(x) <p(a), (V)x€ (a,c) st p(x)<@(b),
T

(V) xe(d,b) (1)
Functia ¢ fiind continud §i [a,b] un interval compact, rezultd cd ¢ isi atinge

minimul intr-un punct x, € [a,b]. Din (1) rezultd cd x; # a §i x, #b, deci

0
X, € (a,b) sideci x,€ I. Agsadar x, este un punct de minim local pentru ¢,
deci conform teoremei lni Fermat avem ¢'(x,) =0, deci f (x,)= A . Prin
urmare f' are P.D.

6.2.15. Corolar | » 7
Fie I C R unintervalsi f:I— R o functie derivabild cu proprietatea ca
f'(x)#0, (V)xe I. Atunci feste strict monotona.

Demonstratie
Din Teorema 6.2.14 avem ¢ f' are P.D., deci (Prop. 6.1.10) f'>0 sau f' <O

s deci f este strict monotond.

6.2.16. Observatie

Rezultatul Teoremei 6.2.14 este deosebit de util in studiul primitivabilitatii
functiilor (care se va trata in clasa a X1I-a)



Bac

#

6.3. Pistrarea P.D. asupra functiei sumi, produs, cit, compunere a doud
functii cu P.D. _ - &5

6.3.1. Observatie
Existd functu f,g:R— R care au P.D., pentru care functla suma f +g,

produs o g respectw cat f/ (g(x)#0,Vxe R)nuauP.D.

Demonstratie
a) Suma :
'- R e
Intr-adevir, fie f,g:R— R, f(x)= sm—;,x e , g(x)= —sm;,x )
0, x=0 1, x=0

' 0,x#0 =
faigmiPD, dar fFER— R, (f-!—g)(x)z{1 = 0 are o discontinuitate de
, X =

speta I, deci nu are P.D.
b) Produs - ‘ t
‘ {1 e o
Ean e ey Py sin—,x#0 cos—,x#0
Fie f,g:RO>Ry: f(x)=3 x , g(X) = B
‘ e A < Ak el 1/ =&=U
=it 5 1 12 . _
> _ —sin—,x#0 = =
fsigauPD., dar f-g:R—R, (f-8)x)=32 x nu are PD intrucét
. 1, x==0
& st voe Ko, v Eonain gl
f - g este continud pe R, SSin—€| =, si(V)x, g g)(x )-~>1 s
x
(W) y, N0/ (f-g)y,)—>1
c) Ciat
: sin—l—- x#0 < sinl+2 x %0
1’ g 0 L8 sed@ynioa ._,,.’f?o

e 2
fare P.D., g este contmua pe R , §i con51derand sirurilé x, =— /0,
T nm

g(xn) =225y, '——- — N0, g(y,)=2— 2 obtinem (conform Corolarului
nrw

6.2.10) cd g are P.D. Se observa cd g(x)#0,(V)xeR



sin —
X x#0
4 il N e - o) e ey
:R—>R, ()= sin—+2 nu are P.D. intruct < este continui pe
g g @] oq Lt
.];’ x=0 : P . I
2 ; _
sin — s
. 2 :
R, lx =1————-—1~—e[- —1-] si(V)x, /0, (-—{](X,,“)-/-)—I*E[*—l,l:l 51
TP SR 3 8 o
x x ‘ . \

(V) y, 0, (—Q( )-Hl

Este de asemenea cunoscut urmatorul rezultat pe care il vom prezenta aici féra
demonstratie :

Bac
#

6.3.2. Teorema (Sierpinski)

Fie f:R— R o functie arbitrard. Atunci existi f,, f,: R — R doua ﬁmc;u
discontinue pe R si care au P.D. astfel incat f = f, + f,

- 6.3.3. Teorema

Fie A 1 BC [a,b] doud multimi finite disjuncte si f,g :[a,b]— R doua functu
cu urmatoarele proprietati :
a) f este continud pe [a,b]\ A si discontinui pe A cu P.D.

b) g este continui pe [a,b]\ B si discontinui pe B cu P.D.

Atunci f+g si f-g auP.D.

Demonstratie

f+g si f-g suntcontinue pe [a,b]\(AUB). Fie x,c AUB, ANB=0.
Atunci x, € A\B sau x,€ B\ A. Si presupunem ci x, € A\B si X, € (a,b) .
Atunci conform Corolarului 6.2.10 :

) @) x,€la,b], x, /" x, astfel incat f(x,)— f(x,)

(i) @) y, € [a.b],y, "\ yyastfel incit f(y )— f(x,)

Avem: (f +g)(x,)=f(x,)+8(x,)— f(x,)+g(x,) = (f +g)(x,) Intrucat
f(x,)— f(x,) sig continud in x,, deci si g(x,)— g(xu)

Analog (f +g)(y,) — (f + g)(x,)
Conform Corolarului 6.2.10 avem ( f+ g) are P.D.
Analog se aratd cd (f - g) are P.D.



6.3.4. Corolar

Fie A C [a,b] o multime finitd §i f, g :[a,b] — R doua functii cu urmatoarele
proprietati:

a) f continua pe [a,b]

b) g continud pe [a,b]\ A si discontinud pe A.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) g are P.D.

2) f+g are P.D.

De asemenea 1) =>3)sidacdinplus f(x)#0, (V) x€ A atunci 1) este

echivalenti cu 3)

3) fig acPD.

Demonstratie

1) = 2) conform T 6.3.3

2) = 1) fcontinud pe [a,b] atunci (—f) este continud pe [a,b] s1 f+g
continud pe [a,b]\ A si are P.D., atunci (—f)+(f + g) =g are P.D. (conform T
6.3.3)

1) = 3) conform T 6.3.3 ‘

3) = 1) fcontinua pe [a,b], f(x)#0,V x€ A, f-g continui pe [a,h]\ A si
are P.D.

Fie x, € A. Putem presupune ca xo € (a,b) . Atunci, conform Corolarulai
6.2.10:

(El)x €la,b], x, A x, astfel 1 mcat (f-2)x,)—=>(f2)x)
@y, €la,bl, v, x, astfel incit (f - £)(¥,) —> (f - g)(xp)
intrucat f(x,) #0 s1fcontinud In x, rezultd ca (3) Ve V(x,) astfel incat
f(x)#0, (V)xeV sideci (B)NEN astfel incat (V) n=N: x, € V, de unde
f(x)#0,Vnz=zN
X -2)(x

(f8)65) | (06 _

fx,) ACY)
Analog se demonstreazad cd g(y,) — g(x,) si conform Corolarului 6.2.10 avem
ca g are P.D.

Avem g(x )=

6.3.5. Propozitie

Fie I,J C R doud intervalesi f:I1—J, g: J — R doui functii care au P.D.
Atunci go f are P.D.

Demonstratie -

Fie J <1 uninterval, (go fYI)=g(f)=g')=1" unde I'si I” sunt
intervale Intrucat f, respectiv g au P.D. Deci geo f are P.D.



6.3.6. Corolar
Fie I C R uninterval si f:1 — R o functie cu P.D. Atunci | 54 | are P.D.

6.3.7. Corolar

Fie ],J C R doud intervalesi f:7—J, g:J — R doui functii, una continu
si cealaltd avand P.D. Atunci go f are P.D.

-
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