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CATEVA PRINCIPII DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE
MATEMATICA

6.1. Principiul lui Dirichlet

Teorema 6.1.1. (Principiul lui Dirichlef) Fie A o mulfime nevida iar A, A,, ...,
A, o partiie a lui A (adici (J4, = 4 iar 4, ~ A, = @, pentru i #j).
=l

Dacii avem n+1 elemente ay, ay, ..., a,, a5+ din A, atunci existd o submulfime A;
a partitiei care si contini cel putin doui elemente ale mulfimii {a,, a,, ..., a,, a5}

Aplicatii.

1. Fie a,, a,, ..., ay, 8y un gir de n+1 numere intregi diferite doua cite dous. Atunci
existd doi indici i, ] €{1, 2, ..., n+1} astfel incét q, = a,;(modn).

Solutie. Impartim multimea Z in cele n clase de resturi modulo n. Cum acestea
formeazi o partitie a lui Z, totul rezultd din principiul lui Dirichlet.

2. Fie M o multime formatd din n numere intregi (nu neapdrat distincte). Si se
demonstreze cd M are cel pufin o parte nevida cu proprietatea cd suma elementelor sale se
divide cu n.

(Gh. Szolosy)

Solutie. Fie M = {a,, aj, ..., a,} cu a,EZ, pentru orice i€{1, 2, ..., n}. Sa
considerdm submulfimile lui M: M, = {a,}, M, = {a,, a5}, ..., M = {a,, @y, ..., a5} §i s
formam sumele: S; = a,, S, =a; +a,, ..., S,=a; +a, + ...+ a, Daci unul din numerele S,,
Sy, ..., Sy se divide cu n, problema este rezolvatd. Daci Sy, S,, ..., Sy nu se divid la n, atunci

conform aplicatiei anterioare existd p, k € N, k<p=<n, astfel incit S, =S, (modn). Atunci

mul{imea cautatd va fi {ax., a2, ..., ap}.

3. Se da un cub cu latura 1. Sa se arate ca oricum am alege 28 de puncte interioare,
cel pufin dou dintre ele au distanta mai mica sau egald cu g :

Solutie. Sa impartim fiecare muchie a cubului in céte trei parti egale si ducand prin
ele paralele la muchii obtinem pe fiecare fatd a cubului 9 pétrate egale. Ducind plane
paralele cu fetele cubului prin punctele de diviziune, cubul este astfel Impartit in 27 de

cubulete, fiecare avénd latura % . Cum sunt 28 de puncte interioare, conform pricipiului lui

Dirichlet, cel putin doui se vor afla in interiorul aceluiasi cubulet de laturd % . Distanta

maxima dintre cele doud puncte nu poate depisi diagonala unui astfel de cubulet, care este
de l/i
3
4. Fiind date 9 puncte in interiorul patratului unitate, si se demonstreze cd existi

printre ele trei puncte, care sa fie vérfurile unui triunghi, de arie mai mica sau egald cu g.
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Solutie. Unind doui céte doud mijloacele laturilor opuse in pétratul dat obtinem o
impirtire a acestuia in patru péitrate de arie % . Conform principiului lui Dirichlet cel putin

unul dintre acestea va contine trei sau mai multe puncte din cele 9 considerate in enunt.
Notam EFGH acest pitrat si fie A, B, C trei dintre aceste puncte continute in pétratul EFGH

de laturd - obtinut ca mai inainte (vezi Fig. 1); va fi suficient si probdm ca

S 4pc S -% -8 gre - Ducénd prin A, B, C paralele la EH, una din ele se va afla intre celelalte
doui, deci va tiia in interior latura opusd prin care aceasta trece. Fie AA’ aceasta, cu
A’E€BC; construim BB’ L AA’ cu B'€AA’5i CC' L AA’ cu C'€AA".
AVBm S.A.BC mSA.BA' +SAC'A' =_§"AA"BB’+‘;"AA,'CC'=
=i- AA’ -(BB'+CC')S1-EH -HG=1.
2 2 8

H G

Fig. 1
Observatie. In cazul in care punctele A, B, C sunt coliniare, demonstrafia nu poate
fi facuti In acest mod, insé atunci S 5. = 0.



6.2. Principiul inductiei matematice

In multe exercitii §i probleme se cere si se demonstreze anumite proprietiti ce
depind de un numdr natural n.

Asemenea probleme se solufioneazd in majoritatea cazurilor cu ajutorul
principiului inductiei matematice complete care are la baza urmatoarea teorema:

Teorema 6.2.1. Daca o proprietate P(n) (depinzind de un numir natural n)
este adevirati pentru n=0 §i pentru orice n este adevirati implicatia logica: ,, P(n)

adevirati = P(n+1) adevirata”, atunci P(n) este adevirati pentru orice n.

Principiul inductiei matematice se mai enunti si sub urmitoarele forme
generalizate:

Teorema 6.2.2. Daci o proprietate P(n) (depinzind de un numaér natural n)
este adevirati pentru o valoare particulari k a lui n (deci P(k) adevaratd) si daca

pentru orice numir arbitrar n > k este adevirata implicatia logici: ,,P(n) = P(n+1)”,

atunci P(n) este adevirati pentru orice n > k (pentru k=0 obfinem Teorema 6.2.1).

Teorema 6.2.3. Daci P(n) este o proprietate ce depinde de numirul natural n
iar P(n) este adevirati pentru o valoare particulard k a lui n si daci pentru orice

numir natural n = k este adevarata implicatia logica: ,,P(m) adevarata, pentru orice

m =k, k+1, ..., n-1 = P(n) adevarata”, atunci P(n) este adevirata pentru oricen = k.

Teorema 6.2.4. Daci o proprietate P(n) este adeviarata pentru p valori
consecutive particulare ale lui n: n =k, k+1, ..., kt+p-1, (k, p € N) si daci pentru orice
numir arbitrar n > k este adevarata implicatia logicia: ,,P(n) =P(n+p)”, atunci P(n)

este adevarata pentru oricen > k

Demonstratia Teoreme1 6.2.1 (ca §i a celorlalte variante de mai sus) tine de Inségi
construfia mulfimii numerelor naturale prezentati in paragraful 1.1 de la Capitolul 1.

Aplicatii.

1. Si se demonstreze cd dacd m si n sunt numere naturale nenule (m = n), atunci
numérul solufiilor naturale de componente nenule ale ecuatiei x, +x, +..+x, =meste

e
l Solutie. Vom demonstra prin inductie matematicd relativ la n.
Fie N,(m) numérul cdutat. Evident N;(m) = 1= C, .
S presupunem cd Ny(m) = C::l, pentru k = 1, 2, ..., n-1 si si demonstrdm ca
Nim) = Cp\. Evident Nym) = Ny(m-1) + Np(m-2) +.+ Nu@-1) =
=Cr24+Cr2+..+Cr2=C"" . Conform principiului inductiei matematice, Ny(m) = C*7},

pentru oricen € N.



2. S se demonstreze cé orice orice numdr natural n se poate scrie sub forma n =
=m+3qcum,q € N.

Solutie. Pentru n natural sd notdm cu P(n) proprietatea din enun.

Vom proba cd P(4), P(5) s1 P(6) sunt adevarate.

intr-adevar, 4=1+3-1(m=1,q=1);5=2+3-1(m=2,q=1); 6=0+3-2
(m =0, q=2). S ardtdim acum ca este adeviratd implicatia logici: ,,P(n) = P(n+3)”, s1
atunci P(n) va fi adevératd pentru orice n = 4, tinind cont de varianta generalizati a
inductiei matematice. '

Intr-adevér, din n =m+3q rezultd n+3 = m+3(q+1).

Observatie. Problema se mai poate solutiona si tindnd cont de teorema Impartirii
cu rest.

3. S4 se demonstreze céd orice numar natural n = 1 admite o reprezentare de forma

n=a, 12 +a, I e e 'nlz, unde a;€{-1, +1} pentru orice 1 =1, 2, ..., n; mEN, nu

m
depinde de n).

Solutie. S& demonstram la inceput cad dacd notdm prin P(n) proprietatea cerutd de
enuntul problemei, atunci P(1), P(2), P(3) si P(4) sunt adevarate.

Intr-adevar, pentrun =1 avem 1=1-1% cua, = 1;
pentrun =2 avem 2 = (-1)- 12 +(-1)- 22 +(-1)- 3> +1:4? cua; =-l,a,=-1,a3=-1,8,=1;
pentrun =3 avem 3 = (-1) - 12 +1-2? cua, =-l,a,=1;

pentrun =4 avem 4 = (-1)- 1> +(-1)-2? +1:3% cua =-l,a=-1,a3=1.
Sé presupunem acum cd P(n) este adevératd pentru o valoare oarecare a lui n si sd
demonstrdm cd este adevaratd g1 P(n+4).
Pentru aceasta vom tine cont de identitatea:
(n+1)*-(n+2)*-(n+3)*+Hn+4)* = 4.

Astfel, dacd n= %a,. i? ,cuaEe{-1, +1}, atunci
i=1

m m+4 (
n+d=Ya, it +m +D? - +2) - +3)2 +(m +4)’ = T a, i’ ,
i=l =1
cu anﬁ,l -""—].,anl_‘_z =—1,an1+3=—1,an1+4 =1
Conform principiului inductiei matematice generalizate, P(n) va fi adeviratd

pentru orice numdr natural n = 1.

4. Si se arate ci pentru orice numdr natural n, numérul E; = (n+1)(n+2)... (n+n) se
divide prin 2" dar nu se divide prin 2™

Solutie. Fie P(n) proprietatea din enuntul exercitiului.

Vom demonstra cd P(1) si P(2) sunt adevirate si ¢d pentru orice numdr natural n
este adevirata implicatia logicé: ,,P(n) =P(n+2)”.

Avem E,=2 si evident 2|E, dar 2= 44E, ; E,=12 si evident 2° = 4|E, dar 2% =8{E,.
Sa presupunem acum cd pentru un numdr natural n, P(n) este adevdrata, adicd 2" |E, dar



2“+; {E,. -Dcci E.=2"p, éu p impar. Atunci
Eno=(n+3)(mt4)... 2n)(2n+1)(2n+2)(2n+3)(2nt+4)=
=4(n+1)(0+2)(n+3)... 2n)(2n+1)(2nt3)=

=2°E,(2n+1)(2n+3)=2% - 2" p - 2n+1)(2n+3)=2""p(2n+1)(2n+3)=2"  p’,

unde p'= p(2n+1)(20+3). Cum p’ este impar rezults o& 2™ |Epiz §i 2" {Ens, adicd Pat2)
este adevdrati.

Conform principiului inductiei matematice, P(n) este adeviratd pentru orice ne€N.

5. Sa se demonstreze cd dacd a,...,a, sunt numere reale pozitive, atunci :

‘HZ. a; &
=l >aTTa, (cuegalitate cAnd numerele sunt egale).
n i=1

Se cunosc mai multe solutii pentru aceastd inegalitate cunoscutid sub numele de
inegalitatea mediilor.

in cele ce urmeazd vom preznta doui solutii folosind principiul inductiei
matematice.

Solutia 1. Pentrun = 1, 2 inegalitatea se verifica.

Presupunem ci inegalitatea este adevaratd pentru n-i numere pozitive 1 =1, 2, ...,
n-1) si sd demonstrdm cd ea raméne adeviratd §i pentru n numere pozitive a,,...,an,.

n-1

Conform ipotezei de inductie putem scrie > a; = (n- *-Yaa,..a,,

i=1
sl a, +’{/ala2...a,, +..!{falaz...a,, Z(n—l)"“"fan(",/alaz...a,, gt
de (n-2) ori
Adunénd cele doua inegalitd{i membru cu membru obfinem:

iai +(n-20aa,..a, 2n-D["Jaa,..4a,, +n—,{/an (m)n-z 1.

i=l

n

Insa

"'{/“1“2-“%-1 +"‘\1/an('{ﬂala2“.au g 22\/"-\1/a1a2...an_1 -"‘{/au(”,ﬂalaz...an )"'2 =2”,falaz...an v
n n

astfel cd Y a, +(n-2)-%aa,..a, 22-(n-1)-Yaa,..a, © Y a,2n-Yaa,..a,.
i=l i=l

Solutia 2. Se demonstreazi destul de usor ca inegalitatea este adevaratd pentru un
numdr n de fg}rna 2¥ (k€N), folosind inductia matematica dupa k .

Fie acum nEN iar k cel mai mic numar natural pentru care n < 2.

Numerele a,,a,....,a,,, u ,unde g = m sunt pozitive §i in numdr de 9%,

de 2—-n ori
k
. . a+a,+..+a, +(2° —-n k k_
Putem scrie deci ———2 = ( )322\/alaz...a,,g2 o
2

k

T oF B i L2 o]
Insd a,a,..a,g =g".g =g .
a+a, +..+a, & (2"

53 i) 4% g, care este echivalenti in

Obtinem deci inegalitatea

finalcu a) +a, +...+a,2n-g=n-Yaa,..a, .
Bac




6.3. Principiul includerii si excuderii

Vom prezenta in continuare un rezultat cunoscut sub numele de principiul
includerii si excluderii:

Teorema 6.3.1. Fie M o multime finita iar M;, M, ..., M, submul{imi ale lui VL.
Daca pentru o mulfime M notam prin |M| cardinalul séu, atunci :

UM TMi|- = MM+ T MM M-+ (G117 M A AM,|

ls;su 1<i< jsn lgi< j<k=n

Demonstratie. Facem mductie matematicd dupd n. Pentru n=1 egalitatea din enunf
se reduce la [M;|=|M,|, ceea ce este evident. Pentru n=2 trebuie demonstrata egalitatea :
(1) M UM;|= MM, |-M; NM |

care de asemenea este adevirati, deoarece elementele din M;NM, apar atat la M, cét si la
M,.

Presupunem egalitatea din enunt adevératd pentru oricare m submultimi ale lui M
cu m<n §i o s 0 demonstrdm pentru n submulfimi M;, My, ..., M.

n-1
Dacé notdm N = |JM, , atunci conform relatie1 (1) putem scrie:

i=1 .

@ lUlM — NUM = NFIM-NAM; .
nsa NnMﬂ=[’UM,.JﬁMﬂ= ’U(M,. nM,), deci aplicdind ipoteza de inductie

pentru U(M (M, )si tinind seama de faptul ca (M,NM,) ﬂ(MJﬂM ) (J\r[fﬂMJ) nM
(a1, ﬂM,,) N, Nm,) NN, )=,NM NM, ) NM, , ete, obtinem:

INAM,|= 'QI(M,.nM * Z|M NM, [—IS z;s = W NM ,NM,, |+

3
+ T MM NMNOM,| -+ (-1) “nM

i< j<k<n-1 i=1

Aplicﬁnd ipoteza de inductie si pentru |N| obtinem:
@ Wi=[Unt|=Shl- = bnafe T s a)-e (-

1<i< j<n-1 1<i< j<k<n-1

ﬂM i
i=1

]

astfel ca tindnd cont de (3) s1 (4) relatia (2) devine:

<[ ot et = (e -2 e, e o

i< j<n-1

+[ T MMM+ anMnM |]

lzi< j<k<n—1 l<i< j<n—1

+[(-1r-2 'ij,-]-(-lr-3 Iy, 00, -

1< <ip<.. <f _zsn-1
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ﬂM

zW% T MnMl+ 5 MM OM |- (1)

o (_ l)n—z
l<i< j<n l<i< j<k<n
Conform principiului inductiei matematice, egalitatea din enunt este adevﬁratﬁ pentru orice

AM,
i=1

numdr natural n nenul. W
Aplicaﬁe.

Céte numere naturale nenule mai mici sau egale cu 1000 sunt divizibile sau cu 2
sau cu 3 sau cu 57

Solutie. Fie A = {2n : n€N, 2n <1000}, B={3n: n€N, 3n <1000} 5iC = {5n:
neN, 5n < 1000}.

Se observd ca ANB = {6n : n€EN, 6n < 1000},

ANC={10n:n€eN, 10n <1000},

BNC = {15n:neN, 15n <1000},

ANBNC = {30n: neN, 30n < 1000}.
Evident numérul cautat este |4 B uC|. Aplicand principiul includerii si excluderii

pentrun =3, avem |4 BUC|=|d|+|B|+|C|-|4nB|-|4~C|-[BAC|+|4nBAC|=

{2} 2] e o ]

=500+333+200-166-100-66+33=734.

Mai multe aplicatii se gasesc la capitolul de probleme propuse.



