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3. CEVIENE DE RANG n

Definitie: 1. in triunghiul AABC o dreapti AM, unde Me [BC], se
numeste ceviani.

2. Spunem cii doud ceviene AA’ si AA” sunt ceviene
izogonale daci m(<BAA’) = m(<CAA”).

Teorema lui Steiner: Fie triunghiul AABC si punctele
A’, A”e BC, astfel incit AA’ si AA” sunt izogonale. Atunci

A’B A”B _
A’C A"C
A
Demonstratie:




Construim BB’ LAA’ si CC’ 1LAA’, astfel incat B’, C’e AA’

si BB”.LAA” si CC ”1AA”, astfel incét B”, C’e AA”

e e isA’B oBBY

R e AT _AB A”B_ BB’ BB™)
A”B _ BB” A EIA CC _CC™
A”C CC?~ :
BB”_ AB
CC’ AC | _, BB’ BB"_ [A_B_]z‘
BB’ _AB CC’-CC”. - LAC
cC” AL

ABB!!A’9~ ACC”AS’:

ABB”A ~ACC’A =

ABB’A ~ ACC’A =

_, AB AB _ [AB ]2
AC A€ LAC

Teorema: Izogonalele a trei ceviene concurente sunt concurente.
Demonstratie:

A

B”

B A’ A” C
Fie AABC, AA’, BB’ si CC’ cele trei ceviene concurente si AA”, BB”
si CC” izogonalele lor.
AA’, BB’si CC’sunt concurente.Din reciproca teoremei lui Ceva
A’B B’C CA )
rezultd ca A°C BA CB =1
AA’ si AA” sunt 1zogonale Din teorema lui Steiner

A’B A”B _ [AB] A AR [AC E
"A”C TA*B AC - LAR) >=>

B”A _ B’C [ABY

Analog = B°C_ BA [BC_

: C”B=C’A_[BC]2
.. C"A CB |AG) J



AC B'A C'B
A,!B B”C C ‘”A
= AA”, BB” si CC” sunt concurente.

= = 1. Din reciproca teoremei lui Ceva

Definitie: In triunghiul AABC se numesc simediane simetricele
medianelor fati de bisectoare.

Observatie: Deoarece intr-un triunghi medianele sunt concurente, din
teorema anterioard rezultd c3d si simedianele unui triunghi sunt
concurente(Punctul de concurentd se numeste punctul lui Lemoine al
triunghiului)

Definitie: in triunghiul AABC o dreapti AM, unde Me [BC], se
MB _|AB |
MC AC

numeste ceviani de rang n daci ,nelZ.

Observatii: 1.Mediana  este o ceviana de rang 0.
2.Bisectoarea este o ceviand de rang 1.
3.Simediana este o ceviana de rang 2.

1*.Fie triunghiul AABC si ne Z. Si se determine o constructie a
punctului Me [BC], astfel incat AM si fie ceviani de rang n.

Demonstratie:

S3 demonstrdm mai intdi ca existd o construcﬁe a punctului Me [BC],
astfel incat AM sa fie ceviand de rang n, Vne N



Daci n=0, atunci AM este mediana.

Fie M, e [BC], astfel incit [AM, este bisectoarea <BAC. Deci AM;
este ceviand de rang 1.

Fie B,e AC 5i C,e AB, astfel incat M,B,|| AB si M,C,|| AC .

Fie {P|}= BB, NCC, $l {M2}= AP,NBC

AM,, BB, si CC, sunt concurente in P,. Din teorema lui Ceva

rezulti ci ng = g:é ; g:ﬁ ¢ \
MiB/l|AB = 18 = M8 (1)} M8 ,{{%E
M,Cil|AC = g:i = hl\fli?: ; =
[AM, este bisectoarea $<BAC = 11:44:?: = :g 2)

/

2
= b [&] = AM, este ceviana de rang 2,

M,C  (AC

adicd simediana.

Sa presupunem ci am determinat M,_;e [BC], astfel incat

n-1

&lg s [ﬁg] (3) si s determinidm, cu ajutorul lui,

-1

Y a N—Igg = AB1 :

punctul M,e [BC], astfel incit M.C [ AC

Fie C,..€ AB, astfel incit M,.;C,...|| AC..

Fie {P,..}= BBiNCC, si {M,}= AP,.,nBC

AM,, BB, si CC,,.; sunt concurente in P,_;. Din teorema lui Ceva
MB BA C,.B

rezulti ci M.C ~B.C C.A 4)

M,..Coil [AC = g:::ﬁ = ﬁ::g (5)

Din (1), (4) i (5) = %:% - ﬁ:g - “ﬁdﬂ% (6)
Din (2), (3) 5i (6) = I‘:"dg =[ig]“

=> AM,, este ceviani de rang n = punctul M ciutat este M,



C

Mn Mn-l Ml
S aritim acum ci exista o constructie a punctului Me [BC],

astfel incit AM sa fie ceviand de rang n, Vne Z\ N
Fie M,.,€ [BC], astfel incdt AM,., este ceviana de rang 2-n>0 =

M,,B _[AB )
MZ-nC [AC ]
Fie AM, izogonala cevienei AMz ,. Din teorema lui Stemer >=>
M;.B M,B [AB [:B]
= My.C M,C ] Mz s 5

_, M.B [AB‘F AB1™* M,B [ABY"
= M T IACT IAC ] = M.C _LACJ

Punctul M ciutat este punctul M,. Deci, daci ne Z \ N trebuie si
construim izogonala cevienei AM,.,. Deci Vne Z exlsti 0

constructie a punctului Me [BC], astfel incat —— [AB]

Observatie: Dacd intr-un triunghi AABC exista punctele Xe [BC],
Ye [CA], Ze [AB], astfel incit AX, BY si CZ sunt ceviene de rang

n, ne Z, atunci AX, BY si CZ sunt concurente.

Bac



4. “O RELATIE A LUI EULER”
PENTRU PATRULATERE

4.1. Teoreme

Teorema lui Newton
Fie ABCD un patrulater circumscriptibil si fie A’>, B’, C’, D’
punctele de tangenti ale cercului inscris cu laturile patrulaterului.
Atunci dreptele AC, BD, A’C’ si B’D’ sunt concurente intr-un
punct N (punctul lui Newton).

Demonstratie:

Fie {N}=ACNB’D’, a=m(XAD'N) si b=m(<AND’)
4AD’N=4BB’N = m(¥AD’N) + m(£CB’N) = 180

C’ 9
D
D’
A A’ - B
in AADN din teorema sinusurilor = -AN-= AD’
& sina sinb i
in ACB’N din teorema sinusurilor = &= -B-C
sina  sinb
AN _ AD’ :

Z'NC ~ B'C

= AP AN’ _ AA’ } AN _ AN’
Fie {N’}= ACNA’C’. Analog = N'C - C'C :NC N'C

AA’=AD’ 5i CC’=CB’



= punctele N si N’ coincid = AC, A’C’ si B’D’ sunt concurente in
N. Analog se demonstreazi ci BD, A’C’ si B’D’ sunt concurente in
N . Deci dreptele AC, BD, A’C’ si B’D’ sunt concurente in
punctui N.

Bac

Teorema lui Newton

Mijloacele diagonalelor unui patrulater circumscriptibil si centrul
cercului inscris sunt situate pe o aceeasi dreapti (dreapta lui
" Newton).

Demonstratie: Fie patrulaterul ABCD circumscris cercului C(I; r) si
punctele M si N mijloacele diagonalelor AC si BD. S3 aritim ca
punctele M, I si N sunt coliniare. :

M este mijlocul lui AC = Spmp = -Si‘i’-x—- si Spmc = SEBC =5
S
= Samp + Spuc = A;_CD @)
r-rAD . -BC r-(AD+BC
Sm=_§_$l Sa|c=!3—=>smo+smc= (4 > ) =

Deoarece ABCD este circumscriptibil = AD+BC=AB+CD



Din (1) si (2) = Samp + Spmc = Sam + Spic =

=> Semc— Seic = Saip — Samp = Smis + Smic = Smia + Smip =

=> Smic = Smia = Smip - Smie

Deoarece IM este median3 in AAIC, deci Syic = Smia =

= Smip = Smis 3)

Fie BB’ LMI si DD’ 1MI, astfel inciat B’, D’e MI si {N’}=MInBD
Din (3) rezultd ca BB’=DD’ si se demonstreaza usor ca
ABB’N’=ADD’N’ = BN’=DN’ = N’ este mijlocul lui BD, deci
punctele N’ si N coincid = punctele M, I si N sunt coliniare.

Bac



Teorema lui Euler

Fie C(I; r) si C(O; R) cercul inscris §i respectiv circumscris
triunghiului AABC. Atunci are loc relatia: O’ =R’-2rR

Demonstratie:

Fie {A’}=(AINC(O;R) si {E, F}=0InC(O;R)

Din puterea punctului I fata de cercul C( O; R) rezulta ca
IE-IF = AI'A’] (D)
IEIF=(R-0I)(R+0I)=IEIF=R*- OP (2)
Construim ID1AB, astfel incit De AB. In triunghiul AADI

g i T r
dreptunghic in D avem: Al Sin(A2) 3)

m(<A’BI )=m(£A’BC )+m(<¥CBI }=m(<A’AC)+m(<CBI)

S
= m(+A’BI) = ZLEALZM(ED) (4)

<A’IB este exterior AAIB = m(<A’IB)=m(<IAB)+m(<IBA)

& (< ARy = 2824 ; pE3B) (5)

Din (4) si (5) = m(<A’Bl)=m(<A’IB) =AA’BI este isoscel =
= A’l = A’B. Deoarece in AABA’ avem: A’B = 2R-sin(A/2)

rezultd cad A’ = 2R-sin(A/2) (6)
Din (3) si (6) = AI'-A’I = 2rR Q)
Din (1), (2) si (7) rezulti ca OF =R’-2rR

Bac



Teorema lui Ptolemeu generalizata

intr-un patrulater convex ABCD are loc relatia:
(AC-BD)* = (AB-CD)’ + (BC-DA)’ - 2AB-BC-CD-DA -cos(A+C)

Demonstratie: D

&
A
B

Fie M un punct in interiorul lui ABCD, astfel incit
AMBC ~ AABD = MB/AB =BC/BD = CM/DA =
= CM = (BC-DA)/BD @)
AMBC ~ AABD = <MBC = <ABD = «DBC= <ABM (2)

MB/AB = BC/BD = DB/AB = CB/MB 3)

Din (2) 5i (3) = ADBC ~ AABM = AM = (AB-CD)/BD 4
4BMC = ¥<BAD si ¥+BMA = ¥BCD = m(<AMC) = 360 -
- [m(¥BAD)+m(<BCD)] = cosm(<AMC)=cos(A + C) 3)
In AAMC scriem teorema lui Pitagora generalizatd =

 AC? = AM? + MC? - 2.AM-MC-cosm(¥*AMC). Din (1). (4) si (5)
=(AC-BD)’=(AB-CD)*+(BC-DA)’~2AB-BC-CD-DA"-cos(A+C)

Observatii:

1.in AAMC avem inegalitatea: AC< AM + MC. Din (1) si (4) =
= AC-BD < AB-CD + BC-DA (Inegalitatea lui Ptolemeu)
2.Dacd ABCD este inscriptibil = AC-BD = AB-CD + BC-DA

3.Daci m(<A)+m(<C)=90 = (AC-BD)’=(AB-CD)*+(BC-DA)’

Bac



S. TEOREMA LUI MORLEY

5.1. Teorema

Teorema lui Morlex'

Trisectoarele unghiurilor unui triunghi oarecare se intersecteazi
in trei puncte care sunt varfurile unui triunghi echilateral.

Solutia 1

In rezolvarea acestei teoreme se foloseste urmatoarea lema:

Lema. Fie AABC un triunghi echilateral sifie A’, B’, C’ puncte

exterioare triunghiului AABC, astfel incat

m(<A’BC) = m(<A’CB) =a, m(«xB’CA) = m( <B’AC)=b

st m(xC’AB) = m(«xC’BA) = ¢, unde a<60, b<60, c<60 si

a+ b + ¢ =120. Fie {A”}=B’CNC’B, {B”}=C’ANA’C si

{C”}=A’BNB’A. Atunci:

1. A”Bsi A”C sunt trisectoarele unghiului <B”A”C” in
AA”B”C”

2. m(<B”A”C”)=180-3a, m(<xA”B”C”) =180 - 3b si

m(<A”C”B”) =180 - 3¢
Demonstratia lemei:

1.
CS’ B”
A

AV




Se demonstreazi usor cd AABA’ = AACA’ =
—m(¥BA’A)=m(<CA’A) = [A’A este bisectoarea <B”A’C” (1)
m(<C’AC’)=m(<B”AB’)=180-b-60-c=a
Analog = m(¥C”BC’) = m(XA”BA’) =b

si m(XA”CA’)=m(<B”CB’) =c¢

Deci m(xC”’AC’)=a=>m(¥B”AC”)=180-a 2)
Locul geometric al punctelor P din interiorul AB”A’C” pentru care

m(<B”PC”) = 180 - a este un arc de cerc, extremititile acestuia
fiind punctele B” si C”. Din (2) rezulta ca punctul A apartine acestui
arcdecerc. (3)

Fie I intersectia bisectoarelor AB”A’C .
m(<B”IC”) = 180 - [m(xIB”C”) + m(<xIC”B”)] =
=180 - [m(XA’B”C ") + m(xA’C ”B”)]/2 =
=180 - [180 - m(¥xB”A’C”))/2 = 180 - [180 - (180 - 2a))/2
=180-a=>m(xB”IC”)=180-a (4)
Din (1), (3) si (4) = punctele A si I coincid =
=> A este intersectia bisectoarelor AB”A’C”

Analog = B si C sunt punctele de intersectie ale bisectoarelor in
AC”B’A” si respectiv AA”C’B” = |
= A”B si A”C sunt trisectoarele unghiului $B”A”C”

2. in ABA”C avem m(¥XBA”C) = 180 - (a+b) — (a+c) = 60 - a

Analog = m(<CB”A)=60-b si m(xAC”B)=60-c

Deoarece [A”B si [A”C sunt trisectoarele unghiului 4B”A”C” rezulti
cd m(XB”A”C”)=180-3a '

Analog = m(<xA”B”C”)=180 - 3b si m(<xA”C”B”)=180 - 3¢

Demonstratia teoremei lui Morley:
Fie triunghiul A;B,C, . 'Fie a=[180 - m(¥B,A,C)J/3,

b=[180 - m(xA,B,C))})3 si c=[180-m(xA,C,B))]/3
= a<60, b<60 si c<60 sia+b+c=120.



Repetéind constructia din lem3 obtinem triunghiul AA”B”C ” in care
trisectoarele unghiurilor lui se intersecteazi in punctele A, B, C. Din

lemd = m(<B”A”C ) = 180 - 3a = m(<¥B,A;C,)
Analog = m(<A”B”C”)=m(<AB,C,) si

m(<A”C”B”) =m(<A,C;B))
Deci AA”B”C ” ~ AA,B,C,. Deoarece AABC este echilateral rezulti
ca si trisectoarele A AB,C, se intersecteazi in trei puncte care sunt
varfurile unui triunghi echilateral.

Solutia 2 A

B Z C

FieBC=a,CA=b si AB=c.
Fie m(¥CAY)=m(<YAX)=m(¥XAB)= o
m($ABX)=m(<XBZ) =m(<ZBC)= B

si m(¥BCZ) =m(<ZCY)=m(<YCA)=7y
Aplicdm teorema sinusurilor in ABXA =

AX c I

sinB  sin(a+B) (0
in ABCA avem c = 2R- -sin(3Y), unde R este raza cercului circumscris
triunghiului AABC (2)
Deoarece 3o+ 3B +3y=180 > a+B +y=60 3)
Din (1), (2)si(3) =

s & 2R-sin(3y)-sinf _ 2R-sinf-(3siny - 4sin’y)

sm(60-7) s ‘l_@o-y)
_ 2R-sinf-siny- (3—4sin’ Y)_ 8R-sinf-siny-(V3/2 +siny)- (\F/Z-sm'f)
sin(60-y ) sin(60 - y)

_ 8R:sinf-siny-(sin60 + siny)-(sin60 - siny)
e sin(60 - )




e, 8Rsin.35in'y-2sin(30+7/2)cos(30-7/2)-25in(30-7_/2)005(30+'y/2)
2 2sin(30- y /2)cos(30- y /2)

= AX = 8R:sinf-siny-sin(60+y)  (4)
Analog => AY = 8R:sinf-siny-sin(60+B)  (5)
in AXYA aplicim teorema cosinusului:
= XY’ =AX’+ AY?- 2.AX-AY-cosa. Din (4) si (5) =
XV = 64R2-sinZB-sinz'y-sin2(60+7)+64R2-sin2B-sinzy-sin2(60+ﬂ) -
— 128R”-sin’B-sin’y-sin(60+y)-sin(60+ B)-coso =
=64R”sin’B-sin’y:[ sin®(60 +y) + sin’(60+B) - 2sin(60+y)-sin(60+p).
.cosat ] = 64Rsinar-sin’B-sin’y

Ultima egalitate se demonstreazi astfel:
Facem notatiile: 60 +B=x; 60 +y=ysi a=2z
Deoareceaa +B+y=60=>x+y+z=180 =
=180 - (x +y ) =cosa = cosz = cos[180-(x+y)] = - cos(x+y)
= sin*(60+y) + sin*(60+B) - 2sin(60+y)-sin(60+p)-coso. =
= sin’x + sin’y + 2-sinx-siny-cos(x+y) =
= sin’x + sin’y + 2-sinx-siny-(cosx-cosy - sinx-siny) =
= sin’x-(1 - sin’y) + sin’y-(1 - sin’x) + 2-sinx-siny-cosx-cosy =
= (sinx-cosy)® + 2-sinx-siny-cosx-cosy + (cosx-siny)* =
= (sinx-cosy + cosx-siny )’ = sin’(x + y) = sin’z = sin’ot =
= sin’(60+y) + sin’(60+B) - 2sin(60-+y)-sin(60+B)-coso: = sin’cr
Deci XY” = 64R’sin’a-sin’B-sin’y = XY = 8R-sinot-sinp-siny
Analog = YZ = XZ = 8R-sina-sinB-siny =
= XY =YZ=XZ = AXYZ este echilateral.
Bac



6. TEOREMA LUI CARNOT

6.1. Teorema
Teorema lui Carnot

Fie ABCDEF un hexagon si punctele {X}=EFNAB, {Y}=ABNCD
si {Z}=CDNEF. Si se demonstreze cii daci are loc relatia

AX BX CY DY EZ FZ_,

AY BY CZ DZ EX FX
atunci ABCDEF este inscris intr-o elipsa.

Demonstratie:

Intr-un plan o fie hexagonul A’B’C’D’E’F’ inscris intr-un cerc
si {X’}=E’F’'nA’B’, {Y’}=A’B’nC’D’5i {Z’}= CD’'NE’F".
Deoarece X’A’ X’B’=X'F-X’E’, Y'C-Y'D’=Y'B’-Y’A’
siZ’E’-Z’F’ = Z’D’-Z’C’ rezulté relatia

AX BX* G-I EE ¥l

p A ————  c—— —

AY B C DL B SRX

Fie O un punct si considerdm proiectia de centru O. Proiectand
figura din planul o pe un plan p, convenabil ales, obtinem relatia

AX BX CY DY EZ FZ _OXsinm($AOX)

AY BY CZ DZ EX FX OY-sinm(¥AOY)
OX-sinm(<BOX) OY-sinm(xCOY) OY:-sinm(¥DOY)
"OY-sinm(<BOY) OZsinm(+COZ) OZ-sinm(<DOZ)
‘0Zsinm(¥E0Z) OZ-sinm(4FOZ) _ sinm(¥AOX) sinm($BOX)
OX.-sinm(¥EOX) OX-sinm(¥FOX)  sinm(¥AOY) sinm(¥BOY)
sinm(¥COY) sinm(<DOY) sinm(¥EOZ) sinm(XFOZ) _
'sinm(¥COZ) sinm(¥DOZ) sinm(XEOX) sinm(¥FOX)
_sinm(XA’0X’) sinm(+B’0X’) sinm(£C’0Y’) sinm($D’OY")
" Sinm(<A’0Y’) sinm(XB’0Y’) sinm(¥C’0Z’) sinm(¥D’0Z’)




sinm(¥E°0Z’) sinm(¥F’'0Z’)  OX’-sinm(¥A’0X")

sinm(<E'0X’)  sinm(XF°0X’) OY’-sinm(<A’0Y?)
OX’-sinm(+B’0X’) OY’sinm(¥C’0Y’) OY’sinm(¥D°0Y*)

OY’-sinm(<B’0Y’) OZ’-sinm(¥C’0Z’) 0Z’- sinm(£D’0Z’)
- OZ’-sinm(4<E’OZ’ ) OZ’-sinm(<F’OZ’ A

OX’-sinm(<E’OX’ ) OX’-sinm(<F’0X”)

SAX BEX O DACIEIRAd vyl
A'Y BY (CZ. D2 2B EF X :
AX BX CY DY .EZ - FZ
AY BY CZ 2DZ EX FX
din planul o pe planul B este o elipsa.

Deci ABCDEF este inscris intr-o elipsa‘i.
Bac

= 1 si proiectia cercului



