1. Ordinul unui element al unui grup
1. 1. Proprietiti ale ordinului unui element al unui grup

Proprietatile notiunii de ordin al unui element al unui grup sunt de multe
ori foarte utile in probleme de concurs, facilitand descori rezolvarea accstora.

Considerdim cunoscute notiunile si rezultatele fundamentale alc teorici
grupurilor studiate in liceu (grup, subgrup, morfisme de grupuri).

In cele ce urmeaza, G estc o multime nevida, careia o lege de
compozitie notatd multiplicativ 11 confera structurd de grup.

Notam cu ord((3) sau |G| numarul elementelor grupului G, daca G
are un numar finit de clemente si spunem ca ord(G) = + « daca G are o
infinitate de elemente.

Reamintim urmatoarele concepte s1 proprietati:

1.1.1. Definitie Fie (G, -) un grup si X o submulfime nevida a sa.
Notam cu (X) =) {H EX < H, H subgrup al lui G }

1.1.2. Proprietate ( (X) -) este un subgrup al lui G (numit subgrupul
general de multimea X).

1.1.3. Observatii
a) (X) estc cel mai mic subgrup (in raport cu relatia de ordine ..&”) al lui G,
astfel incat X c (X).

by (X)= {a'e G[Hne N B8, e X B X X X € Z.a=x 1* t"}

n

¢) Daca xe(G, atunci subgrupul gencrat de elementul x este (x) = {x* |keZ .

1.1.4. Definitie Grupul (G, -) se numeste grup ciclic daca exista xeG astfel
incdt () =G. Inacest caz elementul x se numeste generator al grupului G.

1.1.5. Observatie Daca (G, - ) cste un grup ciclic de ordinul n, a este un
generator al grupului G st keZ, atunci a“ este un generator al lui G daca si
numai daca (n, k)=1.

1.1.6. Definitie Grupul (G, -) se numegste finit generat daca existd
p::efN* si a;, ax ..., a,eG asifel incat (@, ay, ..., a,)=G.
In acest caz elementele ay, a,, ..., a, se numesc generatori ai grupului (.



1.1.7. Observatii
a) Orice grup ciclic este comutativ.
b) Orice grup finit este finit generat.

Exemple de grupuri ciclice: (Z, + ), (Zn, +), (U, -), unde U, este grupul
raddcinilor de ordinul n ale unitatii.

L.1.8. Definitie Fie grupul (G, -) cu elementul neutru e
Elementul xeG este de ordin finit dacd ImeN* x" =e

not
In acest caz, min fmeN* /X" =e¢ } = ord(x) se numegte ordinul elementului x.

Llementul xeG este de ordin infinit dacd x nu este de ordin finit.

1.1.9. Teorema Fie grupul (G, -) si xeG.
y : 7 e »
a) Dacd ord(x) =neN* atunci elementele e x, ... x"" sunt distincte doud
A - . k k d }
cdte doud si VkeZ x* =x"medn

b) ord(x) =+oc0 & Vk; kyeZ k Zky, avem x* = x*2

1.1.10. Consecinte

C1. Fie grupul (G, -). Dacd xeG si ord(x) = neN*, amnet ord(X) =n"§i
E h i iafeell kB

C 2. Grupul finit G de ordinul neN* este ciclic <> G are un element ordinul n.
C 3. Fie grupul (G, - ). Dacd xeG, ord(x) = neN* si ke Z, x* = ¢, atunci n/k.
Demonstratie: Conform teoremei impartirii cu rest, 3! q,reZ. 0<r < ord
(x), astfel incat k = ord(x)-q +r.

Atunci x"=x"4" = (x™)9.x" sicum x"=e, rezultici x“=x" sideci X =e.
Dar n = ord(x) = min {me N* ixm =e} sirezultdr = 0, deci k =nq,

adican/ k.

C 4. Orice element al unui grup finit are ordinul finit.

C 5. Orice doua grupuri ciclice de acelasi ordin sunt izomorfe. Daca G este un
grup ciclic de ordinul n, atunci (G, - )~ (Z. +)

C 6. Orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.



C 7. Daca x, yeGQG, atunci
a) ord(x) = ord(x )
b) ord(x-y) = ord(y-x)

Demonstratie:

a) 1. Daca ord x) =neN* avem X' =€ §i (f") :(x“)_l:c"‘ =,
Fie k= ord(x ). Din C3. rezulta k/n.

Coinie = (:(_‘ ) :(xk )_1 , rezulta ca x* = ¢ si cum ord(x) =n, din C3. rezulta
¢d n/k. Asadar n=k.

[I. Daca ord(x) = + «© sa presupunc.m ca ord(x™') = ke N*. Atunci din cazul
anterior rezulta ca ord(x) = ord(x )" =k, fals. Asadar ord(x Y = + 0.

b) 1. Daca ord(\\,)—neN* avem (xv)=¢ < x(y: R V=t &

(y-x)"y = y o (yx)=e, a$adar ord(y-x) = k’EN" si k’fl\

Dar (y- X =e & y(x y) 'x=e & (x y) =e¢ si cum ord(x-y) =k rezulta
gt k/k sideci k=K.

II. Daca ord(xy) = + » , presupunand ca ord(y-x) = keN* rezultd ca mal
inainte cd ord(x-y) =Kk, fd]h. Asadar ord(y-x) =+ 0.

C8 Daci [:G — G este un morfism injectiv de grupuri multiplicative s1
ac G, atunci ord(a) = ord(f(a)).

Demonstratie:

. Daca ord(a) =keN* avem ¢’ = f(a") = (f(a))k si deci si ordinul elementului
f(a)e G’ este finit. Fie t = ord(f(a). Rezultaca t/k.

Dar ¢’ = f(a') = (f(a))' si pentruca f este o functic injectiva rezultd ca al=e si
cum ord(a) =k avemsi k/t, deci k=t

1. Daca ord(a) = + o . presupunem ca ord(f(a)) = ke N*.

Atunci (f(a))f = ¢ = f(a*) si din injectivitatea lui f rezultad ca a" = ¢, ccea ce
cste fals. Asadar ord (f(a)) = + .

Sa observam ca afirmatia anterioara este adevaratd si in cazul izomorfismelor
de grupuri, ceea ce intdreste imaginea intuitiva ca elementele asociate printr-un
izomorf{ism ,,au aceleasi proprietati”.

C9. Fie grupul (G, ) si a, beG cu ord(a) = meN¥, ord(b) = neN¥*, astfel
incat a-b =b-a. Notim cu d = (m, n), p =[m, n]. Atunci:
a) ord(a-b)/p

b) "S / ord(a-b)



Demonstratie: Se stie cd daca a-b =b-a, atunci V keZ, (a-b)* = a"b*

a) Avem m=dm,; si n=dn;, cu my, n;eN, (m,ny) =1, tar p=d-m,n,.
111063

(a,b)ph__ (a_b)d-lm-m:amni LB =(am )”l _(bn )‘“1___6 3y k/p.,
unde ord(a -b) =k (este evident ca ord(a-b)eN¥*).

b) —g- =m;-n;. Demonstram ca m;-n, / k.

P a0:C3

(a-b)k:e bGP e Ty R e =omifkn. . dmy  kdny =
— = 11 fk
(m;.n,)=1

Analog rezultd cd n;/k sicum (m;, n;) =1 obtinem m;n,/k

Observatii:
a) ord(a-b)/ mn

b) Daca a, beG, a'b=b-a, ord(a) =m, ord(b) =n si {(m; n)=-1;" ataneci
ord(a-b) = [m, n] = m-n.

s ity m, n
¢) Exista situatii cind ord(a. b) :[____J = m;-n,.
(m, n)

-~

De exemplu, in grupul (Zi,, + ), ord (6): 2, ord (7): 6 s1 ord (2 + é): 5
d) Exista situatii cand ord(a:b) = [m, n], chiar daca (m, njy= 1,

De exemplu, in grupul (Z,4, +), ord (é): 4, ord(lZ] =6 si ord[12+ é) = 4

C 10. Fie grupul (G, -) si xeG, ord(x) =neN*. Atunci:
a) V keZ, ord(x")/n

b) VkeZ, ord(x") =—=

(k.n)’

: ik 1.1.10,C3 _
Demonstratie: a) (x“) =es o= s  hopde)

b) Fie d =(k, n). Atunci existd n,, k;eZ astfel incat n = d:ff k= dik)
(Il[_.ki) =],

T ; 1.1.10,C3 ,
Cum (x ) =R e =y opd ) g kLD



1.1.10.C3
Fie s =ord(x"). Avem x*S=¢ sicum ord(x)=n = n/ks =

d-n; /dk;'s = ny/ ks sideoarece (n, ki) =1 rezultdca n;/s.
n n

Tinand cont de (1) obtinem n; =s, adica ord(x*) =n; =—= ;
d (k. .n)

C 11. Fie (G, -) un grup ciclic de ordinul n, G =(a) si keZ.
Atunci: a® este generator al grupului < (k,n) = 1.

Demonstratie: Reamintim urmatoarea

Lemd Fie k neZ Atunci: (kn) =1 < Ft, s€Z kt+ns =1

=" Cum (a") = G, existd teZ astfel incat (ak)[ = g s§i deci at!=¢
k03 Lema

= ord@@)=n/(kt-1) = IseZ kt-1l=sn < n(-s)+kt=1 <
ey e

Lema

Witk Ny =1 @'Fsed Kt ns= 1,

Atunci a=a""""* = (ak )t -(a")sz(ak )t si deci ae(a") si cum grupul G este
generat de a, rezultacd G (ak). Dar (@°yc G sideci G = (a").
Sa observam ca exista ¢(n) generatori ai lut G.

Consecintd@ Daca (G, -) este un grup ciclic de ordinul p, cu peN numar
prim, atunci: a) orice element al lui G este generator al grupului
b) G nu are subgrupuri proprii.
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Probleme rezolvate

R1.2.1. Fie (G, ) un grup si geG, cuord(g)=mn, vinde m, neN* (m, n) =1.
Sd se demonstreze cd exista §i sunt unice a, beG astfel incdt g =ab =bu §i

ord(a) =m, ord(b) =n.

Solutie: Existenta Cum (m, n) = 1, exista k, teZ astfel incAtm-k+nt=1 (1)

"tsi b=g™". Observim cia™ = (g”"[ )m :(g""“ )i = e si analog b" =e.

Com a"=¢, din 1.1.10,C3. rezultici ordla)=peN* s p/m (2)

Fie a=g

Presupunem ca p # m. Atunci a” = (g"'{ )p =g"" sicum ord(g) = mn, din

1.1.10, C 3, rezultdi ca m:n/nt-p sideci m/t-p. Din (1) rezultd cd (m, t) = 1
(2) >

si obtinem m/p = p = m < ord(a) = m. Analog se demonstreaza ca ord(b) = n.

Unicitatea Fie a, beG astfel incat g =a;-b; = by-a; si ord(a;) = m, ord(by) = n.

Atunci g"=(a;-b;)" =a; -b] =a]. Fie k, t dinrelatia (1).

-k

. d it 3 : : &

Avem nt=1-mk si aj'=g", deci a;-(ai“) =g sieum a" =e;rezults
.{ . . . "

a; =g =a (a este cel din demonstratia existentei)

Analog rezulta ca b; = g™ =b.

R1.2.2. Fie (G, -) un grup si xeG, un element de ordin finit.
Dacd m, neZ astfel incdt (m, n) =1, ord(x") =n si ord(x") =m, sd se
demonstreze ca ord(x) =mn.

Solutie: Fie d =ord(x). Din 1.1.10,C 10, cum x™ si x" comutd, avem
cad ord(x™")/ ord(x), deci m:n/d (1)

Din ord(x™)=n rezultici x"" =e sideci(1.1.10,C3.) d/ mn.

Folosind si relatia (1) rezultacda d = m-n.

R1.2.3. Fie (G, -) un grup. Sa se demonstreze ca urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:
1) Orice submultime H a sa care este parte stabild in raport cu operatia
grupului, este subgrup al lui G.
2) Toate elementele grupului G sunt de ordin finilt.
' Marian Andronache

Solutie: ,,1 = 2” Fie xeG. Cum (G, - ) este grup, rezulti cd V teN*, x'eG
s1 dect multimea H = {xtlte N*} este parte stabilda a lui G 1n raport cu
operatia grupului. Asadar, conform ipotezei, H este subgrup al lui G si deci
H contine elementul neutru e al lui G. In consecintd, existai keN* astfel
incat x*=e¢ si deci afirmatia (2) este adeviarata. -



,2= 17 Fie H< G, H parte stabild a lui G 1in raport cu operatia lui G.
Fie xeH. Din ipoteza rezulta cad 3 ke N*, X" =e.

Cum H este parte stabild, avem x"eH, ¥ heN* si deci eeH.

x*=e = x'=x"" sicum H este parte stabila avem ca si x* ' (adica x7")

se afla in H. Asadar H este subgrup al lui G.

Observatii

1. Exista grupuri infinite cu toate elementele de ordin finit.
De exemplu (Z,[X], + ), daca p este un numar prim.

2. Daca (G, -) este un grup finit, atunci V H c G, avem:

H e parte stabild a lui G in raport cu operatia lui G <> H e subgrup al lui G.
3. Daca impunem conditia de finitudine doar asupra lui H obtinem rezultatul
cunoscut:

Pentru grupul (G, -) si multimea finitd H < G,
H e parte stabila a lui G in raport cu operatia lui G < H e subgrup al lui G.

R1.2.4. Sa se demonstreze ca orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic.

Solutie: Fie (G, ) un grup ciclic.

[. Dacd ord(G) =+ si G={(a), atunci grupul G este izomorfcu (Z. +)

(un izomorfism este f: G — Z. f(a") =k. ¥V keZ) si cum subgrupurile lui Z
sunt de forma nZ = (n), cu neZ, rezulta ca si subgrupurile lui G sunt ciclice,
pe baza urmatorului rezultat cunoscut:

Lemd daca grupurile (G, -) si (G -) sunt izomorfe §i f: G — G’ este un
izomorfism, atunci: H este subgrup al lui G <» f(H) este subgrup al lui G’

II. Daca ord(G) = neN* si G = (a), subgrupurile improprii ale lui G fiind

evident ciclice, fie H un subgrup propriu al lui G, H= {ak],akz,...,ak‘},
cu k; < ky < ... <k; numere naturale nenule.
Demonstram, prin inductie dupéd s, ca H = (a™), deci cd V seN*, a®s e (ak),
Pentru s =2, a*', a*2 eH. Cum H e subgrup al lui G obtinem (ak‘ ) a2 eH
si deci ak2 % e sidin k, —k; <k, rezultd ca avem k; =2-k; si ak? e (ak‘ Y.
Presupunem ca avem kg ; = (s—1)-k; si demonstram ca si k¢ = k;-s.

Avem: kK >kedo> . >k-k 1 i 3B Ak o H
iar ke—ky, ki—ka, ..., ke—ks-1e{ky, ko, ..., ke1} si deci ke—kq; = k; si folosind

. . . . ; - S ] 5.
ipoteza de inductie obtinem ks = s-k; si1 as :(akl) e (a"), asadar H este

ko-k ke=k
s l’as 2:

e k
ciclic, gencratde a"!.






