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8.1.21 Suceava

1 . . . r
1.Avem din prima relatie ca a™b"t1lag = b"a™*! si folosind a doua relatie avem ca

a™h"tlqg = a™b™.De aici ba = e si mai departe ab = ba = e si este imediat folosind
din nou relatiile cd a = b = e.

2Fie m = p® unde p numdr prim si a € N*Ludm G grupul riddicinilor
unitdtii de ordin m.Evident grupul este ciclic.S4 vedem céte subgrupuri are.Dacd
H este subgrup evident avem ord(H )|m de unde ord(H) =

Elemente]e lui H se pot scrie w® unde w este rddicina prlmltlvé Irebuie s&
avem w® = e deoarece H este subgrup.De aici p®~%|s.Deducem usor de aici ci
subgrupul este unic si anume grupul rad&cinilor unitdtii de ordin p?.Asadar avem
a + 1 subgrupuri ale lui G.Alegem a = 2" — 1 si p prim variabil si obtinem cerinta
problemei.

3.Facem schimbarea de variabild =z = % — y de unde dz = -—dy.lIntegrala
x . $ ™ ! n
< 4 4 ™ /4 /‘4 y

devine - Pris SN o e id= Uty L5 o SBISEER ATLS
/0 1+C0b(£"2y) 4 4 Jp 1+cos2y ‘ o 1l+4cos2y £

i % T s 1 4 .

= = —(tgy) |2 — = tgy) d =

A T g A Seanlf - 5 [T utewy ay

s 1 i siny r 1in2

s TSy e = LA 1 F SR

3 2(3,; tgy)]o +2/0 - dy ln(cosr)lD "

4.54 presupunem fdrd a restrdnge generalitatea ci functia f este crescitoare

n
pe RCum z, > O pentru orice n € N* avem ci }—Zf(ﬁ +mn) S
T Ee) n

1 k 3 P k t =
;;Zf(;).()bservém cd nlir{:o;gf(g) = /.5 f(z) dz fiind o sumi

Rienmann deci lim — Zf ( —I—a:n) = flz)dz.
0

n—oo 1

Acum 'din lm o, = O pentru orice n > ny avem 0 < =z, < &.Avem ci

n—oo ;(Zf( +mn>—éf(g+s))+%gf(§+s).

p—

—Zf( -l—mn) 1

n
: . ¢ ; wid
Din faptul cd functia este continui si crescitoare avem E f (— +a:n> <
n
=1



J este continua ,f admite primitive.Fie F' o primitivd a sa. Avem cd F(z + ¢)

este o primitivd pentru f(z + ¢).Avem asadar hrgl0 EZ f (% +s) =
k=1

/ f(z + €) = F(1 + €) — F(¢).Ficand ¢ — 0 si folosind continuitatea

lulFavemhm hm—Zf( +s) F(1)-F(0) = /f

e—0n—oo N

n—o0 1N

Asadar lim — Z f (;’2— - -'En> S / f(z) dz, si combinadnd cu prima obtinem
: ;

cerinta.

Bac
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8.1.22 Teleorman :
F(x)

o7 Funtia ¢ este derivabild si avem ¢'(z) =

1.Consideram functia g(z) =

’ P
f(z) - : Elz) .Conform ipotezei rezultd g’(z) = 0 de unde existd ¢ € R astfel incat

g(z) = ¢ de unde F(z) = ce®.Asadar f'(x) = cae®® gia acum folosind ipoteza
f(0) = 1 rezultd ca = 1 de unde f(z) = e**.

2.(a)Asociativitatea este indusd de pe multimea M3(R).S& vedem acum cd G este
parte stabild a lui M;(R).Avem ca

1 1+ 2y 0 Ty
Az)- A(y) = 0= O, afit=wtii—gf) 70
* Y THEY 0 14y
=A(m+y . Este usor de vizut cd pentru z,y € (—1;1) avem -1 < gLy 2=l
142y 1+xy

asadar demonstratia acestei este incheiatd.Cum I3 € G el rdméne element neu-
tru.Pentru a afla inversa lui A(z) fie ea A(z') trebuie s& avem A(z) - A(z') = I3 de

/
unde A o
1+ z2!

ea ugor de unde (G, -) grup abelian.

(b)Definim f : G — R f[A(z)] = In i s

si cum ea este continua si limi f(y) = +oo jar lim1 f(y) = —oo rezultd ca f este
y— frenss

)] _ flAG)] + fIAW)] relatiile

) = A(0) de unde alegem &’ = —z.Comutativitatea se verifica si

.Se verificd usor cd functia f este injectiva

e (s T+Yy
bijectivd. Avem ci f[A(z) - A(y)] = f [A (1 Ty

verificinduse usor.Asadar f este izomorfism.
3.Trebuie s§ aritim cd —1 < (zv/1—92 + yv/1—2%) < 1 pentru orice 2,y €

2
[—1; 1].Este suficient ca ( zv/1—-y2+yv1-— xz) < 1.Conform inegalitatii CBS

2
avem (m V1-92 +yv/1- a:2) < (2* +9?)(2 — 2% — y?) si acum aplicand inegali-
tatea mediilor avem (22 +¢?)(2 — 22 — %) < 1.

1 :
4Fie I = z + sin(xrz) , e
_/; 14 Snmbrr) dr.Facem schimbarea de variabild z = 1 —

1 ;
y de unde dz = —dy.Integrala devine I = / b gginine Tyl
1 o 14+ 2sin(r—nwy)
1 — y + sin(ny) 7 3 : 1
AT B dy.Adunand cele doud forme ale lui 7 avem 21 = /(; 1 dy de
unde I = _.

2
Bac



8.1.23 Vaslui

1.Facemz — 1 -z de unde f(z)F (1 —z) = 1 — z.Fie acum g(z) = F(z)F(1 — x).Se
observd usor cd g este derivabili si ¢'(z) = f(z)F(1 —z) - F(z)f(l1—-z)=1-2z

de unde g(zr) = =« — 2° + ¢ unde c este o constanti.Avem asadar

£ & 1

F(z)F(1-z) =z —a*+ crelatia (1).54 determindm c. Avem ci f (5) F (5) 7%

de unde F (%) = 1.Punem z = % de unde ¢ = %.Acum ne uitdm la i‘((:::)) =
1-— i

————m—g—.lntegrénd in ambele parti avem In F(z) = / —x_§ dx.Avem ca

:L‘—322+Z xﬁ;pz_}_z
4 —4x 4 —4x 1—=x 1—=x
— d_ == d d -
,/4:v—4x2+3d$ /(3—23:)(2:1:+1) 5 /3—2:1: x+f2:n+1 5

3 1 1 1 3 1 1L 3 S
afzxﬂd‘”*ﬁfs_zw <y 11“(“5) +zm(§‘“’) Eiple aldi se
3 1

obtine F(z) = &° (a: -+ %) (g - ac) .Din F (:21—) = 1 obtinem a¢ = 0.Derivand
3

l1—=z

1\ /3 i
(-+3) (3-2)
2.(a)Asociativitatea este indusd. Se demonstreazd usor A(a) - A(b) = A(a + b).De
aici se obtine cd M este parte stabild. Acum elementul neutru este A(0) = I, si
inversul lui A(a) este A(—a).Astfel (M, -) este grup.
(b) Definim f(A(a)) = @.Din observatia de la (a) reiese usor c f este izomorfism.
(c) Catdm izomorfismele lui (Zg, +).Trebuie si avem f(Z + 7) = f(&) + f(@)
Va,y € Zs i f bijectivd.Acum existd a astfel incat f(a) = 1 si este unic.Se deduce
usor ca din faptul cd f este morfism ci @ este inversabil agadar @ € {1;5}.Daci

f(@) = T rezults f (Z) = 7 de unde transferand la M avem f(A(a)) = A(a).Daci
f(1) = 5 atunci f(Z) = —Z de unde transferand la M avem f(A(a)) = —A(a).
1 1 2

avem f(z) =

2 x?
= /0:174+3:2+1d$ _/(;(3:2—3:+1)($2+:B+1)
T 2 T 1o £ T
— ——dz — - —_—dx
2,/0 22—z +1 " 2/0 x2+m—lil 3
1
T 1 20 — 1 1 1
s e g T ——d,:c+—/ do
Avemcéh/; $2_$+1dx 2f0 RN 2 J, KT
£T 5 et ]

: In ( -|-l)] —I—4arctan 25”"1)'1)__22
5 n(z® -2 o3 73 o) =7




1 1 1
2 1 2641 1 1
o e S G el B B T R dp v
3 /0:1:2—!-5c+1 g 2/0 PR 2/0 +1 i

i 9 1 4 Pl o 5 In3
§ (111(.']3' +$+1),0—§arcta? (—'\/_?T"-)IO) 27_

©o| 3

Din acestea I = T2 1—{1——3-

4.(a) Sd ludm a € G — H.Ne uitdm la inversul lui a'.Acesta are proprietatea
aa’ = a’a = e.Evident o’ nu poate fi in H si folosind ipoteza avem necesar @’ = a
de unde a® = ¢

(b)Fie z € H arbitrar si a € G — H fixat.Avem cd za € G — H de unde conform
(@) (za)? = e asadar zara = e ceea ce nd di zax = a.Acum ludm p,q € H.Avem
cd pap = qaq = a de unde gpapg = g¢2%ag®.Acum evident ¢> € H de unde
grapg = a = (pg)a(pg) folosind de asemenea cd H este subgrup.Din aceasta
pg = gp si am terminat.

(€0 Un exemplu este G = {%1,4i,+j,+k} grupul cuaternionilor.Ludm
H = {+£1, +i}.

Bac



8.1.24 Vrancea

1.(a) Se observd cd z oy = (z — 2008)(y — 2008) + 2008 de unde
oz = (z — 2008)? + 2008 > 2008
(b) Se demonstreaza usor prin inductie cd z; o 2... o zx = (a1 — 2008)(z2 —

2008)...(zx — 2008) + 2008 de unde rezultatul cerut este ¢ = 0.

(c) Fie A multimea ciutatd.Ne vom uita la multimea B = A — 2008 = {ay,..,an},
multimea formatd din elementele lui A din care am scizut 2008.

Conditia se rescrie xy € A pentru orice z,y € A.Putem si excludem 0 din multime
pentru ca el poate fi addugat in mod trivial la orice multime solutie pentru a obtine
o alta.Considerdm a € A fixat si fie multimea C = {aa,, .., aa,}.Ea este formata

in mod trivial din n numere distincte si este inclusa in B din ipotezi care are tot

n elemente,de unde rezultad cd este aceeasi multime ca si B.Asadar H o= H z
x€C z€B

de unde a" H s =e H Z ;cum avem numere nenule rezultd a” = 1 de unde

zeB T€EB
a = 1.Asadar solutiile ciutate sunt {2008},{2009},{2008, 2009}.

2.Pentru ca (M, *) sd fie grup trebuie si existe e € M astfel incat e x z = & de unde
ze — ax — ae = z.Aceasta se rescrie (e — a — 1) = ae.Cum aceasta are loc pentru
o infinitate de z trebuie sd avem e = a + 1 si ae = 0 de unde obtinem a = 0 sau

a = —1.Se verifica ugor ca ambele valori creeaza structurd de grup.
2
2 j
Sheple) =1 s i ? 14 70 .Functia g este derivabili si
0221

2 2
2xcos — + 2sin—,x #0
x z

0,2 =0

i Se observd cd functia h(z) =
2
{ 2z cos ol 22D
0, 2=10
a doud functii care admit primtive este o funtie care admite primitive luand ¢’ — h
problema este rezolvata.
4.(a) Fie f(z) = e* + 2% + 2 + 1.Avem cd f'(z) = €% + 2z + 1 de unde

este continud pe R deci admite primitive.Cum diferenta

A pEEE g > #z)= '(x)
f(z) f (m})ﬂ( )— x Am.Avem asadar de calculat / @) dx
T T
flda:—-/ 7 () dec=z—-Inf(zx)+c=z-In(e®+z>+z+1)+c

(b) Se observd cd (z—1)z(z+1)(z+2) = (22 +2-2)(z? +2) = (z?+2—1)?—1.Vom
face schimbare de variabild y = 2° + z — 1 de unde dy = (2z + 1)dz.Avem asadar

de calculat /

——— dy.Avem trei cazuri:
Pra—1"



o & g ol oy

1 1 1 1
. 1 .Atunci = - de unde
h e yY2+a-—1 2\/1——a(y—\/1—a y+\/l~—a)
/‘ 1 F _ﬂln(y—\/l—a)—in(y+\/l—a)+C
St R ot MWi-a

1 1
II.a = 1.Atunci avem / " dy = i ¢ +c

1 s
IIIa>1Atunc1avem/————d 1 / 7 = - 1-i—c.

y2+a-1 o e

a—1
Bac



8.2.1 Concursul “Al. Myller”, Iasi

2z = 1 > x
(et A)0F T (2t £ 1R AR

integrare avem 52, L : S AR s i : - ;
gt n A\@m2+1)r 22) = ™ = 9pn—-1) \ (n2+1)"-t 2n-1
n

1.Vom folosi inegalitatea pentru z > 1.Prin

n n n2
e e n & omas Asad
de unde 1 (n2+ ].)n < n2%a, < n= B (n_ 1)(n2+ 1)n—1 gacar
nlim N2, = 1,
—00

2Fie f = X"+ aX —1sig = X%+ aX + (.54 aplicAm terorema impdrtirii
cu rest pentru polinoamele f — aX si g peste Z[X].Avem cd f —aX = g-h+runde
h,r € Z[X] si grad(r) < grad(g) de unde grad(r) < 1.Asadar f—aX = g-h+pX +s
echivalent cu f = g+ h+ (p + a)X + s.Cum g|f rezults (p + a)X + s = 0 de unde
a = —p.Asadar f = g- hcuh € Z[X].De aici 8| — 1.Avem doud cazuri:

3
1)8 = l.Rezultd cd rddacinile polinomului g sunt de forma z, % Cum g|f
1

' 1
avem f(z;) = 0si f (;—) = 0.Din prima avem z} = 1 — az; iar din a doua
1

z7? = az}~! + 1.De aici az; (2772 + 1) = 0.Acum dacia = 0, f(z) = 2" — 1 de

2k,
unde pentru g avem doud raddcini conjugate asadar o = —2cos ?W sicum f nu

2k 2§41
are raddcini duble avem cos cil = 0 sau cos il = il .De aici - (2 lg
n n 2 n 2
Celalalt caz in mod analog ne da 12|n.Este suficient 4|n.
21
@+l
=2

deunden =

4k
27+ 1
Pentru ¢ # 0 avem necesar 3:?_2 = -1 de unde z; = cos

21+ 1)

e " Pentru polinomul g folosind relatiile lui Viete rezultd

2041 2041 1

osg——li——)zr-.De aici cosM € {0,+1,£=}.Analizdnd sin-
n—2 ; o =2 i 2

gurele cazuri posibile sunt cos w {:I:E}.Vom trata unul singur

n
celdlalt este analoag. cos Bl 2 1L reFuliy 2L+ D)r

n-—2 2 n—2
6(20 + 1)
{12k 4-1)

1
2) B = —1. Rezultd cd rddacinile polinomului g sunt de forma z,, — = Acum vom

% COS

o = e

2km =+ % de

unden — 2 = .Solutia este n = 2(mod 6).

1
impadrti pe doud subcazuri dupé paritatea lui n. Dacd n = 2r avem cd 23" = 1 —ax;



si 23" = 1 — az?"~'.Asadar az; (22”72 — 1) = 0.Daci a = 0 se verifici ugor ci este
: = .
suficient n = 2r.Pentru a # 0 rezultd z; = cos TJ_W 1 +2s8in 'rJ—- 3 .Pentru polinomul

g avem a = —2isin o & si cum a € Z rezultd sin Tj_w 75 0 de unde radécinile
sunt 1 si —1.

Pentru n = 2r + 1 avem 2™ = 1 — ax; si 23! = -1 — azi"De
aici 2 + az? — az; = 0 echivalent cu 2z; + az?™t' — az? = O0.Asadar
az? + (a® — 2)r; — a = 0.Cum z? + az; — 1 = 0 rezulti ala® — 2 de unde
a € {£2,+1}.Pentrua = 2saua = —1rezultd o = 1 deunde z; = Vi l.Acum
avem z7 = 2z; — 1 si pentru n > 4 avem z} < z} = 2z; — l.Asadar

n = 3.Rationamentul este analog pentru a = —1.

i Tp
3.Dacd existd ¢ € (0;1) cu f(zg) > 0 atunci / flz)e™ de = / f(x)e™ dx +
0 0

: 1 To n nxo

n

nTo 1 1

f(0) (en - -T-’:).Prin trecere la limitd n — oo obtinem 1rllin;0 / Syt do = oo
B )

contradictie.Asadar f(z) < 0 pentru orice z € (0;1).Notim g = —f de

unde g este descrescdtoare.Dacd g(0 + 0) = O atunci g = O0si f = 0 pe
(0;1).Dacad g(0 + 0) = lexistd a € (0;1) cu g(z) > -é— pentru z € [0;a].Avem cd

: 4 il [ fe™ "1
f g9(z)e™* dx > / g9(z)e™ dx > ~/ ™ de = = (— - —) de unde prin
0 0 2:Jo &\ :n n

1

trecere la limits obtinem lim / g(z)e™® dr = oo iardsi contradictie.Deci f = 0
n—oo 0

pentruz € (0;1) ,f(0) =acua<0si f(1)=FBcups>0.

4.Se gtie cd dacd z este nilpotent atunci 1 — = este inversabil. Avem astfel o
funtie injectivd de la elementele nilpotente la elementele inversabile si cum
multimile au acelasi cardinal, functia este bijectivd.Evident inversa ei este tot 1 —
de unde dacé y este inversabil 1 — y este nilpotent.Cum —1 inversabil rezulta 2 este
nilpotent adicd 2* = 0.Mai departe orice element din grupul (A, +) are ordinul de
forma 2™ de unde conform teoremei lui Cauchy avem cd numarul de elemente al

lui A este de forma 27.
Bac



8.2.2 Concursul centrelor de excelenta din Suceava

1in cazul @ € Z, \ {I,2}punem z; = 3 = .. = zpy = -1,
z; = a — l.Deoarece p > 5 rezulti z; {0 1} Vz C {1 wp — 1} si

214+ @22+ o+ (@) =T+ [T+ (D) +. A—l-’jA—a

Pentru o = 1 alegem a € Z, astfel incat a ¢ {—1,0,1},ceea se poate datorita
p=>dDacdpunemzy = 23 = ... = Ip_; = asizr = T+ a atunci z; ¢ {0,1}

NMie{l,.,p—1}siz + (2)° + ... + (2p_1)P! Za — 1 relatie care este

valabild in Z,,pentru a # 1
In mod similar pentru a = 2 alegem a € Zj, astfel incita ¢ {—5, -1,0, T} i punem
=23 = ... =Tp=1 =0, T1 = 9 + a,care verifici toate conditiile cerute.

2Pentru r = 2avem 22 + 4?2 = (z +y)? & 7y + yr = OPentru r = 3
obtinem z3 + 3 = (z + y)3 deunde 23 + 3 = (z + v)%(z + y) = (:r:2 +y?)(z + )
asadar z2y + y2z = O.Pentru r = 5avem z° + y° = (z + y)° = (2? + ¥*) (23 + ¥°)
de unde 23y + y%z3 = 0.

Avem ci 2%y = z(2y) = z(—yz) = (—zy)r = yz? si analog y?z = zy* Mai mult
223 = (2%y)y® = y(z%y)y = y(yz?)y = (VPz)zy = —(2Py)zy = 2Pyyz = y(z?y)z =
y(yz?)z = y?2® de unde 22y = y22° = 0.

Acum si demonstrdm prin indutie afirmatia.P(1) si P(2) sunt adevarate si sd
demonstrdim P(k) — P(k + 1).Avem (z + y)**3 = (z + y)%(z + y)***! =
(@2 + 2)(@2+! 4 y2hH1) = g2k+3 | 243 4 2,2k 4 0202k+] Conform ceea ce
am demonstrat mai sus avem z2y?*+! = y2z%*+1 = ( pentru k > 1 si demonstratia
este incheiata.

sin &

s ; 2 . ™
3.(a)Din inegalitatea tg o > a avem ca > cos a pentru orice o € [0; —9—) Acum

]

; 2 =T :
pentru orice x € [0; g] avem 0 < sinz < % < g de unde aplicand inegalitatea

: sin (sin z ¢
avem cos (sinz) < (—) de unde cerinta.
sinx

(b)Putem scrie / * o8 (sinz) dx — ]

0 0 sinz

o
4 sin (sinz) e A

™
/Z cos - (sinz - cos (sinz) — sin (sinx))
0

: ~ dx. Acum pentru orice =z €
cosx -sinzx

vy ; 1 1 .
0; —I. . avem. cosz > sz de unde — > ——— si deoarece
4 sin“ sinx - cosx

cosZ - (sinz - cos (sinz) — sin (sinz)) < 0 avem cd




cosz - (sinz - cos (sinz) — sin (sinz)) o SosT (sinz - cos (sinz) — sin (sinx))
sin® z o sinz -sinz

’

sin (sin a:))' o oSz (sinz - cos (sinz) — sin (sinz))

ceea ce rescrie - : -
sinzx sinx -sinx

is s
4 4 sin (si
Acum pentru ¢ > 0 avem / cos (sinz) dz — / M d >
. % sinz
us ; ) /
4
/ (sm gsma:)) o
5 sinx
e 4 1 sin (sinz) 1  sin(sine)
echivalentcu | cos (sinz) dz — " dg > /28in — — — ;
L sinz V2 sine
Prin trecere la limitd & — 0 obtinem inegalitatea cerutd.

. e b ab ab
4.Facem schimbarea de variabild ~%g de unde.t = — Agadar dr = —— dt
Integrala devine

s e |
ea — et
dt = = —I de unde
/ | a2 ( t? ) o« Vivab+ 2 \/ab+t2
t2

Bac



8.2.3 Cezar Ivdnescu, Targoviste

1l.a)Fie g € G si fie B = {ga;*|as € A}.Se observa usor ci card(A) = card(B).Din
ipotez card(A) + card(A) > card(G) de unde card(A) + card(B) > card(G)
asadar A N B # @.De aici existd a; € A care se scrie ca ga, ! cuay € A care este
echivalent cu g = ajas, a;,a2 € A.

b) Fie C = {z%|z € K}.Acum 22 = y? cu z,y € K este echivalent cu z? —y* = 0.De
aici (z — y)(z + y) = 0,deoarece orice corp finit este comutativ.Din ultima relatie
rezultd z — y = 0 sau z + y = 0.Astfel C contine cate un numér din perechile

(z,—z),cuz € K* si pe 0. Asadar card(C) > %card(G).Aplicém lema de la a) si
am terminat.

1 1
2.Facem schimbarea de variabild z = -Z-J-.De aicidr = — ? dy.
1

1
}.li arctana 1 A arctan-?-j-
Ia=/ -(——) dy=/ dy.
( ) s y2 l ,y

1
Y

1
; a arctan — + arctanz T °1 .
Deci 2I(a) = / ! de = —/1 —dz = %(lnwi‘i)

i T
a ; za‘m a

mlna

mIna.Asadar I(a) =

Fie F o prlrmtlvé pentru f gi G o primitivd pentru f3Fie g : [0,1] —» R, g(z) =
(/ f(t) dt) / f3(t) dt.Deci g(z) = (F(z) — F(0))? - (G(z) — G(0)).Vrem s&

ardtdm cd ¢’ > 0.
Avem ¢'(z) = 2f(z)(F(z) - F(0) ~ G'(2) = 2f(z)(F(z) - F(0)) - f3(z) =
f(@)[2(F(z) - F(0)) - f*(2)).

Din f* > 0 avem ci f este crescitoare.Cum f (0) = 0 rezultd f(z) > f(0) =
Vz € [0;1].Asadar pentru a ardta ci ¢ > 0 este suficient gi necesar si aratim c¥
2(F(z) - F(0)) - f3(z) > 0

Fie h : ;1] - R, h(z) = 2(F(z) - F(0)) — f2(z).Avem ci H(z) =
2f(z) - 2f(z)f'(z) = 2f(z)(1 = f'(z)).Din cele de mai sus avem f(z) >

o



si din ipotezd 1 — f'(z) > 0.Asadar k'’ > 0 de unde h este crescitoare.Mai departe
h(z) > h(0), Vz € [0;1).Acum A(0) = 0 si obtinem h > 0 ceea ce doream.
Asadar ¢’ > 0 de unde g este crescitoare ceea ce implicd g(1) > g(0) = 0 echivalent

cu (/: ) dt)2 -/Olfé(t) dt > 0.

Back



#

8.24 Concursul “Constantin Nistisecu”, etapa finals

G . 2 lz) S :
L.Folosind inegalitatea lui Cauchy avem }-L—— dx f fo(i) () d:c) >
a Jo(i)(z) a &

( [ fi(x) dw) pentru orice ¢ € {1,2,..,n}.FicAnd produsul tuturor acestor

n b
inegalitati gi {indnd cont de faptul ci H ( / Jo(i) () d:z:) = H ( / - foy(2) dac)
i=1 \Y@

obtinem inegalitatea ceruta.

2:a)Sé presupunem ci f = (X — a;)(X - a2)...(X — ap) € Q[X] cu ai,y...,ap € Q
$i f(A) = On.Dacd X € I(A) este solutie a ecuatiei X" = O,,, atunci X = a(A),
g9 € Q[X] si de aici rezult§ g"(A) =

Fie d cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si ¢".Cum el se scrie sub

forma fu + g"v cu u,v € Q[X] rezulta d(A) = O, si cum d|f rezulti ci d

are numai ridicini simple.Atunci din d|g" rezultd d|g si deci ¢ = dh.De aici
X = g(A) = d(A) - h(A) = Op.Deci X = O, este singura solutie.
Reciproc si presupunem ci f = (X — a;)'p(X),unde a; € Qsit > 2.Atunci
este foarte simplu s observim cd Y = (A — a,)""'p(A) verificd Y™ = On.Avem
Y # O, contradictie.
b)Se observa usor (I(A),+,-) este inel. Acum daci este corp sd presupunem prin
absurd ci f = g - h cu g, h € Q[X] netriviale.Avem ci g(A) - h(A) = Oy, si ele sunt
in I(A) contradictie.Asadar f este ireductibil.
Reciproc si presupunem ci f este ireductibil. Acum fie X € I(4), X # On.Avem
ci existd g € Q[X] astfel incat X = g(A).Acum (g, f) = 1 de unde avem cd exista
u,v € Q[X] astfel incat fu + gv = 1 de unde f(A)u(A) + g(A)v(A) = I, asadar
g(A)v(A) = I,.In concluzie (I(A), +, -) este corp.

In(1+ )

: e T = 0. 1'. =
3.a)Singura problemd asupra continuitdtii este in 0.Avem L iy
: 1
lim

zN\O0 1+ 2

= 1 folosind regula lui L’'Hopital.Asadar functia este continua.

o0
b) Pornim de la identitatea Zm" _—

k=0
ka( 1)k o

k=0

$k+1

Prm integrare avem Z 1) geT = In (1 + z).Asadar




Bac

s oo

f(m)=£(-1) pra

Prin integrare /1 flz)dz = i(—l)" ’ = i“_l__ o i_l_ =
Cea 2Tk T @i & @)

Vi 2

ek SARRS . R
LE L E TN A

=1

4. Arstam s (M, +) este grup comutativ.Intradevdr daci z,y € M, atunci

(z +y)? =2 + (11’) 7 g Bt 1_’ 1) zyP~! + yP.Este binecunoscut ca p| (2)

pentruorice k € {1,...,p—1} deunde (z+y)? = 2P +y? = z+y.Asadarz+y € M.
Acum z € M rezultd (—z)? = —2P = —z de unde —z € M(pentru p = 2 avem
T = —I).

Cum (M, +) este grup comutativ in care orice element (diferit de cel neutru) are
ordinul p,dintr-o consecinta teoremei lui Cauchy,grupul va avea un numir de
elemente care este o putere a lui p.



8.2.5 Concursul “Cristian Calude”, Galati

1.a)Se demonstreazd simplu prin inductie dupa n;
b)Pentruz € R ,f(z) = ap(z — z1)(z — z2)...(x — ) si

fl(x;) = ag - (z; — xl) (Ti—x2) oo (s —xi—1) - (T — Zig1) - oo (T3 — T, ) de unde
@) =ao - (=1)"""(xi — 21) - oo - (@5 — Ti—1) * (Tit1 — T5) * oon * (Tn — T3) = @0 -
(z — z;)
(=1)n-i . 1SI<ksn = (1) Vn (21, %2, ..., Tn)
H (;]’,‘k —:Bj) Vﬂ—;(mli"“le—'lrw‘i-l'li"'Txﬂ)
1<j<k<n
JFLk#
Suma devine
1
L | < Vn—l(mla sy Lia1, Tig1, '":wﬂ)
2 =
igl: ag - (_l)n_i i Vn(mla Lo, iy xﬂ.)
Z 1
D (=1t w1 V1@ Ty, Tiga, o Ta)
_i=1 8
i ag * (_l)n+l - Vn($19$21 seey x'ﬂ.)
1 1 1
31—1 1‘2—1 .Tn—l
(__1)n+1 1 1! 1
=5 ap .Vn(mljﬂ:2’_",mn) x] m2 :I.'ﬂ =
Ty e :.*:;‘_2 mﬁ“z
1 1. i
(_l)n-l-l Ty — 1 Ty — 1 Tn— 1
3:% — & :132—272 :7.72 — Ly
ao - Va(z1,22,..,%0) - (€1 — 1) - oo - (T — 1) 3} 4
R g W ghel _ gh=d | LTt =
(_1)n+1 1

= v i TS N
Vn(xl,xz} ....’ﬂ:n) ] (-—l)"’ i f(l) n($1;$2; wﬂ) f(].)
2.Pentru parametrul z > 2 definim funtia g, : (1;4+00) — (0;+00)

9:(y) = Y — 1Se observd usor ci g este bijectivi.Inversa ei este

9:' () = (y+ 1)%-Ecuatia noastrd are forma g;(y) = g;'(y).Dacd y < g.(y)
cum g; ' (y) este strict crescitoare rezults g, (y) = 95 1(y) < y fals.Analog cealalt
posibilitate de unde g,(y) = y. Asadar solutiile verificd 4* — y — 1 = 0.Definim
he(y) : 1;4+00) = R he(y) =y* —y — L.Avemci b (y) =zy* 1 —1>2y—1>0

de unde h,(y) este strict crescitoare.Acum li\'m1 hz(y) = —1si ligxl_l he(y) = +o0
y y—+oo

2




si cum este continud ea este bijectiva existd un unic y, € (1;+00) cu hy(yz) = 0.

Evident p(z) = y, si « inf

Asadar p(z) este inversa funtiei

In p(z)
In(t+1) 3 ’
u(t) = T o At (1;400) — (1;400).54 vedem intradevar cd u este bijec-
tivd. Avem ca u este derivabild si v/ (t) = it Qi de unde v/(t) < 0

tt+1)In(t+1)
deci u este strict descrescdtoare.Acum K‘r} u(t) = +oo si Jim u(t) = 1.De aici se
deduce imediat bijectivitatea.Asadar ¢ este derivabild si strict descrescédtoare.
Presupunand cd ar exista astfel de functii f cu f o f = ¢ ar rezulta cd f este
injectivd si f admite primitive de unde f monotond.Dar rezults cd f o f strict
crescdtoare,iar  strict descrescdtoare contradictie.

4.Lemd:Fie G un grup finit si A o submulfime a lui G astfel incat

card(A) > -21-card(G).Atunci pentru orice- g € G existd a;,as € A astfel
incat g = ayas.

DemonstratieFie ¢ € G si fie B = {ga;'laz € A}.Se observd usor ci
card(A) = card(B).Din ipotezd card(A) + card(A) > card(G) de unde
card(A) + card(B) > card(G) asadar A N B # @.De aici existd a; € A care
se scrie ca ga; ' cu ay € A care este echivalent cu g = aja2, a1,a; € A.

Aplicdm lema si am obtine c& S, este comutativ pentru n > 3 fals.

Bac



8.2.6 Concursul "Gheorghe Lazir”, Sibiu

1.a)Un exemplu este f(z) = (1 +z)P~ L.

il =
s (5)+1(3)+- 1 (2) =3 ()5 (2)
n i n 2 n
gt

(5 o0 8 o (2) - (2-2)1(2)

a; .
Acum dacd notim cu z; = — ,i = 1,..,n avem diviziunea D,, : 0 < 1 < 2 <
an :

Q1 G
w < Tn = l.Acum avem z;y; — T; = —+ -5

= 7.Din enun{ avem
an anlth
cd girul a, este strict crescdtor si presupunédnd care ar fi mérgmlt ar rezulta ca

1
este convergent.Trecdnd la limitd in relatia de recurenta am avea | = | + —

[p—1
contradictie.Asadar lim a, = 00.De aici norma divizunii D,, tinde la 0.
n—00

n-—-1
Asadar nli_)xr;() Z (G;H - s—i) k] (aﬁ") 5% hm Z(mz+1 - Zi)f(zi) = [ f(z) dz

P

p p
Rdménem cu g(p) = lim In Cu lema lui Stolz Cezaro avem lim % =
n—oo N 5 : n— 00 '37,
4 2% . 28 2 —1 £%;
nlglgoag-i-l —ah = nango (an aﬁ—l) —ap = i% (E-i-a:p ) 5 R hy
P BL P p—1
lim b ko, = lim s = lim M—-——- = p, deoarece lim af =0
z\0 x? z\0 t z\0 1 n—o0

unde ¢ < 0.In final g(p) =

1 k
2.a)Calculdm in general hm br,, unde b, = f 2 dr.Avem cd 0 <
0 10! e
1 &k 1 k n+k

/w—dmuf g 1[ . "R dy = 1

0 O 0 a+a:’“ a-!-:r” iz 0 a’(n+k+1)
‘ . 1
de unde prin trecere la limita obtlnem 11m bk,n = m.

A 1 1

b) Vom calcula de asemenea lim n [ :
n—oo | afk +

! ne fh gk 1 pkt1 nyy/
n[m—bkm]—a.fo A Eh dw—al (111((1'!‘33 )) dz.=

1 ; 1
- $k+11n(a+w")|é—(k+l)/ mkln(a+x”)dm] =_n(%a_)_
- 0

1 — by n] Avem cad




k+1 [*
——2—;—./ z*In (a + z") dz.

0
Folosind inegalitatea In(1 + y) < y rezultd In(a+2z") < In(l1+2z") < z"
1

1
de unde 0 < f ¥In(@+2")dr < f g™+ do Gdeal ot .Asadar
: 0 0 n+k+1
) 1 In(1+a)
k n s : = = ;
nango 2 z"ln(a+z )dx—Odeundenangon 2T 1) bk.n =
1
In concluzie lim n l 1+—1-+1+...-|——1——— —Qn| = @ E1)in{i +4a)
n—oo | . a3 p+1 «

3.Daca (P) este adevidratd implicattiile i),ii) si iii) rezultdimediat.Presupunem
cd i) este adecdratd. Avem (ab)a = (a’b)a = a(ab)a pentru orice a,b € M.In i) fie
b = abrezultd ba = (ab)a = a(ab) = abVa,b € M adici proprietatea (P).

Dacd ii) este adevaratd pentru a = ab si b = a avem ab = (ab)a(ab) = (ab)(a?b) =
(ab)(ab) = (ab®) = ab.Deci ab = aba Va,b € M de unde proprietatea (P).

Dacd iii) este adevaratd,pentru b = ab se obtine ab = a(ab) = a®b = ab rezultd
ab = a(ab)a = a*ba = aba Va,b € M de unde proprietatea (P).

4.a) f~(z) = —f(z) Vz € G de unde pentru z — f(y) rezultd y = —f(f(v)),

Vy € G echivalent cu (f o f)(y) = —v.

b) Avem ca Va,y € G ~(z +y) = (-y) + (-2) = f(f@)) + f(f(@)) =
F(f@) +f(@) =f(fly+2)) = —(y+2z)deundeVz,y e Gz +y=y +=x

¢)Se stie cd dacd f : Z, — Z, este un automorfism al grupului (Z,,+) atunci
f(z)=azcuacZ;

Cum f are proprietatea cerutd avem (f o f)(z) = —z deci a’z = —z, Vz € Z, de
~ 2ol

unde a? = l—l.De aici a?~! = (1) 2 si din mica teoremi a lui Fermat rezult¥

~ e Pl

1=(-1) 2 deundep =4k + 1.

Bac



8.2.7 Concursul “Gheorghe Mihoc”, Slobozia

l.a)Este suficient §1 necesar sd avem 20|z cu 0 < =z < 100.Asadar
A = {0,20,40, 60, 80}.

b).Fie a = da’,b = dV/ unde (d/, n) (',n) = 1.Avem ci d(a’ - 7 — ) = 0.Acum
existd € € Z,, astfel incat @’ - ¢ = &/ ,deoarece @’ este inversabil in Z,.De aici ¢ € B.
c)Vom péstra notatiile de la punctul anterior. Dupé cum se observa este suficient
ca sd existe ¥ astfel incat daca dl@ -z — ¥ ) =O0atuncia’ - T — ¥ = a/§.Acum

a’ este inversabil in Z, si fie o inversul sdu.Astfel avem corespondenta bijectiva
f:BoA, f(Z)=F-V- a de unde |B| = |A|.

2Mai intdi sd obtinem o relatie de recurenta pentru I,.Avem ci I, =

1 1 1

/ z" (%) dz = m“ex[; —/ (@) ®de = e-/ nz" 'e® de = e—nl,_,.Asadar
0 0 0

I, + nI -1=eDe a1c1 Ly +nl, = I +nl,_;deunde I,,+1 =n(l,_1 — I,).

Iy
Astfel Z s Z(Ik 1 — 1) + Z=h+2-1In

k=1 k=2 2

1 1

e

Acum se observa usor ci 0 < [ #eSdy < e/ 2" drdeunde0 < I, < = &
0 0 :

aici dim -J..==0.
n—oo

7 .De

F
Cum din relati de recurenta avem I, + 2I; = e obtinem lim E Bl =
e k 2

3.Prima datd sd punem y = 0 in ii).Avem c& g(z) - g(0) = f(0).Acum daci g(0) # 0
rezultd cd g(0) este inversabil de unde g este constantd.Mai departe folosind %)
rezultd cd f este constantd.Astfel contrazicem preuspunerea ¢it).Asadar g(0) = 0
si f(0) = 0.Dacd punem y = 0 in 4) obtinem f(z) = g(x).Condititiile 7) si #i7) ne
spun ca f este morfism.

Se stie cd orice morfism de corpuri este injectiv si cum conditia ¢i7) ne asiguri si

surjectivitatea rezulti ci L si K sunt izomorfe.

Bac



8.2.8 Concursul "Grigore Moisil”, Cluj Napoca

1.Relatia se rescrie 1 — f(z+y) = (1— f(z))(1 - f(y).Notind h(z) = 1— f(z) avem
cd h: R — (0;00),h este derivabild, k(1) = 2 si verifica h(z + y) = h(z)h(y).Acum
cum h este pozitivd relatia se rescrie In h(z + y) = In h(z) + In h(y).Acum functia
9(z) = Inh(z) este continui si verifics 9(z +y) = g(z) + g(y) de unde g(z) = cx
unde c este o constanti.Asadar h{z) = e°* si cum h(1) = 2 rezultd h(z) = 2*.De
aici f(z) =1 - 2=,

2.Considerdm g(z) = k — z",unde k este o constants si care verificd

1 1

/ (1 — 2™)g(z) dz = 0.Avem asadar / (1 —z")(k — z")dzr = 0 de unde
0 0

K k

1 s
—n+1-n+1+2n+1.—0.Dea1c1k-—27%_’_1. 1
Acum din inegalitatea Cauchy avem ( / f3(z) da:) ( f (k — z™)? dx) >
1 2 1 ¢ : 1 ;
( / (k - 2™ f(x) da:) Kiith / B o ke / oS =
0 0 0
1 1 1
f Pl dns = = l)f f(z) dz.De asemenea /(k — z"lder =
i 0 0
2k 1
2 —
. R+l mtl
! (k—1)? 1 :
Asadar avem / f(zx) dz > 5% = ( f f(z) d:c) .Dup¥ calcule
0 % : 0
6 n+1 2n+41

2

1 1
ne iese chiar inegalitatea / f(z) dz > 2(n + 1) ( / f(z) dm)
0 0

3.a)Demonstratia se bazeazi pe urmdtoarele doud leme:f’ este crescitoare
pe [0;00) si f(t) < tf’ (t),pentru orice ¢t € [0; 00).

Pentru prima si considerdm 1,25 € [0;00) cu z; < z, fixati si z,y € [0;00) cu
z < z1 < y < z2.Functia f este convexi de unde avem

f@)=f@) _ f6) = @) _ f@n) - f(u)

Ly y—n T2 =Y
Acum trecand la limitd z — z, siy — =, obtinem f’(z;) < f'(z2).

Pentru a doua afirmatie si considerim z,z, € [0;00) fixati,presupunem
T < zo.Atunci din convexitatea lui f avem f(z) — f(z0) < () — f(zo) ?

T —x t—xo




fz) = f(zo) _ ft) - f(ﬂ:o)
t—

Vi € (z;x0).Trecand la limitd avem e t_m = f'(zo) de
unde f(z) > f(zo) + (x — zo) f' (z0).Alegem z = 0 de unde :z:of’(:co) > f(xo)
Pentruamchelaavem/ f(@) dt<[ tf'(t)dt < f'(z )f tdt= —f’(:c)

b)Egalitatea are loc dacd f’ este constantd si f(t) = tf’'(t) de unde f (2} = ceLouc
constanta.

454 presupunem prin absurd cd multimea aceasta este finitd.Fie ea

A = {p1,...,pr}.Este ugor de observat ci a, # 0.Ne uitdm la P(anp1..px) =

(@np1.-Pk)* + ... +a1(anP1...Pk) +an = an(1+cp1p2...px).De aici existd un prim care

divide 1 + cp1ps...pk si care nu este din A in mod evident,ceea ce este contradictie.
Bac



8.2.9 Concursul “Mathematica Modus Vivendi”, Vilcea

1 7
1 = i = ) a
i / PP R / 74 ¥ 200877 + 1 “AvEm €

z? 41 14+
J+1 = = £
o /m4+2008m2+1dw fa:2+;1,+2008

1
de variabild z — iy de unde dy = 1 + —2;15 dz si 2 + % — 2 = y? Asadar

I+J—/——-1——-—-—d ———}—-—-arctan Y +c——1—arctan(m—%)+c
= ] 2 +2010 “Y ~ 2010 /2010 ~ 2010 V2010)

dxz.Facem schimbarea

Pentru J — I se face schimbarea de variabild y = =z + E.Obtinem astfel
5 T+
g o] B oo z ;
5006 arctan ( '_2006) %+

2.54 vedem c4 este suficient si considerdm cd zo > 0.Dacd nu punem y, = —Z, $i

T .'l:_

se verificd aceleasi relatii. Acum pentruz > 0 avem 0 < et dit < / ldt ==z
0 0

(1) de unde 0 < f(z) < z.Asadar sirul (z,)nen este descrescétor i nenegativ.De

aici conform Weierstrass sirul are limitd.Trecand la limitd si {indnd cont de faptul

ca f este continud avem f(l) = l.Acum din (1) rezultd [ = 0.

3.54 considerdim H = {zP = l|z € G}.S4 aritim cd H este subgrup al lui
G.Avem pentru z,y € H ci (zy)? = 2Py? = 1.1 = 1 din faptul cd G este abelian
de unde zy € H.In mod similar 2! € H.Conform teoremei lui Lagrange trebuie
sd avem |H| |n.Dar |H| > m + 1 si cum m este divizorul maximal necesar avem
|H| = n si problema este incheiata.

4.54 presupunem fér4 a restrdnge generalitatea cd p > ¢g.Avem ci

q g
(_a1+p-q +a)l = Z (g) (_l)kak+pk—qkaq—-k e Z (g) (_1)kapk—q(k—1)_

k=0 : _ k=0
Acum si demonstrim ci aPi~9(i-1) = 49 Aceasta este echivalents cu

a%(alP~9% — 1) = 0 de unde a%(a?~? — 1)(aP~DG-D 4 . +1) = 0 gi am

g

terminat.Asadar (—a'*?~? 4 q)9 = a¢ E (z) (=1)* = a%(-1+ 1)? = 0. De aici
k=0

1 — (=a'*?P=9 4 a)? = 1 echivalent cu (1 + a?~9*! — g)u = 1 de unde concluzia

problemei.

Back



8.2.10 Concursul “Nicolae Piun”

LFie An(a) # @ si 2o € An(a).Definim f : A,(a) — Aq(e) , f(z) = zz5’ si
g: An(e) = An(a) 9(z) = zxo.Avem ci (f(z))" = (z25')" = 2" (2}) "' =aa~! =
e,deci f este bine definita i cum f este injectivd avem | A, (a)| < |An(€)|.

In mod similar g este bine definit si este injectivd de unde |A,(e)| < |An(a)|.Din
cele doud inegalitati rezulta |4, (e)| = |An(a)|.

b)Fie G = Q grupul cuaternionilor.Pentru n = 2 si a = —1 avem |A(—1)| = 6 si
|42(1)[ = 2.

F(z +a,) — F(x)

> 0, Vz € R ,rezulti cd functia g, este monoton

2.a)Fie F : R — R o primitivi si g, : R — R ,gn(z) =
f(z+an) - f(z)

g(z) = £
crescitoare.Avem i 7}1_{1;0 gn(z) = F'(z) = f(z) de functia f este monton
crescdtoare.Acum f admite primtive i cum este monoton3 rezulti ci f este
continud.

b)Fie F : R — R o primitivi si G : R — R o primitivi a functiei
F.Definim g, : R - R ,g,(z) = Gta+ 2an) = 2G(@sh o)+ G(2)

aj,
P f(z + 2a,) — 26{2(@" + an) + f(z)
n
Cum Jim gn(z) = G"(z) = f(z) rezults ci f este convexi.

.Cum

Avem cd

> 0 de unde functia g, este convexi.

1

1
3.54 considerdm functia g: [0,1] » Rg(z)={ 1+22 >z °°© 0,1]
0 =0

1.2

1
x2+1cos—x— :L'E(O,l]-
0 == 0 =4

1
Avem ci g(z) = { s Ll {

1
cos— z € (0,1]
T

Este binecunoscut ci h(z) = { admite primitive.De asemenea

0 z =0
i S LS z € (0,1]
se observd usor cd l(z) = { z2+1 A0 : este continud,de unde

0 z=0
admite primitive.Asadar g admite primitive.Evident |g(z)| < 1 de unde g este
marginitd.Avem cd lim g (L) = 1de unde sup g(z) = 1.Se verificd usor ca
n—oo” \ 2n7 z€[0;1]
g(y) = 1 nu are solutie si am terminat.



4.a)Fie x € aH N bH de unde ¢ = ah; = bhs cu hy,hs € H.Acum daca
z € aH avem z = ah = bhyhy'h de unde z € bH.Asadar aH C bH.In mod similar
bH C aH de unde aH = bH.

b)Este suficient sd vedem pentru z € G — H,pentru z € H alegem k = 1.Acum
ne uitdim la multimile zH,z%H,...,2""*H.Cum aceste multimi sunt printre
a1H, ...,an H cu principiul cutiei existd 4, cu 2'H = 2/H de unde z*~7 € H, iar
i—j€{l,2,..,n}.Atunci z™ € H pentru orice z € G.

c)Presupundnd contrariul am avea G = H U (a1H) U ... U (apH) cu
ai,....,ap, € G — H.De la b) avem ci existd k astfel incat z¥ € H pentru orice
z € G.Atunci z*¥ = a; nu are solutie in G,contradictie.

Bac



8.2.11 Concursul “Traian Lalescu”, Deva

1.a) Avem in mod trivial a(b+ —b) = 0 pentru orice a,b € A.Asadar ab+a(—b) =0

de unde a(—b) = —ab.De aici (—a)(—b) = —[(—a)b] = —(—ab) = ab.

b)Avem doud cazuri 0 < z de unde 0-z < 2 -z echivalent cu 0 < z2.Altfel z < 0 de

unde 0 < —z iar prin inmultire cu (—z) avem 0 < (—z)(—z) echivalent cu 0 < z°.

) Presupunem ci inelul Z, este ordonat .Avem c& 0 < 1.Mai departe

T < ey i T+..+1deunde1 < n—1 de unde 1 = 0.Aceasta com-
n—1

binat4 cu prima inegalitate ne d4 0 = T de unde n = 2.

1 1 2 1 1
2.a)Avem cad (—a) * (?{I) = kzzom = —n— ( ) —Se demon-

streazd usor inegalitatea 2" < (n — 1)! pentru n 2 rin inductie de unde
n 1 n
0<—<— §1 prin trecere la limitd avem lim — =0.
n! n—oo
i 1
b)Sa ardtam cd My nu este parte stabild.S3 luim ( ) * ( ) ~=
) ¢ P vn+1 Vvl

1 n
—— = 1 deci nu poate fi in M.

kgo\/(k+1)(n—k+1) 2k=0n+1

1
3.Inegalitatea este echivalentd cu / f()(f(z) — f(0))dz > 0.Din teorema
0

de medie avem ci /1 f(@)(f(z) = f(0)) dz = f(c)(f(c) — f(0)) cuc € (0;1).Acum

0
f(c) > 0si f(c) > f(0) f fiind crescitoare,de unde inegalitatea reiese imediat.

/0 F()g(t) dt

4.Considerdm functia g(t) = 7 .Dacd g nu se anuleaza peste

tot fie ¢ astfel incat g(c) > O si.Avem cd pentrut > 1sit > ¢+ 1
t

t t
| roswa = [ jodwd > g0 [ s0d = gof@) w
t— t—1
a; € (t — 1;¢).Prin trecere la limitd ¢ — oo avem a; — oo gi cum lim f(z) =
17
de unde tEIglg f f(t)g(t) dt = oo.Putem aplica astfel L'Hopital pentru a calcula

0

tlim g(t) = 1"lim f(t)g(t).Evident din faptul ci g este crescitoare existd lim g(z)
— 00 — 00 r—00

$i cum am presupus cd existd ¢ cu g(c) > 0 limita e nenuld.De aici folosind
mlirgo f(z) = co avem tlir& g(t) = oo contradictie.Asadar g = 0.

Bac



8.2.12 Concursul “Unirea”, Focsani

1.Se verifica ugor cid f(zy) = f(z) - f(y),.grupul G fiind abelian.Este suficient si
necesar sd demonstrdm cd f este injectivd ca f s fie automorfism.Deoarece m si
n sunt primele intre ele existd a,b € N* astfel incat ma = nb + 1.53 presupunem
cd f(z) = f(y).De aici z™ = y™ de unde z™¢ = y™2 adici z"*+! = y"b+! Este
binecunoscut cd 2" = e, Vz € G si obtinem astfel z = y.

2a)Fie a € G si m = ord(a).Considerdim H, = {e,a,...,a™ '}.Se verifici
imediat cd este subgrup.Fie acum b € G.Conditia din enunt se rescrie H, C H, sau
H, C H,.S4 presupunem cd suntem in primul caz.Avem ci exist k € N astfel incat
a* = b de unde imediat ab — ba.Analog al doilea caz.De aici (G, -) este abelian.
b)Fie a € G de ordinul maxim m din G.Pentru orice element b6 € G avem
ord(b) < m de unde Hy, < H,.De aici rezulti b € H,, Vb€ G deunde G = H,.
¢)S4 presupunem c4 existd doud numere prime distincte p i g care divid n.Avem
4 existd dous elemente a, b € G astfel incat ord(a) = p si ord(b) = g.Este ugor de
vizut ¢ nu putem avea Hy C H, sau H, C Hycontradictie.Agadar n = p™.

m, $<1n2

3. Fliz)={ —15, z=}n2

e T In2
b B 1 1 ez
Pentru z < In2 avem F(z) = /9__621, dr = fgda:-k/@-_—egm—)da: =
IS
¢ In@-e )+Cl

9 18

2z
1 e s
Pentru z > In2 avem F(z) = /1_'_6% de = fldm—/l——mz—da: =
. In (1 4 €2%)

+ c,. Singura conditie pentru a afla F(In2) este continuitatea

2 i
{ e . i F(z) = lim F(z) de unde
lui F in punctul In2.Avem ca F(In2) - _lnllnz (z) Eang A (z)
z<In2 z>In2
Inb
F(In2) =~ln—2—- L2 4¢p=n2-—+cs.

9 18 2



4.Cum f este monotond avem ( f(z) - ( )) ( (a:

.
[0- 2] De aici f(z)f (:1: + %) < f ( ) f@) + f (%)
<

aici prin integrare avem 2 [ f(z)f (m+ 2) dx

s [ 1(erd) - ()

= 1
Se obtine ugor prin schimbare de variabild cd f : f (ac + l) de = /1 f(z) dz.
0

s, 2 1
De aici 2[2 flx)f (a:+—) g s ( )[ f(z) da;— f2( ) Inegalitatea

revine la 2f ( ) f f(x) dz — f? ( ) < ( /; f(z) d:n)_ ceea ce este echivalent

cu(/olf(:z:) —f(i)) > 0.

(b)Considerdm f : [0,1] — R definitd prin f(z) = z) dacd z € [-k—, k—+—1-) si

2n” 2n

n-l 2
f(1) = z9,_1.Inegalitatea (a) devine — Z iTjm < (:Bo + &34 .+ .’BZn—l) .

Bac

2n



#

8.2.13 Concursul "Papiu Ilarian”, Targu Mures

1. a) Inductiv se aratd cd f(¢g) = 0, Vg € Q. Fie un sir g, € Q astfel incat

lim g, = ?TIET’ unde ¢ € R —Q, ceea ce implicd f(c) # 0. De aici avem
nlLrgo F(c)an = I. Pentru fiecare n € N existd un g,, astfel incat g, +gn-c € [a, b].
Astfel avem: f(q,, + qn - ¢) = f(g,,) + @nf(c) — L.

b) Existd un sir de numere rationale r,, astfel incat nIergo (rn + a) = l.Luand
an = a + ry, rezultd cd f(an) = f(a) + f(rn) = f(a) si nlergo By =1

"

. Deoarece z2f" (z) + 4af (z) + 2f(z) = (z%f(z)) avem din regula lui

L'Hospital ca:
a) lim f(z) = lim 248 = lim @fE&) 1
4 ! L’H 3 / 4 n
; : =~ sy ZUf (2) AN i 427 (2)4+27f (2) i
b Jperel = ISP T .

" ’ (P)
lim 2L (m);mf @) ~Z= lim 4—1_2‘,{ 2) = (.

LT==00 =00

C) fa(m)“_"%" %

. Deoarece det(M +cl;) = ¢ +tr(M)c+det(M), relatia din enunt este echiva-

lentad cu:
c(tr(aAB+bBA)—tr(bAB+aBA))+det(aAB+bBA)—det(bAB+aBA) =0
Dar tr(aAB + bBA) — tr(bAB + aBA) = (a — b)(tr(AB — BA)) = 0.Asadar
rdmane de aréatat ca:

det(aAB + bBA) = det(bAB + aBA) (x).

Dar det(X +tY) = detY - t2 + tr(XY*)t + det X.De aici deducem ci:
det(aX +bY) = deta (X + 2Y) = a®det X + tr(XY*)ab + b* det Y.

4. a) Fie f(t) = distanta parcursd de automobil in intervalul de timp [¢,% + 1].

F0)+ Q) +--- f(I'—1) = D = 100Tkm = existdi,j € {0,1,2...,T — 1}
astfel incat f(i) < 100km si f(j) > 100. Deoarece f este continud rezultd ca
existd un ¢ intre i si j astfel incat f(t) = 100km.

b)DaciT = n+¢ cun € Nsie € (0,1).Impértim intervaulul de timp
[0,n+ €| in2n+ 1, n + 1 de lungime -+ si n de lungime 1, agezate alternativ.



Pe intervalele de lungime %5 automobilul std, iar in intervalele de lungime
1 merge cu viteza medie 1 + %5 - 100km/h. Orice interval de timp de o ord
contine cel mult un interval pe care automobilul sta si rdiméane un interval de

timp de 1 — %5 in care el parcurge (1 - ;1——_;—1) (1+ £)-100km/h > 100km/h.

Bac



