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8.1.1 Bihor

1Notdim I, = [ z"e® doz.Avemcd I, = [ =" (em)’ de = z"e® — [ nz" e dz =

"e® — nIn 1 Réiméne s& rezolvdm recurenta I, = z"e* — nl,_;.Se obtine ugor

Iﬂnz nkm &%,

2.(a) Se observé cizxy = +/(22—-1)(y2—1) + L.Din aceasta se obtine aso-
ciativitatea legii * si faptul ca G este paxte stabila.Comutativitatea reiese si ea
usor din faptul cd Inmultirea peste R este comutatlvéi Fie e elementul neutru

ipotetic. Trebuie sa avem z * e = z de unde z* = (2 — 1)(z? — 1) + 1 de
unde (22 — 1)(e2 — 2) = 0.De aici rezults e = V/2.54 vedem c# orice element
este simetrizabil .Fie 2’ simetricul ipotetic al lui z.Avem z * 2’ = V2 de unde

(22 = 1)(2® — 1) + 1 = 2 gi obtinem 2’ = ——— si se verificd usor z’ € G.
m —_—

(b)Trebuie s avem f(zy) = f(z) * f(y) asadar y/mzy + n =

Vi(mz +n—1)(my+n—1)+1deunde mzy +n = m?zy + m(n — 1)(z + y) +

(n—1)2 + 1 de unde rezultd n = 1si m = 0 sau m = 1.Cum numai m = 1 verificd

faptul cd f este bijectivd rezultd n = m = 1.

3fn():(:1;—!—2)(:1:24-4:3—I—fi)2+2:1:—f—4: z+2 " 2(z +2) B

(z2 + 4z + 6)" (22 + 4z + 6)"—2 (:1:2 + 4z + 6)”

2(z + 2)

+ 4z + 6)*

ainte de a diviza problema pe cazuri si retinem rezultatul [ =
H

1
(k= 1)(22 + 4z + 6)F1

2(z -+ 2)
In—»lAvemf :z:d:n—f + 2)(z” + 4 6)d
fi(z) (z (z® + 4z + 6) dz + EEwreTy

+ cunde k > 2.

14—23: +72% + 122 + In(2? + 42 + 6) + ¢
, 2(z + 2)
Im = 2 .Avem / zldy = ] 2)d /
: fa(z) (z + 2)dz + 2+ 451 6)? dx
z 1

e el e
2+ o w2+2m—|—6+c

2 2(z + 2)
III.nmS.Avemf 2)d =/ s d f

fa(@) dz (z2 + 4z + 6) % (z2 + 4z + 6)3 ¢z
In(z? + 4z + 6) 1

2 (22 + 4z + 6)2 =
V.- n = 4  Avem / filz)dz =

1
" (n—3)(z2 + 4z + 6)"3




- D= +4m+6ﬂ1+c
4a, = \/—\/ 1+_ ’_2’2_)"'(1+%)-A§adar bn = Inas) =
Zln<1+7n) In7
1
n

S )

Fie funtia f(z) = In(1+ ) .Din sumele Rienmann avem lim #=L 7 _
i T

n—o00 n
1 : 1
/ f(2) de de unde lim b, = / Hade
0 n— 00 0

[n(+D) i = [Erm()e - ameD)i- [ 2w -

1 1
ln8-1n7—/ 1dz+7/ : dw:1n8—1n7—1+7ln(a:+7)|(1) =8In8—-8In7-1.
0 0

z+ 7
88
In concluzie lim a, = —.
n—00 T8¢

Bac
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8.1.2 Braila

1.(a)Asociativitatea este indusd de pe multimea Ms(R).Acum fie

: R ' o4 Y e g ¢ g a-— b
G si (—d c) € G.Avem ci (—b a)'(-—d C) = (—d c)'(—b 2

= i s e Acum conditia initiala este ca det(4) # 0 cu
—ad — be ac— bd

A € G.Cum determinantul este multiplicativ conditia se pdstreaza asadar

ac—bd ad+bc

—ad —bc ac—bd

parte stabild.Se observa usor cd I3 € G de unde G are element neutru.Fiecare ma-

trice A € G este inversabild peste M3(R) avand det(A) # O.Inversa ei peste M>(R)
a —b

€ G.Am obtinut astfel cd legea - este comutativa si G este

este | @° t Lo 2‘ b si se observa cd inversa este si ea in G.Asadar (G, -) este

a2+ b2 a2 b2
grup abelian.

(b).Grupurile (C*,-) si (G,-) sunt izomorfe prin izomorfismul f(a + bi) =

52

2Notamcu f(z) = ¢®"%cos z.Avem ca f'(z) = cosz 5" sin:n de unde avem ca

f'(z)=f(z)cosz = — cos? z—sinz = —(1—sin® z) —sin z = sin® z —sinz — 1.Asadar
/ .'
avem de Calculat/ (=) f(aE) e /f =] dr — /cos:c dz =In f(z) +

sinz + ¢ = In ("% 4 cosz) + sinz + ¢
B
3.(a) Fie g(z) = cosz+ % — 1.Avem ca ¢/(x) = = — sin z.Folosind inegalitatea bine-

—_—

T
cunoscutd sinz < z, Vz € (0; -2—) rezultd cad ¢/(z) > 0 de unde conform corolarului
Teormei lui Lagrange rezulta cd g este strict crescitoare.Asadar g(z) > lin%] g(z) si

€Tr—

cum lir% g(z) = 0 rezultd g(z) > O ceea ce se cerea.
T—>

(b)Avem ca f(z) > 0 pe (0;
rezultd cd F' este strict crescidtoare.Asadar F (g) = (g) Inegalitatea ceruta

7T : i
3) de unde conform corolarului Teormei lui Lagrange

i

: 1 g .
revinelaln3 < = & 3 < e® .Vom folosi inegalitatea cunoscutd ¢* > z+ 1,Vz > 0
1z 13e

pentru z = 3 deundee® > = Acum se stie cd e > 2 de unde inegalitatea ceruta

este demonstrata.
4.Conditia ca sd (1; c0) sa fie parte stabild in raport cu legea o se rescrie ca z o y >

1,Vz,y € (1;00).Asadar trebuie s avem zy — az — 2ay + 4a > 1.Ficind y — 1



roone S r =) - w

: D1
avemcd z(l —a) > 1 —2a.Acuma > lrezultdcdz(a—1) < 2a— 1 &z < <

a—1"'
Vz € (1;00) ceea ce este contradictie. Asadar a < 1.De asemenea din aceasta rezulti
prin trecere la limitd spre 1 in inegalitatea z(1 —a) > 1 —2acdal—a > 1 — 2a de
unde a¢ > 0.Asadar avem initial 0 < a < 1.(1)

S4 rescriem zy — ax — 2ay + 4a > lcaz(y —a) > 1 — 4a + 2y si acum ne
1—4a+ 2
folosim de (1) si ¥y > 1 pentru a rescrie ca z > i %Y Consideram functia

y—a
1-4 2
f:(l;00) = R, f(y) = ya Ty si sd vedem cénd isi atinge maximul. Avem
= by e
ca f'(y) = - @ i a;a de unde este necesar sd analizdm doud cazuri
P=iyf2 2 2
[.4a —1—2a% > 0deundea € { 2\/_; +2\/— si intersectand cu (1) se obtine

Bac

Bl
2
mei lui Lagrange f este strict crescdtoare.Din aceasta avem f(y) < lim f(y) adica
Y—00

a € ;1|.Acest caz ne da f'(y) > O de unde conform corolarului teore-

f(y) < 2a.Pentru ca inegalitatea z > f(y) sd aiba loc este suficient si necesar ca

z > 2a de unde prin trecere la limitd z — 1 avema < —2—.Conchidem acest caz cu

2—-\/5__1_}

luki

soupaae{ 5 i3

2-+2
2

da f'(y) < 0de unde f este strict descrescitoare conform corolarului teoremei lui
1-2
Lagrange.Asadar maximul functiei f este lim1 f(y) de unde f(y) < 1 ¢
y—-}
1-2a

=0

[.4a — 1 — 2a? < 0 de unde intersectdnd cu (1) avem a € |0; Acest caz ne

In mod

similar este suficient si necesar r >

de unde prin trecere la limitd z — 1

2-v2
i

avem 1 —a > 1 — 2a adicd a > 0.In concluzie acest caz are solutia a € [O;

Reunind cele doud cazuri se obtine a € [O; %] ;



8.1.3 Brasov

1.Pentru a) si b) se foloseste urmdtoarea lema:Dacd m,n € N* cu (m,n) = d atunci
existd a,b € Z cu am + bn = d.
Pentru punctul c) se observa usor ci subgrupurile sunt de fapt cele generate de D
unde D este un divizor al lui n.Asadar numérul de subgrupuri este numaérul de
divizori al lui 2008,care este 8.

2.(a)Se verifica usor asociativitatea si comutativitatea legii *. Acum s vedem el-

rz+ e

ementul neutru.Fie el e.Avem z * ¢ = z de unde = z de unde ex? = ¢

+ ze
pentru orice z € (—1;1) de unde e = 0.Se observa usor cd z * (—z) = 0 de unde

orice element este inversabil.Asadar (G, x) grup comutativ.Pentru izomorfism tre-

buie s avem f(z) * f(y) = f(zy) de unde ff}éﬂéﬁ) T Tri::y- ;:l-yn

2mzy + (m+n)(z +y) + 2n _ mzy+n

(m2+ Dzy+ (mn+ D(z+y)+n2+1 1+zy
n=—1.

(b)Asociativitatea este indusd de pe multimea M>(R).S4 vedem acum cd H este
parte stabild a lui M3(R).Avem cé

echivalent

cu de unde se obtine m = 1si

| 1+ zy 0 z+y
Ma) Ul T | (o Vi=af{1=¢%) 0
s y z+y 0 14 2y
;4
Zael = ¥ . Este usor de v#zut cd pentru z,y € (—1;1) avern —1 < --fp—_—-'-y— e
1+ oy I +zy

asadar demonstratia acestei este incheiatd.Cum /3 € H el rdméne element neu-
tru.Pentru a afla inversa lui M (z) fie ea M (z’) trebuie sd avem M {z) - M (z') = I3

/
de unde M (f:x ,> = M(0) de unde alegem z/ = —z.Comutativitatea se
T

verificd si ea usor de unde (H, -) grup abelian.
(c) De la punctul (b) stim cd M(z) - M(y) = M (f:myy

legea de compozitie de la (a).Avem cd rezultatul nostru M(a,) prin izomor-
fism este f(an,) = f(a1) * f(az) * ... x f(an) = f(a102..a,) de unde

) Avem asadar

Lot btk Sl & =2 (s 1)1
T e kl;IQ b kT e 1 e EST Tntt Lm(r )
3.Facem schimbarea de variabila z = a + b — y de unde dz = —dy.De aici rezultd

PP s i [ flahb gl _f” £ byged bf(y)cg(”)d

" , 9@ 41 ), 9letb-y) L q 9w 41 i . 9 L1



Adundm primul si ultimul membru si obtinem 2 ) de =
cg(“’) 41
b aif (y)
e y)e!
& cg(w) 41 ae +/; Cg(y) f f(=) dz.
4 (a) cmem schimbarea de varlablla 2::: .=22y de unde z = /2y de unde
dav = \/%.Avem asadar de calculat :%% e¥ dy.
1 + sin2y 2+ 2sinycosy f 1
———— = — t Y =
/ 1+ cos 2y e 2cos?y £ cos? y + i oy
e tany + c
172 $2 o LEQ
— — O gin? - ==
ity . 9 2 [l e re 2
(b)inmultim in ambele parti cu ze 2 de unde | e 2 F(z ) ey ze
z? z2
<2 671 2
de unde conform punctului a) avem e 2 F(z) = e 2 tan % +- ¢.De. aici
z2 o
Z £ ; T s i =
Flok= —5 —cwe 2 Folosind acum f ( E) = 1/5 se obtinec = e4.
cos? =

Bac



8.1.4 Bucuresti

1.(a)Vom folosi faptul cd functia ¢ este multiplicativd.Asadar £(zoz~!) = &(z) -
e(0) -e(z™!) = e(zz!) - e(0) = e(e) - (o) = €(0) = 1 deunde zoz ! € A,,.
(b).Fixam a € H A, si definim functia f : H\ A, — H, f(z) = az.Se observa
usor ci functia f este injectivd.Acum e(az) = ¢(a) - e(z) = (1) - (-1) = 1 de
unde az € A,.Evident az € H de unde avem o functie injectivd din H \ A, in
HnN A, Acumdefinimg: HN A, —» H, g(z)= az.Evident g este injectivd.Avem
cd g(az) =¢e(a) - e(z) = (-1)- 1= —1deundeazx € H \ A,.Asadar avem o functie
injectivd din H N A, in H \ A,.Din toate acestea rezultd cd |H N A, | = |H \ A,|.
2.(a)Este suficent sd demonstrdm ci zy~! € Z(G) pentru orice z,y € Z(G).Trebuie
si vedem cd zy g = gry . Avem ci xylg = zgy~! = gry~! si am terminat.
(b)Un exemplu pentru Z(G) = {1} este S4 grupul permutdrilor de ordin 4 si pen-
tru Z(G) = G un exemplu este (Z, -). |
(b)Din ecuatia claselor avem |G| = | Z(G)|+ Z |G : Ce(z)|.Acum cum |G| = p™
xZZ(G
ordinul fiecdrui element este divizibil cu p.Cflrr(l I)G : Cg(z)| este subgrup avem ca

p| |G : Ca(z)|.-Asadar p| |Z(G)| si cum e € Z(G) rezultd |Z(G)| = p.
3.Mai intii sd vedem identitatea sin z cos z sin 2z cos 2z = 3 sin 2z cos 2z sin2x =

T cosaz dz.

4
7T
‘ﬂ' .
Avem cd /e"” cosazx dr = /(em)’ cosax dr = ewcosawlo = a/ e® sinaxr =
0

1 1 5
—sin 4z sin 2z = g(cos 2z — cos 6x).54 calculdm acum in general / e
0

' i Vi
. w
e"'cosavr+1+e“"51na:c|0—az/ e® cosamda::e”cosa'zr—l—l—aQ/ e’ cosazx dzx
0 0

1+ e™cosan

™
de undef e? cosazx dxr =
0

a? +1
e"+1 e"+1 4(e™ + 1)
Itatul t este — - ==,
Acum rezultatul cerut este 3 z 37 ) T8
4.Facem schimbarea de variabild cosz = y de unde x = arccosy adicd
1 ey 4
dx = ————=dy.Integrala devine () dy.Vom sparge integrala in doud

V1-—1y? 0o VvV1—19y?

buciti si vom majora pe rdnd fiecare bucati.



: “ sin (n'y) /‘“ ( cos (n”‘y))' 1
Pentru prima parte avem f —————rdy = — ay =
: - 0 \/1——y2 4 0 n 1—y2? y

/
cos (1n—y) Io 1 f e (n4y) ( __ll__yé.) dy.De aici obtinem

/
sm(n y) cos ( ny) / 1
cos (n —— | dy <
\/1_— < | cos (n*y)| e
cos (n* é 1 2
et 8 (1Y e i
0 l—y2 ntv1l-a

Pentru a doua parte avem

smnydl L |sin (nty)| |
=

{ ] T
arcsin 1 — arcsina = — — arcsina.

: 1 : sin n y
Evident putem alege ¢ = 1 — = de unde prin adunare avem dy
2

1
W + g — aresin (1 — ;) de unde prin trecere la limitd obtmem

smny
llm] dy = 0.
n—oc .‘/ _._fu

Back,




8.1.5 Buzau
1.Facem schimbarea de variabild z =
3
3

- T cos® y + siny dy folosind cos (— —-a) = sina si
grala devine I = fo 1+ cos® y ot ainbiy Y 2

= ?%T — y de unde dr = —dy.Acum inte-

sin (-?ﬂ = a) = cosa. Avem asadar

2
3 3
— 2 TS
21:/2 C()ssy—l—slnys sin® y + cos?y o __/2 1dy=§2_7_r
s 14cosPytsin®y 1+cosfy+sin®y 0
= I = 53EAm folosit relatia sin® a + cos® a = 1.

2 Derivam in ambele pirti si obtinem f(z) = 2f(z)f'(z) + f'(z) de unde f'(z) =

glifls Cum f(z) > 0 din definitie avem c& f'(z) > 0 de unde conform coro-

2f(z) +1

larului Teoremel lui Lagrange f este strict crescitoare.
3 Se verifici usor ci operatia * este asociativi. Acum pentru z,y € G avem lzxy| =

}xy l s Ilyl — 1 de unde z ¥y € G asadar G este parte stabild.54 vedem ele-
a

o ; ze
mentul neutru al operatiei * pe G.Fie el e.Avem = x e = z de unde — = z de unde
a

ze = za.Punem z = 1 de unde rezulta ci elementul neutru este a.Pentru a incheia

trebuie sd vedem cd orice element este simetrizabil.Fie 2’ acel invers ipotetic al lui
/ 2

T at ',
r.Avemzxz' =a< — =adeundez’ = — sicum |z/| = 1 avem 2’ € G.
a &

Bac



8.1.6 Caras-Severin

1.Fie e elementul neutru al grupului (G, +) si n ordinul lui G.Avem c# din faptul
cd f este morfism céd pentru orice z € Q f(z) = f (E) + ...+ f (E).Din teorema
n n

¥

n ori

lui Lagrange avem pentru orice a € G ci ... +a = e.De aici =e Vze
grang P a a 4 ai= e f(z) ze@Q

n ori

2.54 presupunem prin absurd c& G este abelian.Atunci se verificda usor ci
H = {e,a,b,ab} este subgrup al lui G.Conform teoremei lui Lagrange ar trebui s
avem ord(H )|ord(G) de unde 4|10 contradictie.Asadar G nu este abelian

3.a)Fie f(z) = 1 +2+e®. Avemci f'(z) = 1+e” deundez = f(z) — f'(z).Integrala
devine /f(a: = Liz) doiies /1 dzx /f (m) = z — In f(z) + c.Asadar

d:z:=x—1n(1+a:+e”)—[—c

1+93+e"’

1 T 1 T
o fm3+m7dm o /w4(m4+1)dm . f-a?gdm—/x‘l-l—ldm -
1
dz.

Acum pentru calculul ultimei integrale vom face schimbarea de variabila z2 = y

212 a:4 + 1

1 1 1

de unde dy = 2z dz.Avem asadar 5 / i1 dy = 3 arctany + c.
1

Conchidem cu / ;5% de = —2—372— - %arctan 232 + Cc°

4.Presupunem prin absurd ci ar exista o astfel de funtie.Facem z — 1 — z
de unde F(z) - F(1-z) = F((1 — z)?) de unde F(z?) = F((1-z)?) Vz € R.Avem
agadar pentru z = 0 cd F(0) = F(1) de unde conform Rolle existd ¢; € (0;1)
cu F'(e1) = f(e1) = 0.De asemenea pentru z = —1 avem F(1) = F(4) de unde
conform Rolle existd c; € (1;4) cu F'(eg) = f(cz) = 0.0btinem astfel doud puncte
c1 # cacu f(e1) = f(ez) = 0 de unde f nu este injectivy, fals.

Bac



Bac

8.1.7 Cluj

l.a)Evident pentru z,y € R z xy € RSe verificd usor comutativi-

tatea operatiei *.Pentru asociativitate avem (z * yrok z = vk [y % 2} =
007
(2% + 229G+ Pz =2 2007/77) °°"" Pentru elementul neutru avem e x e = e
: 2007 :
echivalent cu (2 **¥/e — *%¥/m) 07 _ ¢ de unde e = m.Inversul lui z este

(2 2°%/m — **%/x) T Din toate acestea (R, *) este grup.

b)Izomorfismul f : (R, +) — (R, %) trebuie s verifice f(z+y) = f(z)*/f(y) de unde
2097/f($ +y) =t U0y f(:B) 4 2007 /f(y) £ QOW.Notﬁnd g(x) o 2ﬂ07/f($) i 20%
avem g(z + y) = g(= 7—I» g(y).Putem alege g(z) = z de unde izomorfismul este

flz) = (w+ 2m) "

2. Pentru prima ecuatie avem prin inmultire cu 3 ¢4 3y = 0.Pentru a doua ecuatie
avem prin inmultire cu 3 c4 2. My = 2.Din prima obtinem y € {0, 2,4}.Evident
y = 0 nu verifica.Pentru y = 3 avem 4. A = 2 de unde m = 2 sau m = 5 altfel
sistemul nu are solutii.Pentru y = 4 avem 2 = 2 de unde m = 1 sau m = 4 altfel
sistemul nu are solutii.

3.a)Primtiva lui f este de forma F'(z) = mz2+nz+p)es® deunde f(z) = F'(z) =
2

(2amz3+2anz? +2apa:)e““’2 +(2mz+n)e®® = (2amaz®+2anz?+(2ap+2m)z+n) o’

1
R e e
de unde m son=208ip=735—
(<]
b)Primitiva are forma H(z) = g(z)(z°+3)5% + ¢ unde g este un poli-
8
nom.Avem ci H'(z) = d'(z)(2®+3)% + 6z’g(z)Va®+3 = (¢ (z)(z° +

3) + 62tg(x)) V2 + 3.Asadar ¢'(z)(z° + 3) + 6zg(z) = 220 + 3z°.De aici se
6 6
vede cd g(z) = %.Avem astfel f(leo +32%) V25 + 3 dz = %— (2°+3) V25 + 3+c¢

1
c)Avem cd / ¢*(z) dz > 0 pentru orice g : [0;1] — R.
0

2

1 1 1
Pentru g(z) = f(z) 7 avem f f(z) dz — %/ z? f(z) dx + éf zidz >0
0 0 0
1 1 '
echivalent cu 3 f f(z) de —2 / z? f(z) dz + -113 > 0.Din ipotez4 avem egalitate
0 0
2 2

asadar f (z) — ?-3- = c,unde c este o constantd de unde f(z) = % + ¢



8.1.8 Constanta

Inz—1
1.Facem schimbarea de variabila Tf— = y de unde dy = 1113:2 dz.Integrala
z n“zr
‘) .
: y° 1 1 1 oot =
d(i‘\/ll’le/y4 = = ;2- (/ y2+ 1 cly+/-3;§—_—l dy) =t Z lny+1_+§ arctany +
22(Inz — 1 1% ] 1
c.Asadar s do— = ln— nm+—a,rctan——aiw—l—c

4 —In*z 4 z4+Inz 2 In z
2.(a) Fie G(x) = F(z)cosz.Functia G este derivabild si G'(z) = f(z)cosz —

F(z)sinz.Din ipotezad G'(xz) > 0.Conform corolarului Teoremei lui Lagrange

2k 41
rezultd G strict crescdtoare.Cum G (Lﬁg—)q) = 0 pentru orice k£ € Z rezultd
2k + 1
G = 0.Din aceastd rezultd imediat cd F' = 0 pentru orice z # (——;)j— si cum F'

este continua rezultd /' = 0 de unde f = 0.
(b)Fie h(z) = F(z)cosz— S0 g

sih'(z) = f(z)cosz—F(z)sinz—cos 2z.Din ipotezd h'(z) > 0.Conform corolarului

= F(x) cos z —sin z cos z.Avem cd h este derivabili

_ c+1

Teoremei lui Lagrange rezulta h strict crescitoare.Cum h ing—)ﬂ = 0 pentru
orice k € Z rezultd h = 0.De aici obtinem F(z) = sinz de unde f(z) = cosz.

3.Fie |G| = n.Din teorema lui Lagrange avem z™ = e pentru orice z € G.Din

aceasta observatie se obtine usor f(z + ny) = f(z)f(ny) = f(z)f*(y) = f(z) 1)
~din faptul ca f este morfism, pentru orice z,y € Q.S4 demonstradm acum ci f este
b—a

constantd.Fie a,b € Q arbitrare.Punemin (1) z = asiy = de unde obtinem

f(a) = f(b).Acum este imediat din faptul ci f este constanti si este morfism ca
f(z) = e pentru orice = € Q.
Bac



8.1.9 Covasna
1

e 1 :
l.()Fiey = 2+ 1,z = ——.Conform (#6). 504 sk e = JPunénd acum y = 1
% + Z ].

rezulti z x z =

Z CAcum V2 (V24 1) = ¥ =v2-1

o 22 242
(1f) Se verifica usor cé legea nu este asociativa.

(tii)Presupunand cd ar avea element neutru si zicem e ar trebui ca z * ¢ = z de

unde U asadar e = —1 contradictie cue > 0.

2.Este suficient sd demonstram c& morfismul este injectiv,grupul G fiind finit.Vom
folosi lema dacd (m,n) = 1 existd a,b € N* astfel incat ma — bn = 1.Acum
presupundnd cd existd z,y € G cu z™ = y™ avem ci z%" = y*™ asadar
z? 1 — P41 Este binecunoscut cd 2" = y” = e de unde z = y.Am obtinut

astfel ci f este injectivd si demonstratia se incheie.

3.a) Avem cd al + bJ = lde = z + cAcum ne uitdm la aJ — bl =
/a,cos:c—bsina: sl / (asinz + bcosz)’ ‘5

=1 i b Asadar
asinz + bcoszx asinz + bcosz oSt eos)ih cAg

ax —bln(asinz + beosz) ax + bln(asinz + bcos z) L

. a2 + b2 +C§1J:( ] a2+252( )
= : e*(z—1) . z(x—1 :

(b)Vom calcula pe rdnd integralele [ e, si [ W.Pentru prima sd

e* e*(z — 1) . 1
notdm — = y de unde dy = ———.Integralarevinela s dy = arctany+

z i e 1

e*(z — 1) e®

c.Agadar / W = a.rctan; + c.
Pentru a doua si notim f(z) = €?* + z2.Avem f'(z ) = 2¢%® 4 2z de unde
2f(z) — f'(x) = 2z(z — 1).Integrala revine la[ f(fﬂf(m) L8 o oy flz)+c
Rezultatul cerut este arctan — — 2z + In (2 + 22) + ¢

4.(a)Substituim z — 2 — z @ixobtinem f(2 — z)F(z) = 1 de unde F(2 — z) f(x) —
F(z)f(2 — z) = 0 echivalent cu (F(z)F(2 — z))' = 0.Functia g(z) = F(z)F(2 — z)
este derivabili si avem ¢'(z) = 0 de unde rezultd ci existi ¢ € R cu g(z) = c.Acum
tot din relatia initiala se observa c F nu se anuleaza si cum ea este continud rezultd
cd are semn constant.Asadar ¢ > 0.
f(z)
F(z)
F(z) = pe?® cu ¢ > 0 .Se obtine f(z) = pge?® si ca si verifice conditia initiala
trebuie si avem p?qe?? = 1.
Bac

(b) Obtinem de la (a) si ipoteza = % de unde In F(z) = _:2 + a.Din aceasta



#
8.1.11 Dolj

1. Din cele doud relatii avem a - b = a? - b = e = a - b%. Analog pentru cealalt
relatie.

2. a) Dac3 notdm cu

Il

f(z) = 2€° 4 cosz + sinz = f'(z) = 2® + cosz — sinz = sinz
gL )~ s .

Avem [ =} [ L& L@ gy = 2 _ 11y f(2) + C.

b) Daci notdm cu

pr) =z+ L1 = ¢(z) = %5—1 siz+1-L1 =14 m¢'(w),(me¢(“’))’ =
(1+ 28 (z)) e*®.

Obtinem astfel I = [ (z¢%®)) dz = ze#® 4 C.

3. Cum F’(m) e f(w) . EEF'(m);;a(cez)F(w) ! _arcs;r;ge !

in e” 1 : A T o
Cu substitutia e = t = — [ 282 dg = -t-a.rcsmt—l—ln(t +4/7—1)+

Obtinem astfel F(zr) = arcsine® + €”In (-e—lg+ == — 1) +ce”. Din
FlO) = 2 = ¢ = § = f(z) = F(z) — arcsine® = f(z) =

eln (& +4/3 - 1) + 5
Bac



Bac

8.1.12 Galati

1.(a)Fie@ € Z.Vom considera f : {1, yp—=1} = {1,...,p—1} f(z) = az(mod p).Se
observ4 usor ci f este injectivd,de unde se deduce ci f este bijectivd agsadar exista
j astfel incat aj = 1(mod p) de unde aj=1.

(b)Cum fiecare element este inversabil si inversul este unic avem 114 .+

i i —1 0

ooy bt o0 5 +p—1:p(p2 )9

Acum1-2+...+P"2'P“1:Zk(k—l):Zkz_Zk:(p )z;(Zp 1=
L=2 k=1 k=1

o 1
pp—1) 2_ ) Daca p = 3 suma este 2,in rest ea este 0.

2 Este suficient sd gdsim o matrice A € M,(R) astfel incat A?°® = I si
A' # I, cui = 1,2007 pentru cd vom considera subgrupul nostru ca 7 e
0,...,2007}.Dac ne uitdm la valorile proprii ale matrici A ele sunt complexe con-

jugate si 22008 — 1 de unde putem alege A = cos S i

.De aici alegem

1004 1004
CcoSs e sin =
A= 10(%_4 107P4 _
—S 7004 °°° 1004

T

3.Fie f(z) = (2 + 1)g(z).De aici g(0) = 1si glayeE 1+ / g(t) dt.De aseme-
0

nea g este continud de unde g admite primitive.Fie G primitiva lui g.Avem
G'(z)—-G —
G'(z) = G(z) + 1 — G(0) de unde ("’)em TEe l—g—((ﬂ
/

scrie (Ge(:)) = ((G(0) - 1)e_”)i asadar Ge(:) = (G(0) — 1)e™” + c de unde
G(z) = G(0) — 1+ ce®.Aceasta ne dd g(z) = ce®.Din ¢g(0) = 1 obtinem ¢ = 1.In final
f(z) = (=% + 1)e*.

4 Definim f(z) = g(z) + z*Din aceasta g admite primitive siglz +y) = g(z) +
g(y).Fixdm y si fie G primitiva lui g.Avem ca (G(z + y) — G(z))' = g(y) de unde
Glz+ ) = G(z) + zg(y) + c(y) unde c(y) este o constantd.Punem z = 0 si obtinem

+ G(0) = G(; , £

;(y)mri a(bi)l G(y) de unde G(z + y) = G(z) + G(y) + G(0) + zg(y).Pentru z = 1
Y avem g(y) = G(1 + y) — G(y) — G(0) de unde g este derivabili,asadar

continua si cum verificd g(z + y) = g(x) + g(y) rezultd ci g(x) = kz unde k este o
constantd.Solutia este astfel f(z) = 22 + kz.

Aceasta se re-




8.1.13 Gorj

1.(a)Se verificd in mod trivial toate proprietitile:asociativitate,

comutativitatea, faptul cd este parte stabila,elementul neutru care este 0 si faptul
cd fiecare element este inversabil inversul lui z fiind —z

(b) S& presupunem prin absurd ci existd un izomorfism intre Z si Z[i].Avem ca
f(z+y) = f(z)+ f(y) pentru orice z, y € Z.Din aceasta avem f(z) = zf(1).Acum
fie f(1) = m + ni.Se observad usor cd m,n # 0 altfel f nu ar mai fi bijectiva.Din
faptul cd f este surjectivd existd a € Z astfel incat f(a) = m + (n + 1):.De aici
a(m+ni) = m+ (n+1)i de unde am = a sian = (n+ 1) ceea ce este o contradictie.
2.(a)S4 presupunem cd ambele sunt subgrupuri netriviale.Fie a # ¢ € H si
b # e € K.Dacd ludm ab el nu poate fi nici in H nici in K deci nu poate fi in G
contradictie.

(b)Fie ¢ € H Elementul ca nu poate fi in H dar este in G de unde este a sau a2.Se
observd imediat c& poate fi doar a deoarece ca = a2 rezulti ¢ = a contradictie
cu a nu este in H.Din aceasta ¢ = e.Asadar ¢ = e de unde G = {e,a,a?} cu
a® = e.lzomorfismul este dat in mod trivial de fla?) =

3.Pentru ambele limite vom folosi urmatorul rezultat Dacéd f este integrabil

20

5 : 5 k=1
Rienmann atunci lim =~=—~—— " f f

n—00

Prima limita este dati de functia f(z) = 1 7
&

si respectiv diviziunea ( —)
vq
k

Limita ceruts este astfel / d:z: =In(1+=x) |(1) =1n7

(b) Pentru a obtine rezultatul vom folosi aceeasi functie si divizunea

: De aici lim : o . T S : -5 . In2
S . £ —_—) = :

1 s 1 2 3 1 b
2n+ 1 n+ s dn — 1 e
] 1

3
1+1++1+1 1 1++1 A
2n 1 Hnad 2T dn—1 . dn n+1 n+2 2n
In2
unde limita ceruti este 3l

Acum avem cd




Bac

4.(a)Evident Inz > O pentru z € [1;¢] de unde I, > 0.De asemenea Inz < 1de
unde / In"z(lnz — 1) dz > 0 de unde I,, > I,;1. Asadar sirul este pozitiv si

descrescdtor.

e n—1
(b) I, f In" 2dr = /(m)’ln”mdm = (mln"m)]i —f m-ﬁln—m—xd:c =
1
e—nl,_ ;. Acumdin I,_; > I, rezultd I, < e — nl, deunde I, < —1A§adar
mn
by 1. =10



8.1.14 Hunedoara

sinz CcoS T
1.(a)Fie I = a8l 0= dr. A 31
il /38'1I1m+4cos:c e /331n:c+4cos:c s =

4] = flda: = z + c¢.Acum si calculdm 3J — 41 = f3cosm*4sm:c dez =

3sinz + 4coszx
/ (3sinz + 4cosz)’

dz = In (3 si 4
3sinz + dcosz el T

z + 7ln(3sinz + 4 cos z)
+c.

25
(b) Facem schimbarea de variabilda z = g— — y de unde dr = —dy.Integrala

w

: z sin” x 2 cos™ :
devine — dr = — - dy de unde prin adunare
o SIn"z+cos"zx o SIn“y-+ cos”y

.. n I z . n
sin * ™ A sin "
avem 2 — dr = 1dz = —.Asadar — dz =
g SIn"z+4 cos"x 0 2 g sin"z-= cogtzx
s

Peaicil +J =

3

(~E]

e
2.(a)Este usor de vizut cd U = {w*|k =0,...,5} unde w = cosg + isin g.De aici se
obtine imediat faptul ci (U, -) este grup abelian.

(b)Din teorema lui Lagrange pentru un subgrup H cu |H| = 3 trebuie sd avem
z® = e pentru orice z € H.De la structura de la (a) pentru U se deduce usor ca
H = {1,w? w*}.Pentru (Zg, +) trebuie sd avem 3z = 0 pentru orice subgrup.De
aici singurul care verifici este {0, 2,4}.

3.Vom folosi urmitoarea teorema:Daci h, g : R — R cu h admite primitive i g deriv-
abilid cu derivata continud atunci f g admite primitive.

Daci f admite primitive atunci cum funtiile sh(z) si ch(z) sunt derivabile cu
derivata continud rezulti ci g;,go admit primitive.Pentru reciprocé sd observdm
ci f? = g3 — g? de unde f admite primitive.

4.(a) Punem y = 0 de unde 2f(z) = 2f(z) + 2f(0) asadar f(0) = O.Punemy = z
de unde f(2z) = 4f(z).In final punem y = —z de unde f(2z) = 2f(z) + 2f(—z).Se
obtine astfel si ultima relatie f(z) = f(—=z).

(b)Vom demonstra prin inductie.Pentru k& = 2 se observa usor ca unul din nu-
merele f(z+y) sau f(z — y) este mai mic decat f(z) + f(y) folosind ipoteza.Acum
sd presupunem cd este adevdratd pentru £ si s4 demonstrdm pentru k£ + 1.Avem
flaizs + ... +apzp — k1) + flarzr + ... + ar2p + 2py1) = 2(f(2r+1) + flarzy +

LR

+ arxy)) de unde in mod analog unul din f(a1z; + ... + axzZr — Tx41) sau

fla1z1 + ... + axzk + zk41) este mai mic ca f(zgy1) + flarzy + ... + axzi),de unde
folosind inductia mai micca f(z1) + ... + f(zx,1) si am terminat.

Bac



#
8.1.15 Mures

1. Fiexz = 2cost, t € (3, 2) Fie a1 = V2 + ap, cu a; = 2cost.Prin inductie
se aratd cd a,, = 2 cos 2,.,—_f r = 2cost = dzr = —2sintdt. Astfel avem:

2. a)Parte stabild, asociativitate, comutativitate evident.e = f (%) € R*,jarz =

f (p—f%—m) € R* simetricul lui z.

ery=uxry
:E*y:f(kf_l(ic)'fml(y)) = k".z.y==z -y Vo,y e R* = k" =1
f(z) = =" e

= k = %1 In functie de paritatea lui n.

3. 2F(z) = z(f(z)-%) = flz = 2% 4 2 f derivabils =
fz) = 2”(”) QF(”) + % = , folosind relatia din enunt =
22f (z) = zf(z) + 22, de unde 2L{&) _ L&) _ 1 (ﬂwﬁ) =1
= f(z)=zlnz+kz, k € RCum f(1) = 2008 = f(z) = zlnz + 2008z.

4, Fierx=¢ = a=a%® = a°=¢ = a=a"!

Relatia devine: az® = za = 2° = aza, Vo € G

Fi =
iez «— az ”=>” (a:c)('a:c.)(a:c) a(az)a S R A0 i
" asociativa
= ar’=za = ax’ =aza=1° = 2’ =23Vz € Gz’ =eVz € G

2

Flem"fﬂy(wy)g—e = oyzy = eDarz® = ¢y’ =e = 2%’ =¢ =

zyry = 22y? = yz = zy Vz.u € G.
Bac



Bac

8.1.16 Neamt

1Fie z € HDaci e € G — H conform ipotezei z- e € G— Hdeundez € G- H
contradictie.Asadar e € H.Mai departe 2! € H, altfel 27 € G — H de unde
z-2-! € G — H echivalent cu e € G — H fals.Acum pentruz,y € H presupunand
cdzy € G— Hrezultd ciz™! - (zy) € G — H deoarece z~! € H.De aici ar rezulta
y € G — H fals.Asadar zy € H.Din toate acestea rezulta H subgrup.

2.a)Avem ci zyz = y® de unde zy(zyz) = zy* echivalent cu (zyz)yz = zy*
asadar y*z = zy* Mai departe y'? = (zyz)* = zytz = yio? = y* deundey® = e
b)Avem ci y3 = (zy®z~1)? = zy°z folosind z = z—1.Mai departe zy®z = z?y°z?
de unde y = y° echivalent cuy® = e.

t ' in’z -
3@f—2¥r¢::/_ et w=:/_?m‘@f<m&mn
1+4sin“z sin z(1 + sin” x) sin® z(1 + sin” )

schimbarea de variabild ¢ = sin® z de unde dt = 3sin® z - cos z dz.Integrala devine

1 1 1 t
dt = | =dt— | —— dt = - .De aici primitiva lui t
/t(t+l) /t /t+1 ln(t+1)+c e aici primitiva lui f este
ln( sin® z ) s
sin®z + 1 :
b) Fie g(z) = sin’z + €® + z.Avem c& g'(z) = 2sinz - cosz + e® + 1.De aici
d(z) — g(z) = 2sinzcosz + 1 — sin?z — z = sin2z + cos?z — z.Avem agadar

i = F
f g(z) = 9(z) = /____g (2) dz — fl dz = Ing(z) — = + c. De aici primtiva lui f

g(z) g(z)
este In (sin’z + €® +z) —z+c.
4 Inegalitatea se rescrie f (=) > 1 de unde prin integrare avem
V1+ ()
b ! b
f(@) dr > f 1 dz.Aceasta  este  echivalentd cu

a V1+ f3(z) 3
ln(f(m)—}-\/l—l-fz(a:))l;: >b-—a.
De aici f(b) + +/1 + f2(b) > €.



8.1.17 Olt

1.a)Se observd usor cd 0 € 7.Acum daci t;,to € T avem cad pentru orice
z € R\ {(2k + Valk € Z} c& f(z + t1 + t)) = flz +t1) = f(z) de unc'le
t; 4+ to € T.De asemenea f(z — t1) = flzx —t1 4+ t1) = f(z) de unde —t; € 7.Din

toate acestea T este subgrup al lui (R, +).
b) Fie a cea mai micd perioada pozitivd si presupunem ca existd b astfel incat

b
b # ka pentru orice k € N*.Fie m = |—|.Avem astfel m < — < m + 1 de unde
a a

ma < b < ma + a echivalent cu 0 < b — ma < a.Din cele demonstrate la a) avem
cd b — ma este si ea perioadd a functiei dar contrazice alegerea lui a.Deci nu exista
un astfel de unde 7 = {kal|k € Z},asadar este ciclic.

2.54 ardtdm mai intdi cd f este bijectivi.Avem cd f este continud si deriv-
1

abild. De asemenea f'(z) = 1+ — > 0 de unde f este strict crescitoare.Pentru a
m .

termina avem lim f(z) = —ocosi lim f(z) = +oo.

z—0 z— +o00
Asadar f(t) = z are solutie unicd.Mai mult ¢(z) este inversa funtiei f de unde
este si ea derivabila .

Pentru a calcula integrala facem schimbarea de variabild z = f(y) de
unde dz = f'(y) dy.Capetele se schimbd in 1 respectiv e.Avem astfel
1
e e i o €
() ] y f 1 e
— dy = —= dy = —dy ={lng)|. = 1.
1oy ioabl 1% (ny)];
3.Facem schimbarea de variabild a,r = y de unde a,dz = dyIntegrala
devine ai f(y) dy.Cum funtia f este continud ea admite primitive.Fie F' o
n Jo
1
primitivd.Avem mai departe / flans)yds = £180) = F(O) :
0 an

n—o0

1 * X
Acum dacd A # Oavem cd lim floga)de = 5 5y 1) = %/ JFla) dz.
0

F(a,) — F(O F(y) — F(0
Daci A = 0 avem lim (a )a L0 lim, W0 F'(0) = f(0) de unde
n—oo n P> y
rezultatul cerut.
4 Mai intdi sda demonstrdm cd existd o infinitate de functii ~ : [a;b] — R

detivabilé cu hla) = h'la) = h(b) — B(B) = B / " h(z) dz £0,

Este suficient s demonstrdm pentru h = (z —aa)g(:c — b)%(2? + 1) dupa aceea



Bac

, ~ L

o vom inmulti cu o constantd.Evident prima conditie este verificatd iar pentru
b

ultima avem din teorema de medie ] h(z) dz = (b —a)(c — a)?(c—b)?(c?> + 1) cu
¢ € (a;b).Evident niciunul din acesti termeni nu poate fi nul si am terminat.

Acum pentru problema noastra considerdm g, : [an; ant1] — R
Gn = Cn(T — an)?(z — any1)?(2? + 1) unde ¢, este ales astfel incat

An41
/ O = bid
an &

Consideram f = gn pe intervalul [a,;a,+1] pentru oricen € N*si f = 0 pe
intervalul (—oo; a1].Toate conditiile sunt verificate si am terminat.



8.1.18 Silaj

1.Vom demonstra mai intai ci grupul G este comutativ.Fie z,y € GCumzy € G
avem ci zy = (zy)~! = y~'z~! = yx si am terminat. Acum pentru funtia g punem
z — ax de unde g(az) = f(az)f(a’z) = f(az)f(z) = f(z)f(az) din faptul ca
grupul G este abelian asadar g(az) = g(z) pentru orice z € G de unde functia nu
este injectivd.

2..(a)Asociativitatea este indusd de pe multimea My (R).Acum fie ab : € H
o a

& 6 G b e d RN a b
(—d c) B egl 1 (—b a) ' (——d c) = (—d c) ' (—b a)

= gombie Mhihag Acum conditia initiala este ca det(4) # 0 cu
—ad —bc ac—bd
A € H.Cum determinantul este multiplicativ conditia se pastreaza asadar
ac—bd ad+bc
—ad — bc ac—bd
parte stabild.Se observa usor cd Iy € H de unde H are element neutru.Fiecare
matrice A € H este inversabila peste M(R) avand det(A) # 0.Inversa ei peste
a —b

My (R) este a? g b  a? 2: b? si se observi c3 inversa este si ea in H .Asadar

[

¢

€ H.Am obtinut astfel ci legea - este comutativd si H este

a2+ b2  a? +b?
(H, ) este grup abelian.
(b).Grupurile (H,-) si (C*,-) sunt izomorfe prin izomorfismul f (( ab b)) 3
- a
a + bi.
(c)Folosind izomorfismul f(A") = f" (A) de unde f(A™) = (a + bi)" asadar
(a+bi)*+ (a—bi)"  (a+b))" —(a— bi)™

no_ 2 21
A" = | (@+b)"=(a—bi)" (a+bi)" T (a=bi)
21 2
e o |
3Vom calcula mai intai Iy = / dr.Avem cd existd
(2 + = — 1)2
glz) =i 2 4l

un polinom g astfel incat (m) A de unde



Bac

(2 +2—-1)g(z) = 2z+g(z) _ x*+1 Asadar (z° + 2z~ 1)¢/(z) — (2z +

(22 + z — 1)2 (224 z—1)2
1)g(z) = z? + 1.De aici se vede relativ usor ci grad(g) = 1 si notdnd g(x) = az + b
dupd calcule avem a = —1 si b = 0.Conchidem cu I} = — +_x 1 L.
m —
Pentru cazul general facem schimarea de variabild y = % de unde
T Lo
2 2n—1
z” +1 2n—2 y

dy = a1 dz.Asadar I, = /y gy == o + ¢ de unde

_$2n—1

L=

(2r — 1)(z2 + 2z — 1)2n-1 8

2
4 Vom folosi faptul ¢ cos = = 1 — 2sin? l.Dacé g(z) admite primitive si 2¢g(xz)
’ T

> 3— e 0
admite primitive.Avem c# 2g(z) = { e Gl 7 .Este binecunos-
2a;2 =1
= £0 2 0
cut faptul ci { o P si { P 7 admit primitve.Din acestea
0,z=0 D20

: . 3,z#0 o o

prin adunare ar rezulta c4 functia { it admite primitve de unde necesar
T =

e 3

=



8.1.19 Satu Mare

2 2
1.a)Avem prin schimbarea de variabila y = e cx ay = e’ . ¢?” . 2z de unde
2
: 1 e %
integrala noastrd devine / 5 dy = %—l—c de unde [ " tzt+nz g %_ +ec

1 2sinzx
b)A a da =
i s f cos z(1 — sin 2z)(2 — sin 2z) v f sin 29:(1 — sin2z)(2 — sin 2x)

f sin z d:c+f 2sinx / sm:c 5 2sinz
sin 2z 1 —sin Zm 2 —sin 2z i 2cosx 1 —sin 2m
sin z i
2 — sin 2z

Vom rezolva fiecare din aceste integrale prin substitutia tan (g-) = y de unde

=
x = 2 arctan y.Avem asadar dz = y‘f{- 1 dy, sinz = 2 1 §i cosz = i+ 32.
Prima integrald devine / ;g = / — dy + f le dy =
Inl+y—Inl-y+e '
A doua integrald devine / ] de = 8 / i dy.Fie a si
1 —sin 2z (y? + 2y = 1)?
b radicinile polinomului X? + 2X — l.Avem ci 8/ T ny iy dy.; =

Y Y Y -
Sf(y—a)gdy . 16/<y—-a>( o T 8/<y—b)2dy -

(”(blfaa )f(y—a iy + (84005) [Ty + s oo+

16a 16b 8a
Sb/ (8—1— )ln —a —|—(8+————)ln y—b) — —
PEDE B o g o R 50 e
—__—5 + 6
. : sin y
e = dy.S
Pentru ultima integrald avem / TR dz 4 R P y.Se

considerd descompunerea polinomului (X? + 2X — 1)2 + 1 = (X? + pX +

q)(X? + rX + s)(se determind p,q,r,s din aflarea rddicinilor complexe

ale ecuatiei (22 + 2z — 1)2 + 1 = 0).Vom determina A, B,C, D astfel incat
1 :

= G 4 SE S Dupd calcule avem

(X24+2X-1241 =~ X24pX+gq i e e
p—r {g=s)—rlp~=r) :
s rB 35 L = —Asi
(ps—r)(p—1) + (g —5)° s —rQ)(p—7) + (g — 5)2 i

A
_ = Dpip=ri~igics)
Yoy R e e




Vom exemplifica doar pentru o parte restul fiind analog f 4?; fi;qu) y =
y(4B — 4Ap) — Aq / % + p
4A d dy = 44 2B — 2A —_—dy —
/ y+f Y +pyt+g 55 | Fimia®

mA+u@—2@)/ dy = 44y + (% - 2AP(R Loy Eg) =

y2 + mi + g
(gA + 2Bp — 2Ap?)

dy = 4Ay + (2b — 24p)In (v% + py + q) —
A (y+32@2;+q—%

2Bp — 2A
qA+ P P arctan y+2

Vi-% -1

2. Facem schimbarea de variabild y = 2a — =z de unde dz = —dy.
O(y—a)+ (y—a)® + ... + (y — a)20"
s 1@ - o)+ ¥ (y—a)i

- 3 2007
(a=y)+(a=y)P’+..+(a—y)
_]; 14+ (a—y)2 + ...+ (a — y)2008 dy = —I deunde I = 0.

Integrala devine I = — dy =

3.a)Operatia * este evident asociativd si comutativd.Acum din faptul cd z,y € G

avem (z — k)(y = k) > Osi (z + k)(y + k) > 0 de unde k? + zy > —k(z +y) si

k2(z + y)
k2 + x

z x y € G.Elementul neutru este 0 si inversul elementului a este —a.Din toate

acestea (G, *) este grup abelian.

b)S& demonstrdm mai intdi cd funtia este bijectivd.Evident ea este continud

k2+zy > k(+y) deunde —k < < k numarul k2 +zy fiind pozitiv.Asadar

si derivabild pe (—k;k) si avem f'(z) = 5 de unde f'(z) > O pentru

EEid o
orice z € (—k;k).Asadar f este strict crescéitoare Acum limg_.x f(z) = 400 si
lim,_._j = —00.Din toate acestea f este bijectiva.

Pentru a fi morfism este necesar f(z *y) = f(z) + f(y) pentru orice z,y € G.Se
verificd prin calcule si concluzia rezults.

4a)Avemcip-z=z+z+..+tz=1-z4+.+1-z=(1+..1)z=0-2=0.
b wp' o A ;' - . ’
P

P
b)Din comutativite este valabil binomul lui Newton (a+b)P = Z akpP—Fk (i) .Cum
k=0

Pl (2:) pentruk =1,..,p — Isip-z = O pentru orice z € R rezultd (a+b)? = a? +bP.



NE

Putem folosi relatia de la b) de unde

o)y O &)
(= 0 o )

0
JA=I3+BundeB=| 0
0

w

AP = I3 + BP.Se observa usor ca B
Bac

= (O3 de unde AP = I;.



8.1.20 Sibiu

Be) B
n 0 n

1Se observd usor ci lim 2=° = B = =
n—o00 T n—oo T
/0 f%(z) dz,acestea  fiind sumele  Rienmann.Vom demonstra  ca
n—1
k k1 k
() (55)-16))
~ n n n
im = 0. Functia f este continud si este

n—oQ

definitd pe un compact deci conform Weierstrass isi atinge marginile.Existd
asadar M astfel incat |f(z)] < M.De asemenea conform teoremei lui La-

grange existd ¢ € (E,k+1) astfel Tncat f(ﬂ) s f(ﬁ) L fi(ck).
n n

S P
S ((2)1(3) v
Din acestea obtinem b 5 < kzonz Sa

n—1
> 1 ()l

observim ca 2= este 0o sumi Rienmann asociatd lui |f’|. Asadar
n
n—1
k k41 k 1
;f(;) (((E2)-4(3) M [ 1f(@) o
< lim = 0. Rezul-
n—o0 n n—0oo n

1
tatul cerut de problema este asadar 3 / f2(x) dz.
0

2.Din faptul ci g este morfism avem c& pentru z,y € G (BPY = "y =

(zy)"(zy)™ = z2"y?".Din faptul ci f este morgism rezultd z"y"z"y" = = z2"y?" de
unde y"z" = z"y™ Acum folosindune de faptul cd f este surjectiva rezulta (G, -)
grup comutativ.

3.2)S4 presupunem cd f admite primitive.Cum diferenta a doud functii care

admit primitive este o functie care admite primitive avem cd —f + z admite
sin

primitive.Asadar g(z) = { - = admite primitive.Acum functia
2008,z =0
sinz
iz} =4 70 admite primitive,fiind continud de unde folosind acelasi

lzc—O



0z =0

2007,z =0
este o contradictie,aceastd funtie neavand proprietatea lui Darboux.

(b).Fie F' primitiva functiei f.Cum ea este neinjectivd existd z,y € R astfel Incat
F(z) = F(y).Aplicand teorema lui Rolle pe intervalul [z; y] functiei F' obtinem c&
existd ¢ € (z;y) cu F'(c) =0 & f(c) =0.

4.Fie p cel mai mic divizor prim al ordinului grupului.Conform teoremei lui
Cayley existd z € G cu zP = eFie H = {zii = 0,..,p — 1}.Se verificd imediat ca
H este subgrup al lui G.Cum singurele subgrupuri ale lui G sunt cele improprii gi

|H| > 2 rezultd H = G si problema este incheiata.
Bac

argument ca la inceput am obtine ca { admite primitive ceea ce



