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41.20 Suceava

1. Fie (G,-) un grup si a,b € G, n € N* astfel incat a"b"*! = b"a™ b a™! =
a™b™.Aritati ci a = b = e,unde e este elementul neutru al grupului G.

2. S4 se demonstreze cd,pentru orice numar » € N*existd o infinitate de
grupuri care au exact 2" subgrupuri.

T ,
3. S4 se calculeze / ——"E——— dzx.
0 1 + S 233

4. Fie (z,,)n>1 un sir de numere reale pozitive cu lim z, = 0si f : R - Ro
> n—oc

functie continua si monotona.Sa se arate ca

= 2
lim 1 Z ) 4 (-Ii + éb"n) = / f(z) d=.
o os e 4 i

Bac



41.21 Teleorman

1. Fie a € R*.S4 se determine functiile f : R — R care admit primitive astfel
incat f(0) = 1 si existd o primtivd F' : R — R a lui f care verifica relatia
f(z) =aF(z), Vz € R.

1 0 z
1
2. Fie G multimea matricelor de forma A(z) = By =2 0
: Sl ’
& 0 1
€ (—1;1).
S4 se arate ca:
(@)(G, -) este grup abelian.
®)(G, ) = (R, +).
3. Arétati cd intervalul [—1; 1] este parte stabild fata de operatia:
zoy=zxy1—y?+yv1-—z>
1 .
4. S4 se calculeze / s Slfl(mc)
o 1+ 2sin(nz)
Bac
#
4.1.22 Vaslui
1
1. Sa se determine f : (0,1) — (0,1) continua si f | - | = - ,care admite pe F'

2 2
ca primitvd si f(1 —z)F(z) =z, Yz € (0; 1).

2. Fie M = { A(a) 1 2«1?), aEZS}.

b

(a) S4 se arate ca (M, -) este grup.



(b)S4 se arate cd (M, ) = (Zs, +).
(c)S4 se determine automorfismele grupului (M, ).

2132

1
3. S4 se calculeze f P e B dz.
o T*4+z*+1
4. Fie G un grup si H un grup al s#u, card(G — H) > 2,cu proprietatea cd orice
doud elemente distincte din G — H nu comutd intre ele.S3 se arate c:
(@)a? =e¢, Ya € G — H;
(b)H este comutativ;
(c)S4 se dea un exemplu.

Bac
#
4.1.23 Vrancea
1. PeR se defineste legea de compozitie z oy = zy — 2008z — 2008y + 2008 - 2009
(a)S4 se arate cd z o z > 2008
(b)S4 se calculeze valoarea numirului c,unde ¢ = (—3000) o (—2999) o
(—=1) 00... 0 3000
(c) S4 se determine pirtile stabile finite ale lui R in raport cu legea compozitie
Q
2. Fie multimea M = (a,0) silegea z xy = zy — axz — ay.54 se determinea € R
astfel ca (M, *) sd aiba structurd de grup.
e 0
3. Sd se arate ci functia f;R— R f(z) = { i 7 admite primitive.
7:r o
4. 5S4 se Calculegze
—— _dr 2eR
Gl o s s
2z + 1 V5 —1
b a5 ; —— a€R
) f GG Fa ' b AaTng S
Bac
#

4.2.1 Concursul ”Al. Myller”, Iasi

1. Se considera sirul (z,)neN+ @n = [1 (T%leﬁj dz.Calculati nll?go n2"a,.

2. Determinati numerele n € N, n > 3si a € R pentru care polinomul X™ +
aX — 1 are un divizor de forma X? 4+ aX + Bcu o, € Z.



3. Determinati funtiile strict crescdtoare f : [0, 1] — R pentru care

1
[ f(z) €™ dz| < 2008 pentru orice n € N.
0

4. Fie A un inel finit in care numirul elementelor inversabile este egal cu
numdrul elementelor nilpotente.S4 se arate c& numarul elementelor inelului
este o putere a lui 2.

Bac
#

4.2.2 Concursul centrelor de excelentd din Suceava

1. Se consideri corpul (Z,, +, -) unde p este un numaér prim mai mare decat 5.54
se arate ci ,pentru orice @ € Zy, ecuatia 1 + (z2)2 + ... + (zp—1)?~ ' = o, In
necunoscutele zi, ...,z,_1 ,admite o solutie (a1,...,a,_1) cu proprietatea ca
a; € {0,1} ,Vie {1,...,p - 1}.

2. Aritati cd daci z,y € A, unde (4,+, ) esteuninel, siz" + y" = (z + y)"
pentru oricer € {2,3,5},atunciz™ + y* = (z +y)",Vn € 2N + 1.

3. a)Folosind eventual inegalitatea tg o > a,valabild pentru orice o € [0; %),

ki %
4 gin(sinz 4 ,
sd se demonstreze (—) dx > cos (sinz) dz
0 sSinx 0

4
b)Sd se demonstreze inegalitatea /
0

deei . sin(sinx)
2sin — — 1 unde f el Do |
V2sin 7 unde functia e

pe==il

Pin 00 ¢
4 sin (sinz)

cos (sinz) dz > f dz +

0 sin

este prelungitd prin continuitate in

z ]
ea —ex

a VZVab+ z?

b

4. Calculati dr unde 0 < a < b.

Bac

4.2.3 Concursul "Cezar Ivinescu”, Targoviste

1. a)Fie G un grup finit si A o submultime a lui G astfel incét card(A) >

5 card(G).Demonstrati ci pentru orice g € G existd a;,as € A astfel incat
g = aia2.
b)Fie K un corp finit.Demonstrati cd pentru orice z € K existd u,v € K astfel
incat z = u? + 02

¢ arctan x

2. Fiea > 1.Calculatiintegralaf(a) = fl AT i



3. Se consder3 o functie derivabild f : [0,1] — R cu f(0) = 0 si cu proprietatea

1 2 1
cd0 < f'(t) < 1, Vt € [0; 1].Demonstrati cd (/ f(t) dt) > ] 3(t) dt.
0 0
Bac

424 Concursul "Constantin Nastasescu”, etapa finala

1. Se considerd n € N,» > 3 si functiile f; : [a,b] — [¢,00), i € {1,2,..,n},
¢ > O,continue pe intervalul [a,b].54 se arate cd,pentru orice ¢ € S, avem
inegalitatea:

( [ 1@ dm) ( [ 5o dm) ( [ 5w dx)

b g2 b 2
fl (x) f'n.(x) d
( a fa(l)(w) dm) ( a fo(n)(ic) 'T) ‘

2. .Se considerd o matrice A € M,(Q), unde n € N, n > 3 si un polinom nenul
f € Q[X], pentru care f(A) = O,.Notim I(A) = {u(A)|u € Q[X]}.
a)S4 se arate cd polinomul f are numai rddécini simple in Q dacd si numai
daci ecuatia X" = O,, are numai solutia X = O,, in I(A).
b)S4 se arate ci polinomul f este ireductibil peste Q[X| dacd si numai daca
(I(A),+,-) este corp.

3. Se considerd functia f : [0; 1] — R ,definita prin f(z) = In(1+ z)

si f(0) =1
a)S4 se arate ca funtia f este continud pe intervalul [0, 1].

,Vz € (0; 1]

3

i - 1 a
b)Stiindcd lim {14 — +...+ =i

p 1
—,s4 se calculeze / Flo)idss:
0

2¢ 6

4. Se considerd un inel comutativ (A,+,-) cu proprietatea cd in grupul adi-
tiv (A,+) ordinul lui 1 (elementul neutru la inmultire) este numarul prim
pNotdim M = {z € A|zP = z}.54 se arate cd dacd multimea M este
finitd,atunci numarul sdu de elemente este o putere a lui p.

Bac



Bac

4.2.5 Concursul "Cristian Calude”, Galati

1 i 3
m]_ .‘1’,'2 sas mn
1. a)Notdm V(z1,Za, ..., 2n) = | 2 z2 .. z2 |,unden€N, n>2
n—1 n—1 n—1
] 7 S

fixat si z1,z9,...,2, € C arbitrare.S3 se demonstreze cd

H (mk — 2‘:3)

1<j<k<n

Vizima, o0 =

b)Fie f € RX], f = aoX" + ey X" 1 + ... + an1 X + ap, a0 # O
n € N*, ag + a1 + ... + ap # ONotdm z7 < z3 < ... < z, radicinile
polinomului f.Dacd z; € R pentru orice i € {1;2;...;n} atunci

1 %
E (=105~ " ap+ar+ ..+ o

b)Consideram functia ¢ : (2; +o0) — (1;4+00), p(z) = y, unde y, este solutia
- ;

ecuatiei y* — 1 = (y + 1)=.Sa se cerceteze daca:

i)y este continud,derivabild pe (2; +o0);

ii)existd functii f : (2; +o0) — R care admit primitivesi fo f = ¢.

. Fie S,, multimea permutdrilor de grad n ,n > 3.54 se arate cd nu existd o

!
multime H a lui S, ,cu cel putin % + 1 elemente,astfel incdt o - ¢ = ¢ - o,
VYo,p € H.



Bac

4.2.6 Concursul “Gheorghe Lazar”, Sibiu

1. Pentru p > 0 notam cu F, multimea tuturor functiilor f : [0,00) —
f(=)
ghel
orice z > 0, si cu S, multimea tuturor sirurilor (a,),>1,avand proprietitile

R,integrabile pe intervalul [0, 1],avdnd proprietatea f (l) = pentru
x :

a1 >0siaps1 =an+ —T " > h
a
a)Aratati cd F, # 9, Vpn> 0.
b)Aréatati cd existd o functie g : (0; 00) — R cu proprietatea :

i 2 [f (ﬁﬁ> 3+ (‘;—;‘) 3inet (gﬁ)] = g(p)j(;lf(.’c) dz Np > ONf €

n=rce-n aj n

fp, V(an)ﬂ21 € Sp.

1 2
1 P
2. Fie sirul (ap)n>1 CUa, = f A dz, a > 0p € N*, n =
= 0 o+ ™
1,2,....Calculati:
i) lim a,
n—00
ii) lim : 1+1+1+ + : an| pentru a € (0; 1)
n|— —4+ -+t —— ) —aq ; 1)
n—o0 20 3 p+1 P

(64
Pe o multime nevidd M este definitd o lege de compozitie multiplica-
tivd,asociativd si cu a? = a pentru orice a € M.S4 se arate cd proprietatea
(P)ab = ba pentru orice a,b € M este echivalentd cu fiecare din implicatiile
urmdtoare:

i)dacsd ba = aba atunci ab = ba.

ii)dacd @ = aba atunci a = ab.
iii)dacd b = ab atunci b = aba.

Fie un grup aditiv (G, +) avand un automorfism f : G — G care indeplinesgte
condittiaVz € G ,f~}(z) = — f(z).Arétati c&:

a)(fofi(z) =~ Ve ei;

b) grupul este comutativ;

c) Daci p este prim si (Z,, +) are proprietatea din enunt atunci p = 4k + 1.



Bac
#

Bac

4.2.7 Concursul “Gheorghe Mihoc”, Slobozia

1. Ininelul Z,,,n > 2,consideram Ei,g € Z, si multimile
A={F7€Z,a-F=0}siA={TE€Z|a-T= b}.Fie d cel mai mare divizor
comun al numerelor a si n.

(a)Determinati multimea A in cazul n = 100,a = 5.
(b)Daca d divide b aratati cd B # @.
(c)Daci d divide b,ardtati cd A si B au acelagi numdr de elemente.

: n
2. Nokim 4, = / z"e® dz,unde n € N.Calculati lim Z E‘—'-*'—l—
0

n—00 k
e k=1

3. Fie L,K doua corpurisi f,g: L — K doua functii astfel incat:
i)f(z +y) = g(z) + g(y),pentru orice z,y € L.

ii)f(z-y) = g(z) - g(y),pentru orice z,y € L.
iii)Vy € K, 3z € L astfel incat f(z) = y sau g(z) = .
S se arate ci L si K sunt corpuri izomorfe.

4.2.8 Concursul ”Grigore Moisil”, Cluj Napoca

1. S4 se determine funtiile derivabile f : R — (—o0, 1) cu proprietatea

f(1) = =1si f(z +y) = flz) + fly) — f(2) f(y)

2. Fien € N*si f : [0, 1] — R o functie continud cu proprietatea
2

/0' (1 —2")f (z) d = 0,54 se arate cA fo ' Pe) do > 2n+1) ( fo ) d:c> .

3. Fie f : [0; 00) — R o functie derivabild,convexa cu f(0) = 0.
b 2

a)S4 se arate cé[ i) dt = %—f’(m), Vz € [0; 00)

0

b)S4 se determine toate funtiile pentru care avem egalitate.

4. Fie P = X + a1X™ ! + ... + a, un polinom cu coeficienti intregi de grad
n > 1.54 se arate c multimea numerelor prime care divid cel putin unul din
numerele P(1), P(2), ... este infinita.



429 Concursul “Mathematica Modus Vivendi”, Vilcea

1
z* + 2008z2 + 1

1. S4 se calculeze [ dz ,xz € (0;00).

2. Fie functia f : R — R ,f(z) = f e—t* dt. Fie zg € R si (zn)nen sirul definit
0

1 1 : :
prin zn41 = -z—xn + 3 f(z,).S4 se arate cd sirul (z,)neN este convergent i sd

se calculeze limita sa.

3. Fie (G, ) un grup abelian finit cu n elemente (n > 2), m cel mai mare divizor
al lui n ,n # m,iar p un numdr prim.
Daci cel putin m elemente din G au ordinul p,atunci toate elementele din
G\ {1} au ordinul p.

4. Fie A un inel si a € A.Daci existd p,g € N* cu proprietatea a? = a? atunci
1—a+attlP—9l € U(A).
Bac



Bac

4.2.10 Concursul ”“Nicolae Piaun”

1. Se considerd un grup finit (G,-), a € G, n € N* si multimile 4,(a) = {z €

G 7 g}

a) Dacd G este grup comutativ, si se arate cd A,(a) = @ sau |A,(a) =
An(e)|unde e este elementul neutru al grupului G.(Am notat prin |X|
numarul de elemente ale multimii X)

b)Sd se dea exemplu de un grup necomutativ pentru care existi un element
a al sdu si un numér » € N* astfel Incat |4, (a)| > |4, (e)|.

. Se considerd un sir (ay)penx cua, > 0,Vn € N*sio functie f : R — R care

admite primitive.

a)54 se arate cd dacd f(z + a,) > f(z), Vz € R, Vn € N* atunci functia f este
montond si continua.

b) Sd se arate cd daca f(z+2a,)—2f(z+a,)+f(z) > 0,Vz € R, Vn € N*,atunci
functia f este convexd pe R.

3. .54 se construiascd o functie f : [0;1] — R,care admite primitiveeste

mdrginitd,dar nu isi atinge marginile pe intervalul [0; 1].

- Se considerd (G, ) si H un sugrup al grupului G cu proprietatea ci existd

ai, @z, ..,an € G — H astfel incdt G = HU (a1 H) U ... U (a,, H),unde aH =
{ah| h € H}.

a) Sd se arate ca,daca (aH) N (bH) # @,atunci (aH) = (bH).

b)S4 se arate cd existd k € N* astfel incat z* € H,Vz € G

€)S4 se arate cd,daca G este divizibil ,atunci pentru orice subgrup H al siu,
pentru Vn. € N* i pentru orice elemente a3, a3, ...,a, € G — H avem G £
HU (a1 H)U ..U (a,H). (Spunem ci G este divizibil daci Ve € G, Vp € N¥,
Jdx € G, astfel incat z? = a).



4.2.11 Concursul “Traian Lalescu”, Deva

L. i. Fie (A, +,-) uninel sia, b € A.Aritati c (—a) - (—b) =a - b.
ii. Presupunem cd inelul A este ordonat,adic este dotat cu o relatie de ordine
(<) In raport cu care elementele din A sunt comparabile si avem indeplinite
conditiile :
a,bc€EA,a<b =>a+c<b+c
a,bce A, a<b,0<c =ac<be
Aratati ca 0 < 2 pentru orice z € A.
iii. Aratati cd Z,, nu este inel ordonat pentru n > 2.

2. Fie S multimea tuturor sirurilor de numere reale.Cu My notdm submultimea
lui S formata din sirurile convergente la 0.Pe S definim operatia :

(mﬂ) * (yn) pes (xﬂyn +E1ln-1 +o85 InyO)

i)Aratati cd; (-1—'> * (l') € My
n! n!

ii)Verificati daca M este parte stabild a lui S in raport cu operatia *.

3. Fie f : [0; 00) — (0; 00) o functie continud si crescatoare.Ardtati cd

1§ o1
7(0) fo floyde = /0 2(z) de

4. Fie f,g: |0; 00) — [0;00) doud functii cu proprietitile : -
1.tlim =%
2. g este crescdtoare

t
3.Existd M > 0 astfel incét : / f(z)g(x) de < Mt pentru orice t > 0. Arétati
0
cdg=0.

Bac



#

4.2.12 Concursul “Unirea”, Focsani

1. Fie (G,-) un grup abelian de ordin » $i m un numdr natural relativ prinm cu
12 ;

S4 se arate ci aplicatia f : G — G, f(z) = z™ este un automorfism al
grupului G.

2. Fie (G, -) un grup finit de ordin n,astfel incét oricare ar fi dous subgrupuri H
si K ale sale,avem H C K sau K C H.S4 se arate ca
a) G este grup abelian;
b)G are cel putin un element de ordin n;
c)existd p un numar prim si m natural astfel incat n = p™.

3. .54 se determine functiile derivabile F' : R — R astfel incat:

1
’ —
TS dRa

, pentru orice z € R.

4. Fie f : [0, 1] — [0, 00) o functie monoton4.

a)S4 se arate c3 2/0% it (z+ %) dz < (/01 f(=) dm)

b)Se considerd numerele reale 0 < z5 < 77 < ... < x9,_1.Folosind eventual,

2

inegalitatea precedentd,ardtati ca:

=
I
[

2
2o+ &1+ .. + Tap-1
< i
mjxj’#'“ = ( Q’n )

S =
.
I
o

Bac



4.2.13 Concursul "Papiu Ilarian”, Targu Mures
1. Fie f : R — R o functie nenul4 cu proprietatea ci f(1) = O si

f(z +y) = f(e) + f(y), Y2,y €R
si a, b, | numere reale cu a < b.S4 se arate c4:
a)Existd un sir (z,)nen astfel ca z,, € [a,b], Vn € Nsi JLIEQ Flan) =1

b)Existd un sir (a,)nen astfel ca f(a,) = f(a), Vn € Nsi lim a, = L.
2. Fie f : (0,00) — R o functie de dou ori derivabild cu proprietatea:

(P): lim (a®f" (z) + 42 f (z) + 2f (2)) = 1

S4 se arate ca:

a) lim f(z) = }

b) lim = f(z)=0

c)Pentru orice « € R existd functii fo : (0,00) — R cu proprietatea (P)

pentru care lim z2f"(z) = o

T—r 00

3. 54 se arate cd pentru orice a,b,c € C si pentru orice matrice A, B € Mj(C)
are loc relatia:

det(aAB + bBA + cl) = det(bAB + aBA + cly)

4. Un"automobil parcurge drumul intre orasele A si B cu viteza medie de
100km /h in timpul de T ore.S4 se arate cé:

a)Dacd T' este numdr natural atunci existd un interval de timp de o or4 [¢, ¢ +
1], t € [0,T — 1] in care automobilul a parcurs exact 100km.

b)Dacd T' nu este numdr natural atunci existd o modalitate de a parcurge
drumul astfel ca in orice interval de o or [¢, ¢ + 1] automobilul s parcurgs
mai mult de 100km.

Bac



