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4.1.1 Bihor
1. Calculati f:c"e"“ de, r€R, neN,

2. Fie multimea G = (1, 50) si legea de compozitie z ¥y = /x2y? — 22 — y2 + 2
(a)Sa se arate ca (G, *) este grup abelian.
(b)S& determine numerele m si n astfel incat functia f : (0,00) — (1,00),
= /ma + n s fie un izomorfism intre (R% , -) si (G, ).

3. S4 se determine primitivele functiei f : R — R,

x® + 10z + 4423 + 10422 + 134z + 76
joo A
(22 + 4z + 6)"

Fley= € N*

4. Determinati limita girului

—-*\7;{/ n+ n+‘)) (n+ )

Bac



4.1.2 Briila

a
—b
(@) (G,-) este grup abelian.

(b)Grupurile (G, -) si (C*,-) sunt izomorfe.

= b daigen ol
1. FieG = a) la® + b2 # O} C M>(R).54 se arate ca:

sin’z —sinz — 1

esain T | cosSx

2. Sa se calculeze f dz, = € (0; E).

2

2

3. (a)ArataticaVz € (O; g) cosz > 1-— Sl
; 5 s ™ 3 COST ke
(b)Se considerd functia f : (0; 5—) — R, f(z) = — F' o primitiva a sa.

—

€

SésearatecéF(3

) +n3< F (g) + l; unde e este numarul lui Euler.

4. Fie legea de compozitie pe R, zoy = zy—az —2ay+ 4a, a € R.Aflati a astfel
incét (1; 00) s fie parte stabild a lui R in raport culegea” o”.

Bac



Bac

.a)fieG = (-1,1)silegeaz +y =

4.1.3 Brasov

1. Se considera grupul (Z,,+), n €N, n > 2.

a)Ardtati cd dacad cel mai mare divizor comun dintre a si n este (a,n) = d
atunci < @ >=< d >,unde < 7 > este subgrupul ciclic generat de Z € Z,.

b)Ardtati cd < @ >= Z,, dacd si numai daci (a,n) = 1.
c)Determinatti numérul subgrupurilor lui (Zages, +)-

z+y
| l+zy
comutativ si cd (R?, ) este izmorf cu (G, *) printr-un izomorfism de forma
f(z) mz +n
] =
1+

Aratati cd (G, *) este un grup

cu m si n convenabil alese.

1l —a 0
~a 1 0 la € (—1;1) 3.Aratati
. 0 l1—a

1
V1 — a?

cd (H, ) este grup abelian.

c)Calculati M (%) - M (%) i M (%), n L

b)Fie H = { M(a) =

. Fiea,b € R,a < bsi functiile continue f, g : R — R cu proprietatile :

flatb—2)=f(z), gla+b—z)=—g(z), Yz €R

b b
Sésearatecz‘i/ L:c)clarzz %[ f(z) dz unde ¢ > 1 fixat.

a 9@ 4 1
. 2 :2
. a) Calculati : ] —f—% -ze? dz.

b)Sa se determine functia f : (0, y/7) — R care admite primitive pe (0, /7) si

care verifici relatia ] flz)+ F(z) = cfone entru Vz € (0, /7),unde F
z i = s 9 ¥4

este primitiva lui f iar f (\/—g_) = \/_g' :



414 Bucuresti

1. Fien € N > 2,(S,,0) grupul permutirilor de grad n si A, = {o €
Snlefoy =1k
a)Sd se arate ci: Vz € S, Vo € A,, zoz~! € A,,.
b)S4 se studieze existenta unui subgrup (H, o) al grupului (S, o) care s ver-
ifice urmétoarele conditii :

H\ A, # ©;i)|HN A,| # |H\ A,
(am notat cu | X| cardinalul multimii X).

2. Pentru un grup (G, ) considerdm multimea Z(G) = {z € G|gz = zg,Vg €
G} si elementul sdu neutru notat 1.
a)Sd se arate cd Z(G) este subgrup al lui G.
b)Dati doud exemple de grupuri (Gy,-),(G2,") pentru care Z(G;) =
{1}.Z2(G2) = Go.
c)S4 se arate ci daca p este un numdr prim si (G,-) este un grup finit cu
|G| = p™,m € N*,atunci Z(G) # {1}.

mw
3. S4 se calculeze f e® sin z cos z sin 2z cos 2x dz.
0

(CE]

4. S4 se calculeze lim ] sin (n* cost) dt.
0

n—o0o

Bac

41.5 Buzau

3z 2
1. S4 se calculeze f
0

sin® + cos“ z

dr .
1+ sin® z + cos

2. Fie f : (0,00) — (0,00) o functie derivabild si I o primitiv4 a sa astfel incat
F(z) = f?(x) + f(x).S4 se arate ci f este strict crescitoare.

3. Fie G = {z € C| |2| = 1} si fie a € G dat.S4 se arate ci operatia = * y = %
determind o structurd de grup pe G.

Bac



4.1.6 Caras-Severin

1. Daci (G, +) este un grup finit ,s4 se determine morfismele f : (Q,+) —
(G, +).

2 Fle un grup cu 10 elemente in care exista «, b € G'\ {e} distincte astfel incat
a? = b? = .54 se arate c& (3 nu este grup abelian.

»

‘%é se deten}iine
—_—dz, 0;
1+ .r o &% &8

b) /a:3 = dz ,x € (0;00)

4, Si se arate ci nu existd functii strict crescitoare f : R — R care admit o
primitiva F pentru care F(1 — z) - F(z) = F(z*) vz € R.

Bac

4.1.7 Cluj

1. Pe multimea numerelor reale  se defineste operatia : =z * y =
( 2007/ 4 2007/5 — 2u0{r/n—1_)2007 meR.
a) (R, ) grup abelian;
b) (R, ) este izomorf cu grupul (R, +)

2. InZ; rezolvati sistemul {

3. a)Pentru a € R dat,determinati primitivele funtiei :f : R — R
Jx) = (22 + 4022? 4 3ax + 2a) - o’

b)S4 se calculeze integrala / (221° + 32°) v/ 25 + 3 dx

c)Sa se determine funtia continua f : ]0;1] — R care satisface identi-
1
tatea:/ (222 — 3f(z))f(x) d.n—

Bac



Bac

4.1.8 Constanta

"22(lne — 1)

dz, x € (1;4+00).
o —In*z (4

1. Sa se calculeze /

2. (a)Fie f : R — R o functie care admite o primitivd F' : R — R astfel incét
F(z)sinz < f(x)cosx, Vo € RSdsearatecs f(z) =0, Ve € R.

(b) Determinati functiile f : R — R care admit o primitivi F : R — R cu

propietatea f(«) cosx > F(x)sinz + cos 2z, Vo € R.

. Fie (G, ) un grup finit,iar (Q, +) grupul aditiv al numerelor rationale.Dac3
f:(Q,+) — (G, ) este un morfism de grupuri atunci f(z) = ¢, Vz € R,unde
e este elementul neutru al grupului (G, ).



#
4,19 Covasna

1. Fie M = (0jo0)sip: M — M x M, p(z,y) = = * y,0 lege de compozitie
definitd pe M, care satisface simultan conditiile:

e+ 1D*xzx=1 YzeM
i)(zy)*xz =z(y*2), Vz,y,2 € M
(a)sa se calculeze 2 * (V2 + 1)

(b) Sa se studieze asociativitatea legii ¢
(c) Are legea ¢ element neutru pe multimea A?

2. Fie (G.-) un grup finit cu n elemente.S4 se deomonstreze ci orice morfism
f:G—=G, f(x)=2"unde (m,n) = 1 este izmorfism.

3. 54 se calcuyleze: |
(a) T= i drsiJ = / i dx pentru a,b € R si

asinx + beos asinr + becos x
x € Dunde D = {x € Rlasinz + beosz # 0}.

(b)/(r”1 ol s

2a +£2

4. Fie J : R — R o funtie continua si ' o primitiva a sa.Stiind c&
()F(2—z)=1,YVreR
(a) 54 se demonstreze cd F'(z)F (2 — z) = ¢, Yz € R,unde c este o constant3
strict pozitiva.

(b) Sa se determine toate functiile care satisfac conditiile din enunt.
Bac



41.10 Dolj

1. Fie (G, ) un grup si a, b € G care verifica relatiile: a -h = b-a?,b-a = a - b2, Sa
searatecia-b® =b-a® = e.

2. Calculati:

a) f 2e® +c£::::+sin mdx’ z e (0’ %)

b) [(z+1-L)erteda.

3. Fie f : (—00;0] — R si F' o primitivd a lui f cu proprietatea F'(x) — f(z) =
arcsin (e*), Yz € (—oc;0]. Determinati functia f stiind ca F/(0) = 7.

Bac

4111 Galati

1. Fie p un numdr prim,;p > 3,iar Z;, = Z, — {0}.Pe Z, considersm inmultirea
claselor de resturi.
(a) S4 se arate ci dacd @ € Zy,atunci @ este simetrizabil.

~ ~ — =1 B e —_——
(b)Sasecalculeze 1" +2 ' +..+p—1 sil1-242:3+..+p—-2-p—1

2. Si se determine un subgrup cu exact 2008 elemente al grupului multiplicativ
al matricilor pétratice inversabile de ordinul al doilea.

3. Determinati functia f : R — (0;00) care verificd proprietitile: f este functie

continud, f(0) = 1si f(z) = (1 + z°) [1 + /m 11122 dt], Vz € R.
0

4. Si se determine functiile f : R — R care admit primitive si
flz+y) = f(z) + f(y) + 3zy(z + y).

Bac



#

4112 Gorj

1. Se considera multimea Z[i] = {a + bila,b € Z}, undei? = —1.
S4 se arate ca:
(@) (Z[i],+) este grup abelian,unde ” +” este adunarea numerelor complexe.
(b) (Z[i],+) nu este izomorf cu grupul aditiv al numerelor intregi (Z, +).

2. (a) Se considerd un grup G si H si K doud subgrupuri al lui G astfel incat
G=HUKAtunci G = HsauG = K.
(b)Fie (G, -) un grup si @ € G astfel incat (H, -) este subgrup al lui G , unde
H = G — {a,a}.Atunci (G, -) este izomorf cu (Z3, +).

3. S3 se calculeze
: 1 1 1
a) lim + e ——

1 1 1
b) i :
) nlinéo(zn+1+2n+3+ +4n—1)

€

4. Fiesirul I, = / In"z dz, n e N*,

1
(a)Sd se arate ca (I,,),>1 este monton si marginit.
(b)S4 se calculeze lim I,,.

n—oo

Bac



4.1.13 Hunedoara

1. S4 se calculeze:
(i) sinzx 4+ cosx

3sinz +4coszx

= % sin” z
(ii) f dz.
0

sin”™ = + cos™ z

2. Fie Ug = {z € C|2°® = 1}.
(i) S4 se arate cd (Us, -) este grup abelian unde ” - 7 este inmultirea in C.
(ii) 5S4 se afle subgrupurile cu trei elemente ale grupurilor (Us, -) si (Zg, +).

3. FieICRsif:T—-Ro functie.Fie,de asemenea, funtiile sinus si cosinus
hiperbolic,definite prin:
sh:R—R, sh(e)= <" sich:R—R, chia) = <Lt~
54 se arate cd f admite primitive daci si numai daci functiile g; : I — R,
g1=f(z) sh(z)sigs: I >R, ¢ = f(z) - ch(z) admit primitve.

4. Fie (G, +) un grup abelian si f : G — R o funtie astfel incat
fE+y) + flz—y) = 2(f(z) + f(y)), Vz,yed.
(i) 54 se demonstreze ca f(0) = 0si f(z) = f(—z), Yz € @
(ii)S3 se demonstreze ci pentru orice n € N* si z1,29,..,2,, € G existi
a1, as; ..., an € {—1,1} astfel incat f(ayz1 + ... + anz,) < f(z1) + ... + S

Bac



4.1.14 Mures

1. a)Séisecalculeze:f\/2+ \/2+._.+ V2 F zdz, x € (0, 1).

n radicali

b)S4 se calculeze [ za—Jr‘;;;mgdx, a>0a#1,zekR.

2. Fie k € R* un numar fixat si f : R* — R* o functie bijectiva.Definim legea de

;:o‘n}pozitie cxy=f(k-f~Y=z) - f~1(y)), Vz,y € R*, unde f~! este inversa
ui f.

a)S4 se demonstreze cd (R*, ) este grup abelian.

11

b)Daci f(z) = =", n € Z s se determine valorile n, k pentru care legea
se asociazid cu inmultirea numerelor reale.

3. S4 se determine functia f : (0,00) — R, care admite primitive si 2(z) =
z (f(z) — &), Vo > O respectiv f(1) = 2008, unde F" : (0,00) — Reste o
primitiva a functiei.

4. Si se arate c& daci un grup (G, ) are proprietatea ci existd a € G astfel incat
az® = za3,Vz € G atunci (G, -) este abelian.

Bac



4.1.15 Neamt

1. Fie (G, )ungrupsi H C G, @ # H # Go submultime cu proprietatea
Vz € HsiVy € G — H avem zy € G — H.Demonstrati ca H este subgrup al
lui G.

2. Fie (G,-) un grup si z,y € G cu z? = .54 se arate c&;
a)Dacs zyz = y® atunci y® = e.
b)Daci zy3z~! = y atunciy® = e.

3. Si se determine primitivele urmétoarelor funtii:
ctg x ( i3
a = ———a—,z € |0 —)
) f=) 1 +231n3 T 2
cos“z +sin2z — z
b) f(z) =
) () sin?z + e® +

2>0

4. Fie functia f : [a; b] — R derivabild,cu derivata continud,astfel incat f (a) =0

si f'(z) 2 +/1+ f2(z) ¥z € [a;}].
S¥ se arate ci f(b) + /1 + f2(b) = 7.
Bac

41.16 Olt

1. Fiea > 0si f : R\ {(2k + 1)alk € Z} — R o functie periodica.
(a) S4 se arate ca multimea 7 este subgrup al lui (R, +)
(b)S4 se demonstreze ci (7, +) este grup ciclic.

2. Fie functia f : (0,00) — R, f(z) = z + Inz.54 se arate cd pentru orice z € R
ecuatia f(t) = « are o solutie unicd t = ¢(z).54 se arate apoi cd ¢ : R —

l1+e d
(0;00), x — ¢(z) este derivabild si apoi sd se calculeze I= f -
1 L4+p(=)
3. Fie f : [0,1] — R o functie continua si (a,),>1 un sir cu limita A.53 se arate
ca:
F L % repar. A

limf flanz)dz ={ X J, Heyd %O.
n—oo Jq '

f0) A=0

4. Fie (an)n>1 $i (bn)n>1 doud siruri de numere reale astfel incat (a,),>1 este
strict crescitor si nemarginit.S4 se arate ci exists o functie derivabild f : R —
R astfel inc4t pentru orice n € N* sa aib4 loc relatia :

An41
/ f(z) dz = b,.
Bac



4.1.17 Silaj

1. Fie G un grup astfel incdt z—! = z,¥z € Gsia € G\ {e}.Arétati ci oricare ar
fif:G— G functiag: G — G ,g9(z) = f(z)- f(az) Yz € G nu este injectiva.

a
-b
(a)Ardtati cd (H, -) este grup;

2. FieH = |a,b€R,az+b2>0}.

(b)Aratati ca grupurile (H,-) si (C*,-) sunt izomorfe;

(c)Dacd A € H ,calculati A™.
w?n % m2n—~2

(22 +z— 1)

3. S4 se calculezef dz, ,z € (1;00)n € N.

4. Fief :R—> R ,f(z) = 2?—z+1,9(z) (sm ) .54 se determine

Tr =
)
a astfel Tncat functia g sd admitd primitive.

Bac
#

4,1.18 Satu Mare

.’32
1. (a) Calculati: ¢° T2+INZ 4o 2 € (0; 00).

1 s
(b)S4 se calculeze : / Ry G TR dz, © € (0, Z).

2. Arétati cd I = 0 unde [ este integrala:

2a +(a_m) - +( : )2007
hF / 1+(a—m)2+ .+ (a — )2008

dz,unde a € R* este dat.

: : : k*(z +y)
3. Fie G = (—k;k),unde k > Osi operatiaz xy = G e Vz,y € G.
(@)Aritati cd (G, =) este grup abelian;
b)Fie f : R — G ,f(z) = %lnm +: Aratati cd f este izomorfism intre

grupurile (R; +) si (G; ).

4. Fie (R;+;-)uninelsip € Np > lastfel incat1 + 1 +... + 1 = 0.Aratati cd :

P




(@VzeR, p-z=0undep -z = a:+:r:+ P

(b)Daca p este primsia,b€ Rcua-b= b - a,atunci (a + b)? = aP + bP.

(c)A? =1, VAec M3(R); A= , pprimsip > 2.

o) O) =)
o) =) Q)
=) Q) o)

Bac

- 41.19 Sibiu

1. Fie f : [0, 1] — R o functie derivabild cu derivata nenuld.Calculati:

28310 ()

2. Fie (G,-) un grup.Dacd existd un numar natural nenul astfel Incét functiile
f:G—=G,f(z) =x"sig: G— Gg(z) = z>" sunt endomorfisme si f este
surjectivd,atunci grupul (G, -) este comutativ.

sin x

3. (a) Ardtati cd functia f(z) = { r— ——,z € Rx

x , J : R — R nu admite
2008,z =0

primitive pe R.
(b)Fie f : R — R o funtie care admite o primitivd neinjectivd.Demonstrati ca
funtia f se anuleaza in cel putin un punct.

4. Aratati ¢4, dac3 (G, -) este un grup cu |G| > 2,ale cirui subgrupuri sunt cele
improprii,atunci (G, -) este grup ciclic finit,avand ordinul un numar prim.

Bac



