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LOCALA GIVRGIU

Bac

CLASA A XII-A

Xy

Se considerd grupul (G, *),unde G=(0, 1) §i x*xy= ;
2xy—x—y+1

Sa se
rezolve ecuatia x*x*..*x=e""" de n ori x,unde ne N" si e este elementul
neutru al grupului G.

Rozica Dumitru, Giurgiu
Fie grupul (G, ) cu proprietatea cd existd morfismul f:G — G astfel incat

f)={x, y}, (V)x, yeG. Determinati grupul G.

Serban Olteanu, Giurgiu

Determinati primitivele functiei f:(0, ) — R,

(Jcm3 +x- l)cosx +e* +sinx

fx)= (x2007 +1)(xex +xsinx-xCOSx) .

Paul Bdiatu, Giurgiu

. Calculati T = [1 x* In(1+9* +223° +2007) dx.

Ionel Tudor, Giurgiu



LOCALA HUNEDOARA
CLASA A XII-A

MATEMATICA - INFORMATICA

1. Fie (G, ‘) ungrupsi H <G o submultime nevidi si finitd. Si se arate ca H
este subgrup al lui G daca si numai daca pentru,orice %, ye H =>x-ye H .

2. Sa se calculeze;:

6 -l
a X 0, ;
! '[}L +3x7 +1 i Oé)

1
2 j,l 20067

3. Fie (4, +, -) inelsi a, be A doud elemente fixate astfel incat (h—a) este

inversabil in 4. Sa se construiascd o structurd de inel pe A4 care sa aiba
elementele neutre a si b.

1 1
4. a) Sa se calculeze I [ﬁ x=y] dedy .
0 0

b) Sa se determine functiile f:[0, 1]— R care verificd simultan relatiile:

) I fD)-fO)] < |x=yl (¥)x »el0, 1];

1 1
i) J(ﬂf(x)—f(yﬂdx}dy%.

0 0

Bac



LOCALA IAST

Bac

CLASA A XII-A

1
sin"— |, x#0 5 :
Fie f,:R—>R, f,(x)= X E , ne N . Demonstrati cd f, nu are

0 X =1

primitive, insd f; are primitive pe R.

Fie (G, -) ungrup de ordin 101, iar g:G— G, f(x)=x'.Demonstrati ca f
este automorfism al grupului G.

Determinati o primitiva a functiei f:(0, 1]> R, f(x)=In (\/ o e =all= x) .

Fie (M, -) un monoid. Demonstrati cd Z(M)= {a eM [ ax=xa, (V)xe M}
este submonoid al lui M. Determinati Z( M ,(R))si Z(S,).

Subiect elaborat de Cristian Lazdr



LOCALA MARAMURES
CLASA A XII-A

aeR, b, ce Ry. Sase arate i :

Q0w
o g T Wl o

1
2. Seconsidera M =<|0
0

a) Multimea M impreuna cu operatia de inmultire a matricelor formeaza o
structura de grup.

b) M contine un subgrup izomorf cu grupul (R*, ) .

3. Fie f:R— R o functie derivabila, cu derivate continua.

a) Si se determine primitivele functiei g:R — R,

) LW-2/@)

e

g(x V)xeR.

sin?° x-(21003x—sinx)

b) Si se calculeze I dx , xeR.

e.’l‘

Gheorghe Gherasin, Sighetu- Marmatiei

4. Fie f:R—> R o functie strict descrescitoare. Si se arate ci nu existi nici o
functie g:R— R care s3 aibd primitive pe R astfel incat gog=f.

Bac



LOCALA OLT

.

CLASA A XII-A M1

Sa se calculeze:

12x+17
(x+2)(2x+3)(B3x +4)(5+ 6x) + 2007

dx, xe€(0, ).

Marius Perianu, Slatina

2.' Pentru fiecare numir natural  n>1 notdim cu' o, suma punctelor de

n

discontinuitate ale functiei
- T o e
15 .[O, -—J—>R, fn(x)—[nsm x] :

H

S e
Sa se calculeze lim —%.

H—>0 n

Florian Dumitrel, Slatina

3. Aratati ca functia f:(0, ) —> R,

xT 51

& g ()c4 = ¥ + 1)\/x4 +3x" ¥

admite primitive pe (0, o) si calculati aceste primitive.

Gabriela Boeriu, Fagaras, G. M. 3/2006

4. Fie a, ceR, beR, G, , =(a, b) silegea de compozitie definitd pe G astfel:

def
x*y = (x—a)y-a)+c, (Y)x, yeG,,.

Sa se arate ca:

a) Legea de compozitie ,,*” este asociativa daci si numai daca a=c.

b) (Ga‘ b *) este grup dacd si numai dacd b=+ .

Ovidiu Pop, Datu Mare, G. M. 6/2006

Bac



LOCALA SATU MARE
CLASA A XII-A

arctg x 7
: : > =——— a€[0, o). Calculati:
1. Fie f,:(0, ©)—>R, f,(x) P

a) IfO(X)dx $1 _[fl(x) dx .
b) j%‘—) dx
Traian Tdmadian
2" 2n

i %
2n -1

X

e

2. Fie 1,,=j dx, xeR, neN'si 2n-D!=1.3....2n-1).

a) Si se calculeze /.

n
2 2n-1 :

=

b) Sisearateca I,,, =1 + ‘e

S T

Gigel Buth
3. Fie Ic R, interval. Si se determine functia f:7 — R, derivabila §i nenula pe
f'x) f(x)

I, stiind ca £ Fo)

=0, (V)xel,unde F:I—> R esteo primitivi a
functiei 1.

Ovidiu Pop

4. Fie grupul comutativ (4, *). Sa se arate ca (4, * *) este inel daci si numai
dacd card4=1.

Ovidiu Pop
Bac



LOCALA SIBIU

1.

Bac

CLASA A XII-A

04 5 x5 1 £ @
a) Demonstrati inegalitatile: 1< T f =3 dx <

e

: > sin? x+sinx
b) Cu o schimbare convenabild de variabila calculati 7 = E 1 dx .

+Sinx+cosx

Calculati:

x2ﬂ+2 +x2n+l _xn +1
I, =

a)

dx ,
x2n+2 +1

b) lim 7,;

n—»w0

¢) lim n(7,-1).

H—>®©

n+1 :
1.——%, n impar
Fie /e N°,fixat§i f:N — Z,unde f(n)= ‘
n
== 4 ar
2 R
a) Aratatica (Imjf, +) este subgrup al lui (Zz, +).
b) Gasiti subgrupul dacd 2/eImf .
Liana Agnola

a) Fie neZ unnumir care nu este divizibil cu 7. Demonstrati cd n°® da restul
1 la impartirea cu 7.

b) Fie A={n, n,, .., ny,;,} o multime formati din numere prime, pentru care

notim S =n" +ny’ +...+nsy, . Aratati ca, dacd 4620 divide S, atunciin 4 se
gasesc cel putin cinci numere prime consecutive.

Vasile Berghea



LOCALA SUCEAVA

CLASA A XII-A

1. Sise calculeze lim Z 1 =
n—x el kz

Gheorghe Marchitan
2. Fie 0<a<b si AeR.Siscaratecd a+b—Axe[a, b], (V)xe[a, b] daci

b b
si numai daca [ f(x)dx = [f(a+b~Ax)dx, (V) f:[a, b]— R continua.

Dumitru Crdciun

3. Fie f:R— R functie continui cu proprictatea f (%):f (=x)=1,"(V)xeR.

3
2

Sa se demonstreze ca J‘ cosx \/;
gl (X)

' 2

Livia Balaci

100
4. Sa se determine toate grupurile multiplicative (G, ) M 3(N ) cu proprietatea
ci. A =1, (V)4eG.
Catdlin Tigderu

Bac



LOCALA TELEORMAN

CLASA A XII-A

b
a) Fie a, b, ce Z. Si se calculeze determinantul: A= a
s

St R
T e i

b) Fie multimea M = {a3 +b’+c =3abc | a, b, ce Z} . S# se arate cA M este
parte stabild a lui Z in raport cu inmultirea numerelor intregi. '

ey . Sa se determine a, be R astfel

B Fe? G (R11) St opefapa™ X o= 1
+ xy

‘incat (G, <) s fie grup.

), S& se demonstreze ca nu existd functii f:R—> R care admit primitive
"F:R— R caproprietateacd f(F(x))=x, (V)xeR. oo

Marius Burtea

. Fie f,,:ﬁn"xdx.
1

Sa se determine o relatie de recurentd pentru 7, .

Sa se calculeze lim 7, .

H—>0

Probleme propuse §i selectate de Mihai Ionescu

Bac



LOCALA VASLUI

CLASA A XII-A

1. Fie a, b, ceR si a’ +b”>+c’ #0. Considerim multimea:

1 ax abx®+cx
G=1A(x)=}0 1 2bx |xeR;.
0. 0 1

Demonstrati ci (G, -) este grup izomorfcu (R, +).

G.M. 11/2006, Marin Chirciu, Pitesti

f 2 +5xr +7x+2
1

2. Sase calculeze lim = 1
(x+2)"

n—>w

3. Determinati functia f:R —> R astfelincat f(x)F(n—x)=e*, neN si

= =e*, unde F este o primitiva a lui f
> p

4. Fie elementele , x §i .y ale inelului (4, +, -) astfel incat x+y=1 si

2005 __ 2006

x*"° . Si se demonstreze ci 1— x2°%

¢ y € A este element inversabil.

Bac



LOCALA VRANCEA

Bac

CLASA A XII-A

Fie I= ——-—l—ﬂdx, x>=1, neN".
(x3+1)
a) S3se calculeze /.

b) Sa se determine o relatie de recurenta pentru calculul lui 7 .

Fie f:R— R o functie bijectivd cu f(1) =0 . Definim legea de compozitie
*:RxR— R, x*y=f[f'l(x)+f"(y)—l], (Y)x, yeR.

Sa se arate cd (R, *) este grup abelian.

Sa se determine toate functiile f:(0, o) — (0, ) derivabile si bijective, stiind
cd admit o primitiva F:(0, ) — R, astfel incat

F(x)+F(f(x))=0, (V)xE(O, ) .

a) Fie (G, -) si (G,, -) doud grupuricu 2006 si respectiv 2007 elemente. Sa
se arate cd singurul morfism de la G, la G, este functia f:G, —G,,

f(x)=e,,unde e, este elementul neutru al grupului (G,, -).

b) (Generalizare) Fie (G, -) si (G,, -) doud grupuri cu m si respectiv n
elemente, m i n numere naturale prime intre ele. Sd se arate ca singurul
morfism de la G, la G, este functia f:G, ->G,, f(x)=e,, unde e, este

elementul neutru al grupului (G,, ).

Probleme propuse si selectate de Corneliu Huzum, Focsani



JUDETEANA

|5

'CLASA A XII-A

Pentru un grup (G, *) si 4, B submultimi nevide ale luj G, notim
A*B={a*b|acd si beB).

a) Sasearate cidacd ne N, n>3, atunci grupul (Z,, +) sepoate scrie sub

forma Z, =A4+B,unde 4 si B sunt doui submultimi nevide ale lui Z, cu
A#Z,, B#Z, si |ANB|=1.

n?

b) Daca (G’, *) este grup finit i 4, B sunt doud submultimi ale Iui G, iar

acG\(4*B), si se arate ci functia f:4—>G\B datide f(x)=x"'*a este
bine definita si injectiva. Deduceti ca daci |A|+|B| > |G|,atunci G=A*B.
(Cu |M | s-a notat numirul elementelor multimii finite M)

Se considera functiile continue 100, 1R 81 200, 1> (0 ). Sa se
arate ca daca f este crescitoare, atunci:

[ roseo ar- [ g dvs ['a - [ rge an,

pentru orice te€[0, 1].

3. Determinati toate functiile continue J R — R care verifica simultan conditiile:

a) existd lim f(x);
X—re0

2
f(¢) dt, pentru orice xeR.

b) f(0= [

X+
+1

4. Fie K uncorp cu 2" elemente, ne N* si polinomul f=X*+X+1. Si se

arate ca:
a) daca n este par, atunci f este reductibilin K [X];

b) daca n este impar, atunci f este ireductibilin K [X];

Bac



NATIONALA
CLASA A XII-A

1. a) Dacd u, v:[0, 1]-> R sunt doud functii continue, demonstrati inegalitatea

Cauchy
( £u(x)v(x) de s[ £(u(x))2 dx]( £(v(x))2 dx).

b) Fie C multimea tuturor functiilor derivabile f:[0, 1]— R, cu derivata [’
continud pe [0, 1] si f(0)=0, f(1)=1. Determinati:

1
: 2 5 ’ 2d
1}1;2£(1+x ) (f'(x)) dx

s1 toate functiile f € C pentru care este atins acest minimum.
2. Fie f:[0, 11— (0, ) o functie continua pe [0, 1].

a) Ardtati cd pentru fiecare numiar intreg »n>1 existd o unicd diviziune,
0=a,<aq,<..,a,=1,aintervalului [0, 1], astfel incat

+1 1
J"" f(x)dx=—£f(x)dx, k=0, .., n—1. *)
ay n .
b) Pentru fiecare numar intreg n=>1, fie -
s 09 LRsal
B e i
n

unde 0=gq,<aq <..,a, =1 este diviziunea unici cu proprietatea (*). Aratati ca

sirul (a_”) » este convergent si calculati limita sa.

3. Fie neN". Determinati toate inclele (A4, +, -) cu proprietatea: x> ' =1
oricare ar fi xe A\ {0}.

?

4. Fie S, grupul permutirilor multimii {1, '3 n}, n=3 s1 G un subgrup al sdu
generat de n— 2 transpozitii. Arétati cd pentru fiecare z'e{l, 2o n} multimea

{o(i):0 G} are cel mult n—1 elemente.

Bac



BARAJE SI SELECTIT

Primul baraj de selectie pentru OBM
13 aprilie 2007

1. Se considera numerele intregi a $i b . S3 se arate cd existd si sunt unice
numerele intregi x, y astfel incat:

(x+2y-a)’ +(2x-y—-b)2<1.

2. Untrapez ABCD are bazele AB si CD, iar cercurile cu diametrele 4D si BC
se intersecteazd in punctele M si N. Si se arate cd punctul de intersectie al
diagonalelor AC si BD apartine dreptei. MN.

3. Un carton de forma dreptunghiulara se imparte in suprafete poligonale astfel: la
fiecare pas una din suprafetele existente se taie printr-o linie dreapta, obtinAndu-se
doud noi suprafete. Care este numarul minim de taieturi necesare pentru ca,
printre suprafetele obtinute, sd existe cel putin 251 poligoane cu 11 laturi?



Prima proba de selectie pentru OIM si OBM
13 aprilie 2007

Consideram un punct P in interiorul unui poligon convex 4,4,..4, , n>2,

nesituat pe niciuna din diagonalele acestuia. Aratati ca existd o laturd a
poligonului care nu este intersectatdi de niciuna dintre dreptele
B P4, o PA .

Fie & (O)) si & (O,) doua cercuri exterioare. Punctele 4, B, C apartin
cercului & (Q,), iar punctele D, E, F apartin cercului & (O,), astfel incat

AD 1 BE sunt tangente exterioare la cercuri, iar CF este o tangentd comuna cu
punctele C, F aflate in interiorul patrulaterului ABED. Dreptele CO, si FO,

intersecteaza dreptele 4B, respectiv DE in M, respectiv N. Aratati ca dreapta
MN trece prin mijlocul segmentului CF.

Fie f:0—>R cu proprictatea ci | f(x)— f(»)|<(x-y)*, pentru orice
x, ye@ . Sasearate ca f este constanta.
Determinati valoarea maximad a produsului.  (1-x)(1-x,):....(1-x,), n>2,

= 12 2 "yt
GRORI T FEOTE IR U X D0 SHOX S I e ]

Al doilea baraj de selectie pentru OBMj
14 aprilie 2007

Sa se determine numerele naturale »>4 cu proprietatea cd I:\/; :|+l divide
n—1 si [w/;]—l divide n+1.

Fie ABCD un patrulater convex. Notdm M, N punctele de tangenta ale cercului
inscris in triunghiul ABD cu laturile AB, AD respectiv si P, Q punctele de
tangenta ale cercului inscris in triunghiul CBD cu laturile CD, CB respectiv.
Daca cercurile inscrise in triunghiurile ABD si CBD sunt tangente, sa se
arate ca:

a) Patrulaterul ABCD este circumscriptibil.
b) Patrulaterul MNPQ este inscriptibil.

¢) Cercurile inscrise in triunghiurile ABC si ADC sunt tangente.



Bac

Fie ABC un triunghi isoscel in 4. Pentru orice punct P, interior triunghiului
consideram cercul de centru 4 i razd AP sinotam M si N intersectiile
laturilor 4B, respectiv AC cu cercul. Sa se determine pozitia punctului P
pentru care MN + BP + CP este minima.

A doua probai de selectie pentru OIM si OBM
14 aprilie 2007

Fie f=X"+4a, X, +..+aX+a, un polinom cu coeficienti intregi de grad
nz3,cu @ +a, , numdr par pentru orice k=1, 2, .., n—1si a, numar par.
Daca 'f =gh,unde g si & sunt polinoame cu coeficienti intregi cu gradul lui g
cel mult gradul lui % si toti coeficientii lui # sunt impari, aratati ca f are o
radicind intreaga.

Fie ABC un triunghi. Cercul inscris in friunghi este tangent la 4B in E, iar
cercul exinscris relativ la BC este tangent la dreapta 4B in F. Fie D punctul
de pe latura BC pentru care cercurile inscrise in triunghiurile ABD si ACD au.
Dreptele DE si DB intersecteaza a doua oard cercul circumscris triunghiului
ADF in X g1 Y. Ardtatica XY || AB daci si numai daci 4B = AC.

Determinati multimile 4 de numere naturale nenule, cu | 4| =2 astfel incat

pentru orice numere distincte 'x, y € 4 avem 2 Voia.

(x, »)
Fie § multimea n—uplurilor (x,, x,, ..., xreut xS 0PI R=1)12, 5. .
unde n>3. Notim cu M (n) cel mai mic intreg cu proprietatea ci orice
submultime a lui S cu cel putin M (n) elemente contine trei n — uplurilor
(X5 28 O R 2 N ) as iR el

n

Z(x; __V.')z :i()’f "z;')2 T Zn:(z;‘ _x;')2 .
i=1 i=]

iz=l

ntl | °
a) Aratati ca M(n)i{2 :J+1.

n

b) Calculati efectiv M (3) si M(4).



