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. GH DUMITRESCU, CRAIOVA

. NICOLAE COCULESCU, SCATINA 1
. NICOLAE COCULESCU, SCATINA 11
. UNIREA, FOCSANIT

. IREPTE IN MATEMATICA, CALIMANESTI
. MODUS VIVENDI, VALCEA

. CEZAR IVANESCU, TARGOVISTE

. GHEORGHE LAZAR, SIBIU

. SFERA, BAILESTI

. TRAIAN LALESCU, DEVA

. ALEXANDRU MYLLER, IASI

. GHITEICA, SEVERIN, INDIVIDUAL
. GHIITEICA, SEVERIN, ECHIPE
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5.1.1 Arad
1 i)l+1—1<i¢> (a+b) <ab+1e ¢ +b)<(a+b)2_a2_bg+1
g b ¢ Tghe Gl Y5 2 3

Notand a+b = z trebuie s aratam ca 2 —2zc+ % +¢? > 0. Dar discrimnantul
acestei functii de gradul 2 este negativ deci inegalitatea e demonstrata.

ii)a+c< 2+ V10 < a? + 2 + 2ac < 4b2 + 4by/10 + 10. Dar a? + ¢% + 2ac <
10
2(a? + %) = = — %% < 46 + 4bV/10 + 10 (6bv2+ 2v5)” > 0, adevarat.

2. A se vedea problema 1.a) de la Bucuresti.

3. Avem vectorii AM — pAB-&—A?glm = qAB+ (1-— )AC A, M, N sunt
1

1
coliniare dacd si numai ey = p— pq*q@————l
sty q p

4. Cuinegalitatea modulului

E(z)>|z—14+z—2+ ...+ — 1004 + 1005 — z + 1006 — z + ... + 2008 — z| =

10042 si minimul se realizeazi pentru z € [1004, 1005) .
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5.1.2 Bihor

1. a) OM, = “=£OM; + iOM,,

n

b) OM + OMz + ... + OMn
n(OMi +0M:;)

2:3 2.3 3.3
E= a51§+c5 12 b (a+c) + c3(a+Db) = at o 9@1% * %;Lc
2 3 2 2
Vz,y,z,mn,p > 0 avem & + L + ﬁ; > % &

(m+n+p) (-‘:’;—: - - ”ﬂi + 5}) 2(xz+y+ z)? Cauchy- Buniakovski- Schwarz
b+betca)? « 3(abbetbecatabea)

» B> o > Nabipemiaben _ g

Avem: (a® +a® +1) =a'® +a° + 1+a"+a*+a?+a-a'—a*—a?-a=

(a¥ —a") + (a7 — a*) + (a® —a?) + (a* —a) + (a® +a+ 1)=

aT(a®—1) + at(a®-1) + a?(e*=1)a(a®-1) + (e®+a+l) =

(a2+a+1)[a" (a— D+at(a=1)+a?(a—1)+ 1]

= numarul (a!° + a® + 1) este divizibil cu numérul (a? +a+ 1), pentru orice

a € N. Pentru a = 2008 se obtine afirmatia din enunt.

1 (2p Si+n) (OM; +OMy) =

Facem z — z + a si avem :

flz)+v3
_f+a+ﬁ__z¢§+‘/§_f—\/§ =
f(m+a+a) ot 1_5?(:5-34)\/5 = liﬁ%;(i)_"_ ‘:/gg.\/ﬁ — 1+?(m) 3 = f(m+2“) =
1—f(=

2)+3
f(z+a)—v3 _ 1 A o 5 :
1+f(z+a)V3 1_,_1:_5;)(:)\/1.‘/5 f(z) = f(z+ 3a) fl2),ve € 1 adica f

este periodicd T' = 3a.
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5.1.3 Brasov
1. Prin inductie f (2%) = 2F.
* < f(2) < f(Z+Y<...<f(P+)c... < fif2r ) = 254, decl
f (n) = n,¥n € N.Inductiv f (=n) = —f (n) deci f (n) = n,Vn € Z.
2. a) S4 pesupunem ci max {22 —zo,... &2 — 21} < -3
Atunci 22 — 75 < —1,...,22 — 21 < —3. Prin insumare ¥ (2% — z1 + 1) <
0e Y (z1 — ) < 0 ceea ce este o contradictie.

3. Folosind teorema transversalei si teorema bisectoarei obtinem:

BDS + BOBY = BOBE o - not s -m =a- g = ont bm = a

4. Vezi Vaslui, subiectul 4.
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5.1.4 Bridila

4. Notand

1. a) Demonstrdm inegalitatea prin inductie dupd n. Pentru n = 1

este clar. Acum dacd (a+b)" < 2" 1l(a"+b") ardtim cd
(a+b)"" < 2" (a1 44" +1). (a4 )" £ 2" (a+b)(a" +b") <
gn (aﬂ-{-l + bﬂ+1) &

am + ab" < ™! 4 b7+ & (a = b)? (a"1b+ ... +ab"1) > 0, adevirat.
b) Folosind inegalitatea stabilitd la a) reiese c& (a+b)" (a" +b") <

21 (a" 4+ b7)? < 27 (a?" 4 b2%) & (a” +b")° < 2(a®" +b?"), care este
inegalitatea Cauchy-Schwarz.

. Presupunem prin absurd ci existi m,n € N* (m,n) = 1 asa Incét

2 20082 2
il i S m—%n2a2+20082 2 — 3m2 Decin = 1saun = 3. Dac

n —31 = a? +20082 = 3m? = m = 2mg,a = 2a9 = af + 10042 =
3m2 = ap = 2a;,mp = 2m; = “1 + 5022 = 3m1 2 af = 2aa,m1. =
2my = a? + 2512 = 3m3, ecuatie care ese imposibild modulo 4. Daci
n=3=m= 3my = a® 4 20082 = 3m? si solutia se finalizeazi ca mai
sus.

. Inegalitatea are loc pentru orice numere reale a, b,c. Sa privim trinomul de

grad 2 in ¢ : 17¢? — 14c(a+b) + 9a® + 9b? — 6ab. % = 49(a+b)? -

17 (922 + 9b? — 6ab) = 49a? + 98ab + 49b2 — 153a? — 153b% + 102ab =
8 (13a% — 25ab + 13b%) = —8b% (13t2 — 25t + 13b?,) unde t = % Dar trino-
mul 13¢2 — 25¢ + 13b2 are discriminantul A; = 252 — 262 < 0, deci A, < 0, ce
trebuia demonstrat.

z+1

=keN=>z=2%-1= |Vk+3|=k<VEk+3<k+1l®&
k? < k+3 < (k+1)° deunde k = 2 deci z = 3.
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5.1.5 Bucuresti

L a)a+t> = ]_aJ+EJ +{a}+{i—} LaJ+[1J+1€Z=>a SRl =0k

k+vk?—4 1 3+6

intreg. Obtinem a = s deci putem lua spre exemplua = 5
b)Dacd 3z € A,z € R\Qavemz+y,y+2,z+z € Q = z+y+z€Q=>ye€qQ,
imposibil.

a) Totul rezultd din inegalitatea modului in forma |z + k|+ |z — k| = |z + k| +
|z — k| = |2k].

b)g(x) > n(n+1)+ |22 — 1| > n(n+ 1), cu egalitate pentru z = %

.
FO+F@+ ot - =D o gy I JED

Gy i "reh ge)
2'Dea“f(n1—l) arenbliubE s T Bl
=L ”( _12)008” V> 2

Din relatia lui Sylvester OH; = OA + OB+ OC,0H; = OB + OC + OD =
H,H; = AD si analog HyH; = AD.
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5.1.6 Buzau

1. Eliminand z intre cele doud ecuatii obtinem:
zy+(z+y)(da—(z+y)) =7a® —4a®> + a(z +y)
z? 4+ y? + zy — 3az — 3ay + 3a? = 0. Privind-o ca pe o ecuatie in x , avem:
A=(y—3a)°—4(y>—3ay+3a?) = -3(y—a)®> <0
Avem solutii numai dacd y = a; rezultd z = a, z = 2a.
2. Presupunem ¢ > 0, analog traducandu-se cazul ¢ < 0.
Prima inegalitate se scrie:
f(z) < % + 2. Din prima inegalitate, inlocuim z cu 1, obtinem:

f@)2 %+ Ldecif(o) =% +2

ax

; H s cr— W R R, - Pl e G = e S
3. AA+BB +CC = AG+GG +G A +BG+GG +G' B +CG+GG +G'C =
leles :
Deoarece AG + BG + CG =0siG A + @B +GC =0
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5.1.7 Calarasi

1 a) {w}QOOS - LmJ2008+$2008' EV]dentlx' < 1.Daciz € (__1’0] atunci LmJQOOS =
(_1)2008 =1= {93}2008 = |_113_|2008 o ARS8 S absaird. Orice

z € [0, 1) este solutie a ecuatiei.

b)Esteclarci z > 0. Daciz > 1 = az +a|z] > a+ 1 > a iar daci
z € [0,1) = az = a = = = 1, imposibil. Deci ecuatia nu admite solutii.

2. a) Sa cautdm elementele y comune celor 2 multimi care se pot scrie sub forma
y==z+x*> = z+ z*,z,y,z € Z. Atunci obtinem ecuatia de gradul 2 in = :

—14+1+42z + 422
2
1+ 4z + 42" trebuie si fie patrat perfect. Dar daci z > 0 = (222)2 <144z+

424 < (2224 1)° = 420 4422+ 1 = 14424424 = 424 + 422+ 1 & z € {0, 1}
Daciz < —1= (222)° > 1+42+42% > (222 - 1)° = 42* 42241 = 2 = —1
si in concluzie AN B = {0,2}.

b) Avem de rezolvat in Z ecuatia z? + 5z + 4 = n? & 422 + 20z + 16 =
4n? & (22452 -9 =4n? & (22 +5—2n) (22 4+ 5+ 2n) = 9, iar z poate
lua valorile 0, —1, —5 deci afirmatia este adevirati.

€ Z. Numarul

z? + z — (2 + 2%) = 0, cu solutiile z; 5 =

3. a) Fie r si R ratiile celor 2 progresii. Din ipotezd as = by < a1 +r7 < a;- R&

1+ = R. Avem de ardtat ca a; + nr < a; - R™,VYn > 2. Inegalitatea este
ai

n n n—1
echivalenticn 14 nr i = {1 bt et Ty [ T i
ai a1 0 ai 1 ay
...+ n— + 1, evident.
aj

1 3 {2007
b) Repetand procedeul de 2008 ori aria hasurats este 9 ==+ .. 4 92008

92
1 8 8\ 2 g\ 2007 g\ 2008
5(1+§+(§) vt (3) )=1-(3)

A se vedea problema asemanatoare propusa la al doilea test de selectie pen-
tru OBM]J 2002.

4. a) Inegalitatea revine la (ab — 1)* > 0.
b) Folosind inegalitatea stabilit4 la a) avem Z P R e \/E + \/E
8 ab+1 — Vb c a

Dar\/%'+\/§+\/§= (\/§+\/§+J§)@=a\/€+b\/&+cﬁ.

c) Pornind de la identititile (a +b+¢)® = Sla® + 35 ab(a +b) + 6abc
si (a+b+c)? = a2 + 25" ab inegalitatea dat3 este echivalenti cu 1 —
33 ab(a+b) <1—-2Yab< 3Y. ab(a+b) > 23 ab e 33 ab(l—c) >
2> ab< Y ab > 9abc & é LS > 9, inegalitate cunoscuta.

C
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5.1.8 Constanta
1. f:R-R,

£(@) = {z} + {20} + {32}
(@) f(z + 1) = f(z) din proprietitile partii fractionare ({z + z} = {z},z € Z)
(b) f(z) < 1. Din (a) réméne s& lucrim cu z € [0, 1]. Fiez = £.

f@) = b+t

Dacdt < 2, f(z) =¢,decit < 1 verifica.

Dacd t € [2,3), f(z) = £ + 4 + § — 1 = ¢t — 1, deci t=2 verifici.

Dacd t € [3,4), f(z) = § + § — 1+ § — 1 =t — 2, deci t=3 verifica.

Dacdt € [4,6), f(z) =t — 3 — t = 4 verific4.

S =[0,1] U {2,3,4}.

. a,b,e> —1l.ab+ bc+ ac+ 2abc = 1.

1 1
1 1 1 e t155 _ 3+2% a4} ab -
2+a+b + 2+b+c F 2+c+a < E 4 T 242 a+2Y ab+2abc ~ 1.

ai+a%+..+a2= 2—"§il(a1 +az+ ... + a,),Vn € N*,
a} = la; = a; = 1. Prin inductie a,, = n.
OH = OA + OB + 00(x).

Din ipotez3, MN + HgH{ + H4H§ = Tf, folosind (*) pentru Hy, Ho, Hs si Hy
obtinem OA + OC = OB + OD « ABCD paralelogram inscriptibil, adic
dreptunghi.
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5.1.9 Covasna

La=y22+y?+dz+4+/22+y2 -8z —2y+ 17

:r;—6y+2—~~-0=>y=-‘Eg‘—2
»a=1/+2"+ (3 + /e - 97+ (2 - )’
=>a=\/(m+2)2%+\/(w—4)2%=>a=|z+2|@+]m—4|@=>a=
Y (|2 + 2| + |z — 4))

Dacdz € [-2,4] > 2+2€[0,6] = |z+2| =z +25iz—4 € [-6,0] =
|z — 4] = —z +4,deundea = V37si[a] = [V37] =6

Demonstram prin metoda inductiei matematice ca: 23" + 1:37+! V¥n € N.

L. Pentru n = 0 = 23° 4+ 1'3%+! = 3'3 adevirat.

II. Presupunem adevdrat pentru n := n si demonstrdm pentru n = n +
1,897 4 L3nte

2 1= (22) 1= (227 +1) [(221) -2 + 1] .

Din ipoteza inductiei avem 22" +1:37*1 (2), deci este suficient s& demonstram
o (287)° = 2%" + 133

Dar (22°)° - 28" +1=(2")° +2.28" -3. 2" +1= (2" +1)*-3.2" =
A — B:3(3) deoarece

A=2%" 4137+ = 9%" | 1:36i B=3.2%"3deci A~ B3

Din (1), (2) si (3) rezults 28" + 1:37+2,

Din Isi IT rezultX 23" + 1:3"*!,¥n € N.



3. Determindm termenul general al sirului (a,),,~, utilizind metoda inductiei
matematice.

LPentrun=1=a; =% =>a3=3a; =(14+2)a,
Pentrun=2= 2392 = 2 5 g3 =6a; = (1 +2+ 3) ay
II. Presupunem adevidrat pentru n : a, = (1+42+...4+n)a; © a, =

P—L"Q—Hlal,Vn € N* si demonstram pentrun + 1 : a1 = ("—H%ﬂal

Din relatia data rezultd: an41 = 3 (a1 + a2 + ... +a,) = 2 ¢ B,
3a
on Lks1 (K2 +F)
Cum 34k = ﬂnz_ﬂl si Sp k? = ﬂpﬁ%&zﬂ, obtinem a1
!n+1!§n+2!al

2

Din I si II rezultd a,, = ﬂ"z—*'llal,\v’n € N* de unde rezultd cé sirul (bn),,>;
este o progresie aritmetics.

4. Aplicand teorema catenei, avem: ¢ = BM -asib? = CM - a

Impartim cele dous relatii: 24 — ¢

A = 2Bt _ pAgecac

145

AN - mediana = ,W = %‘E

P

MN = AN - AM = g%y - (AC - 4B) = of5ry - BC

LR i:2: 1o < Sl B2
Din relatiile 4AM N = %%bgfc%—)lBC' sidMN = V3BC rezulti 2—(;—5—)— = /3,

b2 4c=
de unde prin ridicare la patrat obtinem: b* + ¢! — 14b%c2 = 0 & (b + c?‘)2 =
16b°c* & b + ¢ = 4bc, dar a2 = b? + ¢?, ceea ce ne conduce la relatia
a’ =4be &> BC? = 4AB - AC.
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5.1.10 Dolj

1. Verificare P(1): 1 — % =

1
3 _
Presupunem P(k) adevirats si demonstram P(k + 1). In final obtinem

SEal et P
kBl -2 Dbt 2

A).

2. Dacd « este radédcina comund a celor trei ecuatii atunci, prin insumare

obtinem
(@+b+c)(e’*+a+1)=0=a+b+tc=0=>a=1=>A4A={1,¢},B=
{1,£},.Cc=1{1,2}.

In continuare se demonstreaza ca nici o ecuatie nu are ridicini egale si i nu
avem doud ecuatii cu ambele raddcini comune.

. a) Vom folosi teorema bisectoarei:

bz . > _ AB+kAC __ bAB-+cAC. >
OA; = §A:C; AA; = 1*_‘”: = bj:g “C'hy =

ab
b+tec’
Cu teorema bisectoarei in

D S oS e A ? _ bAB+4cAC
/_\C'AA:b—IAl— = =>AI-E+5+CAA1=>AA1~— e

b) A4] + BBl + CC1 = 0 = (32— ;%) 4B + (35 - %) AC +
(5 - 5k) BC -0

Cum BC = AC ~ AB = (3 + 5 — 1) AB+ (5 + 25 —1) AC =0

e
Deoarece vectorii AB, AC' sunt necoliniari, rezulta cd ambii coeficienti sunt

Bt
nuli, de unde { bg i

—bh=c
o =k = a [

- A{z} {2z} = {2} + [#] = {22} = —[z] € [0,1) = [z] = 0=z € [0,1) si

{22} = 0 = 2z € Z. De aici deducem c& z € {0, 3}.



*** back

5.1.11 Galati

1. Cele 2% + 1 numere prime sunt toate impare, deci resturile impartirilor lor la

2k+1 yor fi doar numere impare din multimea {1,3,5,...,2¥"! — 1}. Aceasta
multime are 2* elemente.

In total sunt 2% 4 1 numere care dau 2% posibile resturi, situatie in care cel
putin doua dintre numere dau acelasi rest. Diferenta acestor numere este un
numar divizibil cu 2k+1,

. Fiex = card (AN B) siy = card (AU B). Atunci 1 < z < y < 2¥ si ecuatia

SR T I |-
dev1ne——|——+2—y_~2—a.

Cufit = € = 1<l rezultacaf < 3,deunder < 2 <4=z¢€ {23}

Dacéix—Z atuc1 +2y = o =>§< %< 3§1-2-7—— 1+21y < 2.Atunci

y € {4,5,6}. In toate aceste cazuri , avem < + o # 274, deci = # 2.

Daci x=3, varezultacay > 3si 3 e i‘g = 24 ,de unde 5 5 + W < -f;, deci
y € {3,4}.

Pentru y=4, egalitatea nu se verifica.

R&maéne y=3 care verifica egalitatea.

Inseamna ca multimile AU B, AN B au acelasi cardinal, deci A=B.

ab

ab = ab =
* ab+clatb+c) abtcatebtc? — (atc)(b+tc)

si analoagele:

be = be
be+a(a+b+c) (a+b)(a+c)

ca e ca
ca+tala+b+c) = (a+b)(btc)
Atunci si din inegalitatea Cauchy-Buniakowschi-Schwartz, avem:

ab be ca 2
V ab+c(atbte) + \/ be+alatbtc) =5 vV catblatbtc)
be ca bk
\/(a+c)(b+c) s \/(a+b)(a+c) T\ GraGLe
BT 1 1 1
=Vab/ e + \/E\/ Gt PV cramra S

1 1 1 s
< v/ (ab + be + ca) ((a+c)(b+c) e (a+b)(a+c)) T el =
2(a-+b+c
vab+ be + ca\/(a+c§(b+$(g+a)
Este suficient sa demonstram ca:

VabTbetoay /A < § & 8(ab+be+ca)(atbto)
9(a+c)(b+c)(b+a)

IA



& 8a?b+ 8ab? + 8abc + 8bca + 8b2 + 8bc? + 8ca? + 8cab + 8a%c < 9ab? + 9a2b +
9abc + 9ac? + 9b2%c + 9abe + 9be? + Yac?

< af(ab+bc+eca) + b(ab+bc+ca) + c(ab+bc+ca) > 9abc &
(ab+bc+ ca) (a+ b+ c) > 9abe

Ceea ce este adevarat, deoarece:
ab+ bc+ca > 3vVab-bec-ca = 3va? b2 . c2
a+b+c>3Va-b-cEgalitate daci si numai dacia=b =c=1.

. Fie AI N BC = {F}. In triunghiul ABF aplicam teorema bisectoarei:

]‘f‘% = g‘g,dar gg = § = BF = &, varezultaca;ﬂ- S —9-'5'[9— = k si

1 =krg + (1 — k) 74.

77 =k (W"cﬁ- +5ers) + (1= k).

b) Notam = k; si folosind punctul a) si rp = 1‘3%3‘- obtinem DE =
(1—Fki)ra + (kl - 3)TB—3TC

i o 22 b 1\ = a ~
Pi= miera + (_a+"b+c = 5) T8t (a+b+c) e
Din coliniaritatea vectorilor DI si DE obtinem ki = + +— - Folosind teorema
sc

lui Meneloas in triunghiul BEC cu transeversala A — S D obtinem 35 =

AB __ a+4b—c
G DAy PR
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51.12 Gorj
1. a)(z + y)? > 4dzy « (a:-y)2 >0

L>11 4
b) g+ + 5 2 23 (Q_H, e 5 aic) =3 -4, folosind

iz (e @y’ 2 ).
2) A= {z € N|z < 2008, 11|z, }

B = {z € N|z < 2008, 11|z, 13|z}
|A| 2008J |_2008

143
IBI |-2008J |'2104038
|A| - |B| > 0.

2. (an),>1,a1 = 1 astfel incét

Vai+./ag+ -+ fan = B2, (V) n € N*.

@) 2(1+az) =3yaz =>ay =4
1+ 2+ /a3 =2/az3 = a3 =9.
(b) Prin inductie, "—(';il)— + o, = (—’%@-,/an =n+1

3. a) Binecunescut.

b) Fie X mijlocul lui AB. Atunci % = 1 = XG,XE = G1G2||C‘E si
MN||CE, deciM N||G1G|2 si folosind Thales obtinem 1% = £2€.
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5.1.13 Hunedoara
1. (i) Trivial.

(ii) Inegalitatea revine la a arita ci (t — 1)° (b2 — ab) > 0.

(iii) Analog ca mai sus.

2. (i) Putem inscrie triunghiul ABC intr-un dreptunghi cu vérfurile in puncte
laticiale si cu laturile paralele cu axele, cu un vérf al triunghiului situat intr-
un varf al dreptunghiului si cu celelalte 2 varfuri pe laturile acestuia. Se
formeaz4 alte 3 triunghiuri dreptunghice cu catetele de lungime naturald.
Concluzia este acum evidentd.

(ii) Vom demonstra ci nu se poate inscrie un hexagon regulat cu vérfurile
in puncte laticiale si cu arie numar natural. Presupunem contrariul si fie
ABC DEF un astfel de hexagon. Sapcper = SaBc+Sacr+Srce+ScEep.
Pe de o parte, folosind punctul (i) rezultd cd aria hexagonului este un numar
natural. Pe de alt4 parte aria lui este @ABQ ¢ N, contradictie.

3. Pentru ca toate ecuatiile s3 aib# radécini intregi trebuie ca Ay = (ax + i~
day ., si fie patrat perfect pentru orice k = 1,2, ..., n. Dar (ax + l)2 —4dapy1 <
(ar + 1)2. Cum (ax + 1)2 si (ax + 1)2 — 4ay41 au aceeasi paritate rezultd ca
(ar + 1)2 —4dagy; < (ar — 1)2 & ap < apyrpadicda; <ag £...<a, £ ag
adicd a; = a9 = ... = a, §i reciproc.

4. () HB + HC = HA + 240 & HO + OB + OC + OA = 0. Totul rezults
acum din relatia lui Sylvester.
(ii) S& observam ci A este ortocentrul lui AH BC. Cu relatia Sylvester O, A =
O.H + O,B + 0,C si analoagele.
Avem MA = MH + MB + MC - 2MO, & MA = MH + 0,B+ 0.C &
0,A=0.,H + O,B + 0,C, adevdrat.

(iii) Observam ca OO, L BC si analoagele. Dar 0,0, 1 AH = 0,0, || BC deci
00, 10,0, si analoagele.
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51.14 Tasi
Vab

ﬁ 1

—c 2 8
o ., g etye Sdgala 1 9 3
< St & Mo Le i
Z1—c—2(1—c) 2518(“2 ) 8( Za) 2

bAB+cAC AB+AC  %—a—c —
PR S 3 ~ 3(a+b+o)

el el Sy P W B GI|BC & 2%b—a—c=a+b-2

3(a+b+c) )

btec=2a=2Vb2+c? & 2bc = 3(b +c2), imposibil. Aritim ci este

3 . — 20—b—c — 2c—a-b — =
pOSlblI ca GI”AC Obi;lnem Gl = mBA*F ‘3(—'cH_‘b—)BC §1 AC‘

BC—-BA Londl’ga de paralelism este echivalenti cua+c = 2b = 2v/a? — 2 &

a® 4 2ac + ¢ = 4a® - 4¢? & 5c% — 2ac — 302 = 0. De aici gdsim cd pentru

3
c= —; sib= 4—;4 dreapta G este paraleld cu cateta AC.

1. Demonstridm intercalarea Z

IA

2. Avemazrf—zﬁz

1 1 n n 2
< e == == >
S T 5 . Cautam n astfellmcat 32_ i lm 3 & 3n
m;— Dac ;n m +
astfel de n existi. 2:1 m;—l ?’_I.Pentrumzél:r = > 1. Fie deci
2

5 o o Daca et 3 luéim n 2 DaCé 3 T < 2 sau 3 L < 3

1
ludm » = 1. Am vazut c& daci z < 3 gasim un n natural corespunzitor.

3. Fie

> 1 reiese ci un

m+1§13n§2mﬁ»g??>n>

2 “ :
Pentru 3 < z inmultim cu —n.

4. Considerdm multimile {98, 27}, {97, 28} , ..., {63,62} , {61, 3}, {60, 4}, ..., {38, 26}
care au proprietatea ca suma elementelor din fiecare multime este cub per-
fect si {1},{2}. Sunt in total 50 de multimi. Presupunem concluzia falss,
deci putem alege 50 de elemente printre care s4 nu existe dou# cu suma cub
perfect. Atunci trebuie s& alegem multimile {1}si {2} si cate un element din
multimile de 2 elemente. Astfel cu necesitate trebuie s4 alegem numarul 62,
altfel, 1 + 63 = 64 este cub. Dar atunci 2 + 62 = 64, contradictie.



***m
5.1.15 Maramures
2 2 (:1:+y)2 e m-z y2

£ Z 2 . ,
Cayesent s E5Y =
LR e (£+b)(a+b)_(w+y) , care reiese din

inegalitatea Cauchy-Schwarz. Rezultatul se generalizeaza usor.
2

b—4
— sa + 12a > 0, Vs > 12. Impunem

b) Notdm s = a + b+ ¢, s > 12 si conform inegalitatii de la a) avem

b? c? 52 9

- > >
c—4 Fa—*4 Ticsm g T b
conditia ca discriminantul acestei functii de gradul 2 in s sa fie cel mult 0.
Astfel A, = a?—48a < 04 a < 48. Pentrua = b = ¢ = 8se obtine egalitate.

a+ Va? —48a
l)

intervalul (12, s’) se gaseste o valoare s pentru care s? — sa+ 12 < 0. Deci
cea mai bund constanta este o = 48,

2. Fie y/a = |va]| + {Va} = k +t,unde k = |\/a| € Nsit = {\/a} € [0,1).
Atuncit = Ja—ksi E(a) =t+£2+8 = (a—k)+(Va— k)’ +(Va—k)’ =
Va(l-2k+a+3k?)—k+a+k?—3ak-k€e Q= a(l-2k+a+3k?) €
Q = a € Q,a € N, adici a este patrat perfect. Reciproc, daci a este patrat
perfect, este clar ca £ (a) = 0 € Q.

Dacd A > 0 atunci o > 48 si obtinem solutia s’ =

> 12siin

=0 I B e v

3. a) Avem TA = =BAsi AS SAC = B = s BA + S AC. 1deea este sa

exprimam si vectorul TM in baza {E . E}, astfel vom ardta coliniaritatea
Y = s s
—— ==TM =TA+ AM =
- e — MS—& w T—> —}+
ﬁﬂ 5 36MB +5MC E_/-i i 41MT + 36T A+ 36AB + 5TA +5A
5 9 34 5 34

= e 4 e T

CumTA = —5»BA putem de aici sd exprimam vectorul 7'M in baza {E, AC }
si sd gdsim x sl y.

punctelor T, M, S si vom determina raportul

17— 18
b) Se procedeaza analog ca mai sus. Avem CD = gC?A + ﬁC,TB’ si se ex-

34MA + 36MB  70MC + 34CA + 36CB _
e = 5 in baza

{CT;&, E?_é} iar apoi verificdm coliniaritatea celor 3 puncte.

prima vectorul CM =

¢) Avem AM = AT - TH, T™M = f_ TS si TS se poate exprima in baza
zTTy

{E,A_C’} si gdsim vectorul AM in baza {E,E} Existd A € R* astfel

e e BQ ey = = : &
t A — /\A = — T ——e
incat AQ M. Dar daca oc p = BQ P lBC atunci scriem

AQ> Sy B BCj si dintr-o bazad convenabil aleasd determindm valorile yu si
A



4. FieAn=(2Z+1)U (2°Z+2) U...U (2"Z + 2"1).

Vom demonstra ci (2Z + 1) U (2°Z +2) U ... U (2"Z + 2"~1) = Z\2"Z prin
inductie dupé n.

Evident 2Z + 1 = Z\2Z.
Presupunem afirmatia adevéarata pentru » si o demonstrdm pentru n + 1.
Avem Ay = A, U (2"F1Z +27).

Dacd aritim ci 2"*'Z + 2" = 2"Z\2"*t'Z problema se incheie. Dar
PT\2HZ = 2" (22 + 1) = 2"+1Z + 2" Deci ap, = 1§i by = 2, Vn > 1.
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51.17 Silaj

1. a)2=a" 4+ 0" > 2va™h" = ab < 1.

1 1 bigscleind sl &
b)(1+ - -] =
)(+a)(1+b) 1+ g +b>1+3 Sp 2t

: £ | s :
2. Stim ca E T =, adicd seria armonic este divergentd. S& demonstrdm
k=1
IR 1 34 3 g
acest lucru. Avem 1 — =
cru. Avem +2+3+ +2n>1+2+2+ A+ o n+ 1, pentru

n oricAt de mare. A se vedea in acest sens si problema 2 de la Olimpiada

1 1 1
Nationald, clasa a IX-a. Dar cum Z T = este clar cd S + i + ..+
1 e 1 1

e e A oo cdnd m — oco. S4 mai observdm cd P i -+ = + .+

. < —2 _ < 1iar suma : -+ : T cand
(m+1)n+1  mn+2 n+l n+2 7 mn+l

oo se obtine adunand succesiv sume de tipul : + ! ok T+
O3 =% sos

1 t ; PE Tn 2" kn+3
—— k=1,23,...D isirul s, :=
R, 3 3y 3, arn+1<1§1§1rus n+1+n+2+ *
mn1+ creste cu mai putin de 1 dar ia valori din ce In ce mai mari ceea ce
s , 1 1 1
inseamn c3 existd o valoare m pentru care suma gy he ) Fonthe— )

intrd in intervalul (1,2).

. Se scrie relatia functionald si pentru = — 2 si se rezolva sistemul.

. FieCP < PDsiOQ L CD, Q € [PD]. Avem PA + OP + PB + OP =

OA+OB = 20M ,unde M este mijlocul coardei AB. Dar QC = QD = PQ =

PD - QD = E&Q—C—D = 2PC§ = PD + PC iar PQOM este dreptunghi

deci 2PQ + 20M=T7.




***m
5.1.18 Satu Mare
lLa) vz < 3i@+1) & (z-1° 2 00b) /&5 + /4

a b a+b+1 a+b+1
%(m+1+a—~u+1) L_i‘l(??_"'aﬂ) p :ﬁ :
Egalitatea are loc dac y%; = -%; = lsia=b, adicadaci 1 = 1, imposibil,
deci inegalitatea este stricta.
2 -~'n2 (¢ n
2. (n+ 1) f(n+1) o : (n+1) (n+2)f(ﬂ42-1) (ntD)f(n) o nf (n) 9
Inductts f(n) _ (n+3)(n+4).. f(m+2).

IA

f(m) =  n(n+l)...(m~-1)
f( _ 3.4...2010 __ 2008-2009-2010 2
f(2008) — 1-2-...2007 2 = f(zmS) 2009-2010°

3.a)zy+2(zx—y) = 2007 & (z—2)(y—2) = 2011. Cum 2011 este prim,
y+2=2011
m,y20{$—2= 1}.

b) ax € R,k = 1,2007.
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5.1.19 Sibiu
1. Notam 8, = a1 b i tean- S, = Wrtga)n

2

ay+(n+l)a — 7 :
lﬁ"-r.'.+1::‘S"n+1_‘8,-;ﬂ,= - )2n+1 T‘‘_’ﬂ'(‘-"“"l_a’l:(m_l)""I'?‘:L+l§ld‘:"'

aici se poate verifica imediat prin inductie ambele etape.

27|16 + (9n? — 24n + 11) - 4", Vn € N.

[(sn—4)2—5] .47 = 11 (mod 27) |
deoarece 3n —4 = 3 (n + 9) — 4 (mod 27) si 4" *° = 4" (mod 27), avem P,y =
P, +9). R&mane doar verificarea cazurilor n = 1,9, prin calcul direct.

a,b,ce R

Va=a? £ 452+ 1=+ (14 +1/(1- 0+ 1+ 2 3/2
Va2 B o (fB- )’ 20

Z»\/(l—a)g +(14+b)2> 1—a+1+b+1—-b‘}-_2_1+c+1—c+l+a £ 765 =35

OM1AB,ONL1DC, deci ME || ON, OALU EN = OMENe paralelogram,
OE = OM + ON = OA + OB + OC + OD.

Analog, daci notam E' intersectia celorlalte doua perpendiculare duse din

_...._>

mijlocul unei laturi pe latura opusa,, obtinem: OE' = OA+O0B+0C+0D =
Gf > F —F si astfel am demonstrat si punctul b) al problemei.
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5.1.20 Teleorman
1. a)4a,b> 0,235 > 28, 20?4+ 0?) > (b-b) & (a—b) >0.

brelgle 0. 252 =1

z+y y+z z2+x 2 2 2 i)
z?+y? 3 y2 422 + 2242 = z+y = y+z g z+z = VZY + \/y_z \/z:z \/_+ \/_+\/—

aqg+6—(a+1) =ag’+6— (ag+6) = ag® — 4 — (ag? + 6)

a(g—1)+5=aq(qg- 1) =ag®(¢—1)-10 = a(g—1)? = 5siag(g—1)? = 10,
decig=2sla = 5;

MA + aMB = bMD
a) MA+MB = MD. ﬁeEmljlocullulAB Atunci %ME MD = M—E-D
si ME=FED.CumED = BC' = MD = BC.

b) MD = BC = MD || BC,deci M € EDsi MD = BC.

MA+MB+(a—1)MB=(b—1)MD+MD = (a— 1) MB = (b— 1) MD.
Dacd a # 1atuncisib# 1si M — B— D, imposibil, decia = b = 1.

a) MP = MB + BC + CP si Mp + MA + AD + DP,deci 2MP =
MB +MA) + BC + 4D+ (CP + DP) = BC + AD.

Analog Q_N} = % (ED—C})

b) Fie X mijlocul lui BD. Atunci avem 3 (BC’ + AD + AB + DO) = AX +

— —

XC = AC,
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5.1.21 Timis

1. Cautdm perechile de numere Iintregi distincte (m,n) cuprinse
* : m? + 3 n? +3
in [-2008,2008] cu proprietatea 5 e R ot
(m—-n)2m+2n—mn+3) = 0 & 2m+2n —mn +3 = 0 &
(m—-2)(n—-2) = 7 = (mn) € {(=5,1);(1,-5),(3,9),(9,3)}. Deci

|A| = 4015.

2. Spargem suma 1in functie de paritatea lui k& Z

4p% + 4p + 1
s {&J

1 1004 1003
Z s = Z p+ Z p(p + 1) care se calculeaza usor.
p=1 \‘—p_i_ J p=1 p=1
2
3.Segase§teﬁ’ - AD;BC‘—FAB:CD = AB + CD = % =
3(AD - BC).Din 4B + BC + CD + DA = § = 4D = BC.

—

4. GGy = % (Efé o G_)C) si suménd fmpreund cu analoagele se gdseste GG +
GGy =3 (GA+GB+GC) = 1.

Q

G

b
+
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5.1.22 Vaslui

1. A se vedea problema 1 de la lasi.

2. Din recurenti gisim cd z,41 — 2z, = (a—1)(zh—2p-1) =
(a iy 1)2 (l‘n_l = :L‘n_g) P (a = l)n (1‘1 e 2:0) deci Tyl — T =
(@ = 1)* (2, — =) pentru orice k. Inegalitatea se obtine acum prin sumarea
relatiilor pentru toti k = 1,2,...,n — 1 si tindnd cont cd z; — z¢ > 1.

3. Relatia din enunt este echivalentd cu (a +b b+c)(FA+7B +70) = 3af4 +

- — — —
e ara +brg + cro TA+TB+ 70
3b 3cro & =

sl ol a+b+c 3

adicd AABC este echilateral.

&7 =radeci] =G

4. Totul rezulta din relatia lui Sylvester.

*** hack

5.1.23 Vrancea

1. a) Se verificd prin calcul direct.
b) Evident 0 € A (ludm z = y = 0). Egalitatea 22 — 3y? = 2 este imposibil
modulo 3.
c) Pentrun = 1 ludm z = 3,y = 1, apoi proceddm prin inductie dupi n.
Presupunem cd 6" € A. Din a) reiese cd dacd o, € A = of € A. Deci
6-6™=6"" € A

2. a) Inductie.

b) Se vede repede cd a; = 1,a3 = 2 si prin inductie se deduce a, = n,Vn €
N*,
e =

s e a+b+cAB+a+b+c
cCI = 0 si reciproc.

AC si analoagele deci aAl +bBI +

4. a)Fie BE = kBD,k € (0,1). BE = kBA + kBC,EC' = kBA + (k- 1) BC.
Dar C/F = IBC, | € R si obtinem BF = 2kBA + (I + 2k — 1) BC. Cum BF
si BA sunt coliniari rezultd | = 1 — 2k iar FE = kAC = FE|AC.

b) 5 = (2k — 1) AC deci E, F, G sunt coliniare.
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5.2 Etapa judeteana si a municipiului Bucuresti

1. Avem
|an+1 s an' < 17 ]an+1 == an—l' = !an+1 —Qn +a, — an—ll S ]an+1 —~ a"n.l %8
|an = an—ll Sy e Ia'n+1 = all < n
Atunci
N pi] = @1 =03~ i =0y
Baal — gl e f—mnt =
[Brt1 = bl n(rn+ 1)

(a'n+1 = al) 2 (an+l gt ‘12) + T (an-l—l > an)
n(n+ 1)

nn+1) 1
< = —.
“2n(n+1) 2

2. Implicatia directs este trivial.

S4 ardtdm acum prin inductie dupd n ci dacd 3 | n atunci multimea A
are proprietatea enuntatd. Dacd n = 6k, pentru £k = 1 gasim partitia
B, = {1,5,9},C1 = {2,6,7},D; = {3,4,8}. Daci pentru n = 6k am gisit
multimile disjuncte By, Cy, Dy, astfel incat By U C, U D = A si |Bi| =
leI = |Dk|, construim multimile By = By U {Gk + 1,6k + 6},Ck+1 =
Cr U {6k+2,6k+5},Dry1 = Dp U {6k+3,6k+4} si demonstratia se
incheie. Analog pentru n = 6k + 3.
' n

2??»
3. Fie {—;J =2 Atunci2*n < 2" < 2®n4+neon<2"*<n+ 5% (%)

Dacd n < 2* atunci din (x) rezults can = 2"~*. S presupunem prin absurd
il

k : k 2" 2" 2

cin > 2°.Cum e =2"=3n> e S S5 0 > 2", Dar se
n

verificd usor prin inductie dupd n > 4 ca n? < 2" si obtinem contradictia

dorita.



4. Din puterea punctului stim cd D, E, F, @ sunt conciclice dacd si numai daca

CE-CF=CD.CQ (1)
Sd exploatdm faptul cd ABCE este paralelogram. Avem CE = AB si

@b - FB - Q@8B.PC : :
CF||AB = °OF —~ PC > CF = TR T Asadar relatia (1) se rescrie
ca
AB-QB-PC=CD-PB:-CQ (1)
Dar APCD ~ APAB si AQBC ~ AQDA deci
AB PB
CD PD 7
si
QB _ QD i
QC QA

A PC

Acum, din (2) si (2') relatia (1’) este echivalenti cu c%)ﬁ = 5D Aceastd

ultim¥ relatie rezult3 din Teorema Sinusurilor aplicatd In triunghiurile QAD
si PCD.



*** back

5.3 Etapa nationala

1. Pentru z = 0 gdsim f(f(y)) = vy, Vy € N. De aici reiese si bijectivi-

tatea functiei f. Existd deci zo € N asa incat f(zg) = 0. Pentru z = =z
obtinem f (2% + f(y)) = y. Din bijectivitate reiese ca f(y) = z3 + f(y) de
unde zo = 0. Deci f(0) = 0. Pentru y = 0 obtinem f(z?) = zf(z) =
f(zf(z)) = f(f(=z?)) = 22 In aceasts relatie inlocuim z cu f(z) si gasim
f(z(fz)) = f2(z). In concluzie f(z) = = Vz € N.

Remarca. Observdm c# solutia de mai sus functioneaza si cand f ar fi definita
pe numere pozitive cu valori In numere pozitive.

O alt4 solutie foloseste faptul c&, pentruz = 1, f(1+ f(y)) = f (1) + y iar
pentru y = f(z) se obtine f(z+ 1) = f(z) + f(1). Prin inductie se obtine
imediat f(n) = nf(1) etc.

AF+EHDHEHEH I+ (it bt ot )

1,2, 4 A : 1
3+ %+ 5 +... + =5z = n, pentru orice » natural nenul.

b) Este clar cd multimea {k€N,k>2:1+1+..4+1>n} admite un
minim (conform a). Este suficient s3 ardtam ca
FH3+o+m<n (%)
Evident ?Iﬁ + 5;?1;2- + ...+ 2k1+1 = 2k2i1 < 1 si sumand aceste inegalitati
pentruk =0,1,2,...,n — 1 obtinem tocmai (x).

. Fard pierderea generalitatii putem sa considerdam ag = —1 < a; < as < ... <

an < anyy = 1. Existd indicii k si k + 1 astfel incat o, < z < apy;.

n

n k
Atunci F (z) =Z[:c—a,-| :kz—Zai+ Z a; — (n—k)z.
=1

=1 ] j=k+1
Dacéd »n > 2k, atunci z < —1 si avem

E(z) = —nm—I-ZZ(x—ai) =n— (n(m—l—l)—22(m—ai)) :
i=1 i=1



n k
Dar2) (z—a;)<2Y (z+1) =2k (1 +z)deci

=1 =1

Ez)<n—(2k—n)(1+=z) <n
Cu un rationament similar ardtdm cad F (z) < n siincazul n < 2k.

4. Se §t1e cd daca AAlBl Cy :;1 AAngCg au acelagu centru de greutate atunci
A1A2 = B1BQ + CJ_CQ = 0 Daca ;41A2 = OZBC 3182 = ﬁCA si C Cg =
fyAB se aratd usor cd o« = (3 = « deoarece AB + BC + CA = 0. Atund
fnseamnd ci segmentele A; A si BC, B1Bs si C'A, C1Cy si AB sunt la fel
orientate iar segmentele [A;B1] si [A2Bs] , [B1C1] si [B2Ca, [C1Ay] si [CaAs]
se intersecteaza.

*** hack
54.1 Gheorghe Dumitrescu, 27 octombrie 2007, Craiova

3 (m4 —m? + 1) (n4 —mA 1) (m4 + 3m? 4 l) (‘114 + 3n 1) =

((m2 = mz) ((n2 ) i n2) ((m2 ) S8 m?) ((n2 i n?) .

Vom folosi identitatea lui Lagrange: (a2 + c2) (b2 + d?) = (ac+ bd)?
(ad — be)?.

Astfel (m* — m? + 1) (n* — n? + 1) (m* + 3m* + 1) (n*+3n%+1) =
[((m?—1) (n%2-1) + mqrr.)2 s (m?=1)n -

(22 < 1)m)?|[(m?>+1) (n2+1) + mn)2 + ((M2+1)n—(n?+1) m)g]
si concluzia rezultd tot din aceastd identitate.

2. a) Se efectueaza calculele si inegalitatea revine la a ardtacd 3 (¢ + 2) > 6,
adevarat.

b) Majordm suma din enunt prin
(z1 + 24 + ... + T2005) (22 + @5 + ... + Z2006) (23 + 26 + ... + T2007) <
(:}31 + zo + ... + T2007

3
Ll = @9 = T3 = 669 §i T; = O,i = 4,5,...,2007.

= 669°. Egalitatea se poate atinge pentru

3. a) Suma este 0 daci poligonul are un numdr par de laturi.

b) Fie S suma celor n vectori. Fiecare varf se proiecteaza in mijlocul unei la-
turi “opuse” corespunzitoare. Suma a doi vectori cu extremitatile in capetele

unei laturi este un vector coliniar cu vectorul care are extremitatea in varful

opus, adicd putem scrie vg + vg1 = AUk 4 (n+1)/2, @ < 0. Dar atunci 28 = oS
deci S = 0.
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5.4.2 Nicolae Coculescu, Ziua 1, 30 noiembrie 2007, Slatina

1. Din {kz} = {ky} = ke —ky € Zsidin {(k+ 1)z} = {(k+ 1)y} = kz — ky +
m—y€Z=>:c—y€Z=>:c=y+t t € Z astfel c& {nz} = {ny + nt} = {ny}.

(3a® + 3b® + 3c3)
5 &
g Z3a5+2bc Zgas-}—ﬁabc z:94:16+2 9a6+9b‘5+905+6_1®
18 37 a3b3 > 6 si ultima inegalitate rezult din inegalitatea mediilor.

MB—B> NC— b 1B
5 o b+c

B ch —~ MB+ NC =
PQIIAC & [BM] = [CN].

4. Modul de “constructie” al partitiei este bine determinat. Fie 1 € A;. Atunci
2,3€ A2=4,5,6,..,15€ A;.42,...,162 -1 € A5,16%,...,16* —1 € A...siin
general

A = {20,22,..., Pl 08 ke, ot Nt L 1} :
Ay = {21,22 SN SR SRR bl L1 1}.
***m

5.4.3 Nicolae Coculescu, Ziua 2, 1 decembrie 2007, Slatina

2 62 b 3 3 3
1_$:(a+ +¢)(a+ o Z_a_@_‘l"_c)> M:Q(din
ad +b% +¢3 gy a®+ b+ 2

inegalitatea triunghiului).

# g9
Tl y Dot o)
+ b3 +c 3 + b3 +c 3
|z | = 3 cdnd triunghiul este echilateral si |_a:_} = 2 1n rest.

Pe de altd parte z = 1 + = 3. In concluzie

2. a) Gésim a; = 1,b; = 0, ag = 4, by = 1 si demonstrdm prin inductie cd exista
an > b, astfel incat u” = ua, — b,, Vn € N*.

W ="y = (gn (2+/3) = by) 2+ v3) = Tay, — 2b, + (da, — bi) V3.

Punem a, 1 = 7a, — 2b, si b,11 = 4a, — b,,.

b) (z — 2y)2 — 3y? = 1. Este suficient s4 aratdm ci ecuatia X2 — 3Y? = 1
are o infinitate de solutii. Dar aceasta este o ecuatie Pell cu solutia minimal
(X,Y) = (2,1) si solutia generald (X,,Y,) unde X, + ¥, ¥/3 = (2+ v3)"



Xn,Yn € Z. Se demonstreaza prin inductie cd dacid (X,,Y,) este solutie
atunci si (Xp41, Yni1) este solutie. Intr-adevir

Xﬂ+1+Yn+1\/_: (2_}_\/’?_))“' (2+\/§) = (24—@ (Xn+Yn\/-§) — 2Xﬂ+
Y + (Xn+2Y) V3 8 Xnq1 = 2X, +3Y, 51 Youu = X, + 2V,,. Acum
X2, , -3Y2, = X2 - 3Y? = 1si solutia se incheie.

. Fie A o multime cu proprietatea din ipotezd si z; < z3 < z3 < ... elementele

sale.

: : Ty — I1 z2 — 21
Fied = (z1,2,). Evident e o
2y = dzy, (m;,m;) = latunci z,—; = dzy = oy = 2, (1 +d) = z; = 1 deci
z1 = dsizy = d(d + 1). Multimile A de céte 2 elemente {d,d (d + 1)} satisfac
ipoteza. Sa cdutdm multimi A cu cel putin 3 elemente. Daca (z3,d) = 1 atunci
z3—d € Adecizg—d =dsauzz—d = d(d+ 1).DaCé$3——d=d=>3:3 = 2d,

imposibil. Deci z3 = d(d + 2). Atunci 09 kde 4id o)) =1 € A dec

d
d = 1 si pentru orice element z; € A reiese cd z, — 1 € A. De aici rezultd ca
toate multimile A de tipul {1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}, ... impreund cu
cele de mai sus satisfac ipoteza.

< z9 deci =1z;. Dacd z; = dx; si

. Cu Teorema lui Menelaus obtinem

MA BC EA BC FA MB CA FB CA BD MC _
MD BD EC CD FBMET.CE_FA - AE sDCMF

_AB CD _AB CE
AR DB BFEA

> 64 deci

Atunci

MA MB MC\*>_  BC® = CcA*  AB?
MD ME MF) BD-CD CE-EA AF-FB

MA MB MC : :
WD - ME T > 8, cu egalitate cdnd M este centrul de greutate al tri-
unghiului.
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54.4 Unirea, 1 februarie 2008, Focsani

1. Fie ry,ry, T, ratiile celor 3 progresii. Avem z, = z¢ + nry, yp = yo + nry, si
Zn =20+ nr,,¥Yn € N, '

Dar zp4nr, = 2, = Tpln = :coyo+nxorm+nyory+n2rwry =T, =Tz +YoTy+
nryry, Yn € N. Deducem imediat cd r, = 0saur, = 0.

2. a)a = 4,b = —1. Intr-adevir, sirul (%) ey dat prin recurenta z,, 4o = 4z, 41—
z, cu termenii initiali zo = 2, 1 = 4 are ecuatia caracteristicd z2 — 4z +1 =0
si solutiile z; = 2 — /3,25 = 2+ /3 si temenul general z,, = (2+ \/§)n +
(2—v3)"=a" 4o,
b) Sirul de la punctul a) este de fapt sirul (z,,), y dat de z, = o™ + o~ ™. Dar

acest gir are toti termenii numere intregi. CumO0 < a™ < 1= {a ™"} =a™ "
Cum o™, o™ € R\Qsi |a™]| + a7 |+ {a"} + a™" € Z concluzia se impune.

3. a) Se giseste ci BA! = p—¢,CA' = p—-b,CB’' = p—a, AB' = p—,
AC’" = p—b, BC' = p — a. Totul rezultd acum din teorema lui Ceva.

I — —_— —_—
Tl e e g g bt s i ey gl o
NC c P
oy WG dulroy: S8 dtoTs
P b c

Remarci. Punctele A’, B, C’ sunt punctele de tangenti ale cercurilor ex-
- Inscrise cu laturile iar N este punctul Iui Nagel. Se stie cd N are coordonatele

= 8
baricentrice (p a’p ’p C).

£ p P
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54.5 Trepte in matematicd, 16 februarie 2008, Calimanesti

j 8

a)lz =3l t+|lz=2+le -+ |z¥1+|z+2|+ |24 3| =8 -z +|2 —=| +
l—z|+|z+ 1+ |z+2|+|z+3 > 12

Egalitate pentru z € [-1, 1]..

b) |z| + 22 + ||z| — 1| + 6|z — 2| + |22 — 1| + 3|2z + 1

= |z| + |22| + ||=| — 1| + | -6z + 12| + |—22 + 1| + |62 + 3|

> |z + |z| + 15| = 15 pentru z < 0. Deci m = 15 iar egalitatea se poate 'atinge
pentruz € [——1, —-—%—) -

a) &=L

b) Evident0 < z < 1. Dacd 0 < z < % nu obtinem solutii. Daca

atunci 0 = |_2\/a: - :z:2J

Dar se verifics usor ¢80 < z — 22 < £ Vz € [0, 1]. In concluzie z € [3,1].

£ pisal

D]

Vom ardta cd existd o infinitate de numere intregi k astfel incat ecuatia
z? — kz + 1 = 0 s4 aiba r4dacini irationale. Radicinile sunt de forma z; o =

k—#. Numdrul k2 — 4 este pitrat perfect doar pentru k € {—2,2}. In
rest numarul k—ﬂf—# este irational.

a) Totul rezultd din teorema lui Thales si din teorema bisectoarei.

b) Daci ZA = 90° atunci AB = AC = % Din teorema aseméanarii si teorema
bisectoarei g—g- = % = ABAfBC = 1+1\/§ = |ﬁ)| = 1+’\é. Daca ZA =

36° atunci AD = BD i B3 = 48 = BB — snset _ 1. o |FD| -
5—t=. Altfel, si observdm cd ED = BE = CD si in trapezul isoscel (deci
inscriptibil) BCDE cu teorema lui Ptolemeu obtinem ED - [ + BE? = EC?

iar CE = AE, AE = B2 . AB etc.

Remarci. Valoarea cos 36° poate fi efectiv calculati folosind faptul ci cos2 -
36° = — cos 3 - 36° si apoi utilizdnd formulele unghiului dublu si triplu.
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5.4.6 Mathematica - modus vivendi, 22-24 februarie, Rm Vilcea

1. Este clar cd z > 0. Avem |z?| + 1 > 22 i 2 |z| < 2z deci z < 2. Obtinem
T € [1, \/E) ?
AB _ BD

2. a) Din teorema bisectoarei 45 = FF = % de unde AC = 2DC. Prin
urmare 2a = b+ c.

Exprimdm vectorii Ie si BC in functie de AB si AC.
s atec—2b — a+b—2c

A SO AERGSS e S B
i 3(a+b+c) +3(a+b+c)

IG si BC sunt paralele dacd si numai dacd —

AC si BC = -AB+AC. Dreptele
atc=2b ~atb-2c
3(a+b+c) 3(a+b+c)

2a = b + ¢ si demonstratia se incheie.

b) Triunghiul ABC' este dreptunghic in A, deci a? = b 4 2. Dar 442 =
b2 + 2 4+ 2be, de unde 3a? = 2be.

3. Rescriem inegalitatea ca

- ar + a1 - 1
Z2&
; \/25 G Gy Z (ak - ak+1) \/(28 = Ri= ak+1)(ak + ak+1)

k=1

mn

- 1 (ax + ak41)
D SERT AR o
arg(ak+ak+1)\/(25”ak_ak Z 5

+1)(ax +ak+1) ~

. . ; 1
Egalitatea se poate atinge pentru a; = ay = §S‘ Pentru £ > 3 inegalitatea
este strictd.
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54.7 Cezar Ivinescu, 15 martie 2008, Targoviste

1. Din inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem
(a+bsinz)? < (a? + b?)(1 +sin’ )
(c+dsiny)? < (¢? + d?)(1 +sin’y)
(a+beosz)? < (a? + b?)(1 + cos? z)

(c+ dcosz)? < (c? 4 d?)(1 + cos? z)

Sumand inegalititile avem

(a4 bsinz)? + (c+ dsiny)? + (a + beosz)? + (¢ + d cos z)? 2
a? + b2 + 2 4+ d? v

(a® + b%)(sin z + cos? z) + (c® + d?)(sin? y + cos? y)
a® + b2 + ¢ + d?

24

este demonstrati.

= 3, si inegalitatea

1
2. Este natural si scriem relatia functionald si pentru = Obtinem

1Y 0.2 i add = Eo
f(:c)+2f(m) = +$2+3§1f(w)+2f(z)—2m +w2+3.Dea1c1re1ese
A f(z) = z? + 1.

Urmeaz3i c3
2007 2007

2
2=y ———=
,gf(k)—2 ,czzz

—1+1+1+ +—1——— l+1+ + : + 3 + .
o 3 4 U 2006 2007 2008

SRl sl
B -1 sk} k+1

Y [21]10]18[29
e e andh

154 [1 |2 [8

39 (106 |11 12
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54.8 Gheorghe Lazir, 21-23 martie 2008, Sibiu
aq ai
=

1a2+n—1 "~ ajag..ap +n—
Prin adunarea celor n inegalitdti obtinem ca

aq as an ai+ag+ ... +an
+ + ..+ <
ajag+n—1  agaz+n-—1 anai +n—1 a1as...an +n—1
ardtacia; +ag+ ... +an < 0j09...an,+n—-1

Stim ci daci z,y € [0,1] = (1 —z)(1—y) 2 0sauz +y < zy + 1.

1. Cum a; € [0,1] rezulta ca = 7 si analoagele.

. Vom

Astfel avem a; + ag + ... +ap < ajag + 1+ as+ .. +ap +n—2 < ajasaz +
l+4a4+..+a,+n—-3< ...

Repeténd acest rationament de » — 1 ori vom obtine in final inegalitatea
dorita.

2. S4 ludm urmétoarele multimi de doud elemente cu suma 2(a; + nr) :

{ag,a2,},{as,azn_1}, -, {@n,a@ns2}, precum si multimile {a; } 8i {an+1}. Din
principiul cutiei se vede ugor ca oricum am selecta n + 2 termeni ai progre-
siei vor exista 2 elemente care fac parte din aceeasi multime si problema se
incheie.

3. a) Evident exists un vector ¥ de modul nenul. Fie acesta v7. Atunci v =
ag - ‘U—’]_ cuar €R.

Dar 1 = E |oz| = E ap |01 + ay| 7. Unul din cei 2 termeni
1<k<n 1<k<n 1<k<n
a, <0 ap>0

: y . | e :
ai acestei sume este cu siguranta cel putin egal cu - 5 8 alegem I multimea
indicilor k respectivi.

. - — = —5 .
b)Fievy = zx i +yx j ,unde i, j sunt versori.

Avem 1 = Z |vk| = Z \fmz—l—yz Z (|lzx| + |lyk]) = Z Tk

1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n
z, <0

Y m | DD |+ D |

1<k<n 1<k<n 1<k<n
220 yx<0 yp>0

Cusigurants una din cele 4 sume este cel putin egald cu % siludm J multimea
de indici cu aceastd proprietate. In cazul in care se realizeazd egalitatea,



raman 3 termeni cu suma 1, deci existd o sumi mai mare sau egald cu 3,

deci mai mare decat i

- Pentru orice punct X avem c& f(X) = X'My + MoNy + NgP' = X
unde X' este simetricul lui X fatd de BC, P’ simetricul lui P fatd de AB si

My, Ny intersectiile dintre dreapta X'P’ si BC respectiv AB. S notdm acum
HY GY oYy

B = = — = i presupunem cd k # 1. Dar atunci daca Y’
i, I J) 2 P Lo
este simetricul lui Y fatd de BC, avem k = fﬁ(?;) 5 g, B Existd punctele

F !

S
S, T astfel incat = 75 si atunci H' se afld pe cercul lui Apollonius core-

/
spunzitor diame‘st’r}fxlui ST. Dar analog se aratd ca G, O’ se afli si ele pe acest
cerc. Insa H', , O’ sunt coliniare (se afld pe simetrica dreptei lui Euler fati de
BC), imposibil. Atunci k = 1 iar punctul Y este simetricul lui ¥’ fatd de BC,
unde Y este simetricul lui P’ fatd de d’, d’ este simetrica dreptei Euler fati

de BC iar P’ simetricul lui P fati de AB.
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54.9 Sfera, 22 martie 2008, Bailesti

Partea 1.

1. ey 2 arsnbi4.c)5.d)
Partea a II-a.

1. Fie K = AMNIJZAIB = 90° + L1ZAMB = 90° + /MIJ = £JIM =
ZIMK. Cum ZIMJ = 90° rezultd cd MK este mediana laturii IJ. Pre-
supunem prin absurd c& cele 2 cercuri nu sunt tangente. Ducem ISLAM
si JTLAM (S, T € AM) si obtinem AISK = AJTK deci razele celor 2
cercuri sunt egale. Dar 8450 = Samp = Samc = pir = por, unde P1,P2
sunt semiperimetrele celor 2 triunghiuri si r raza cercurilor inscrise. Asadar
P1 = pa si concluzia se impune.

2. Din inegalitatea mediilor S a* + ;i— = "5*4at + R e N

s> ala+b) > avab.
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54.10 Traian Lalescu, 28-30 martie 2008, Deva

1. a) Fie 8 = a + b. Avem de aritat ci $2 — 35S + 2 > 0 sau (S=1)(S-2)>0

adevdrat pentru ca S > 2.

b) S& punem z = ac,y = bd,z = ad,t = be. Aplicand inegalitatea de la a)
obtinem4+ z2 + 32 +4+ 22 +t2> 3z +y+z+t) = 3(a+b)(c+d).

b+ ke c+ ka a+ kb

. Dacda+b+c#0= S SieoF et Tl = k + 1. De aici obtinem
sistemul -
b+ kc=(k+1)a a—c=k(c—Db)
c+tka=(k+1)b = b—a=k(a—c) = a =0Db=cyl
a+kb=(k+1)c c—b=k(b—a)
(a+b+c)3:27‘
abc

Se aratd ugor ciincazula+b+c=0=a=b=c.

—_— = ——

. a) Din relatia lui Sylvester obtinem cd OH4 = OB 4+ OC + OD si analoagele.

Observdm mai departe cd

OA+ OB—I—OC’+OD OH,}+OA = OHB +OB OHC o OHD+
oD = OQ Din OH, + OA = 0Q = QH, = A0 si analoagele. Rezultd ca
QH4 = OA = QHp = OB = QHg = OC = QHp = OD ceea ce inseamnd
ci patrulaterul H4HgHo Hp este inscriptibil.

_ _
Stim ¢ H4G4 = 2G40 si analoagele de unde reiese c# patrulaterul
G 4GpGeGp are laturile paralele cu HyHpHc Hp deci este inscriptibil.

b) Este clar ci O este centrul omotetiei de centru O si coeficient 2 care duce
patrulaterul G4aGpGcGp in H 4 HgHcHp. Aceastd omotetie duce cercul cir-
cumscris patrulaterului G 4G gG¢Gp In cercul circumscris lui HyHgHcHp,
deci duce centrul Og in centrul Oy si de aici deducem coliniaritatea celor 3
puncte.

. Pentru n = ng avem f (ng+ 1) = f(no) = 1. Pentru n = ng + 1 obfinem

f(ng +2) = 1 si se vede usor ca f(n) = 1, Vn > no. In continuare fie
f(np—1) > 1. Pentrun = ng — 1 = f(no—1) = 1. Dacd f(no—2) = 2
atunci punem n = ng — 2 si din cele de mai sus rezultd 1 = f (no — 2), im-
posibil. La fel aratdm ca f(n) € {0,1} dacd n < ng — 1. Dar daca m este
minim cu proprietatea c& f(m) = 1 se observa imediat c& f(n) = 1,Vn 2 m
si f(n) = 0Yn < m. In concluzie sunt ng functii.
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54.11 Alexandru Myller, 11-13 aprilie 2008, Iagi

1. S4 observim ci z > 0. S4 scriem z = m + @, unde m = |z| iar a = {z},

m € N* o € (0,1). Avem ecuatia B 120 i ) & 200702 + 2007Tma —

! 2008
2008m = 0. Dacd m > 2007 atunci 2007 < 2007m (1 — a) + m = 200702 <
2007, absurd. Deci 0 < m < 2007. Ardtdm cd pentru fiecare 0 < m < 2007
gasim un a € (0,1) corespunzitor. Fie f (a) = 2007a? + 2007ma — 2008m.
Avem A, > 0, deci ecuatia f (a) = 0 are rad&cini, iar din relatiile lui Viéte
reiese cd o rdddcind este pozitivé si cealaltd negativd. Cum f (0) = —2008m <
0 este suficient s3 ardtdm ca f (1) > 0, ceea ce se vede imediat. Atunci ecuatia
are 2006 solutii.

. Numarul 64z% 4 64z° 4 256 trebuie si fie pitrat perfect. S& tncercdm o

incadrare a acestei expresii tip polinom intre 2 patrate perfecte. Avem
(8:1:3 4 42° — :1:)2 = 642° + 6425 + 162% + 22 si (8:03 +4z? —z + 1)2 =
642° +64x° +82° + 922 — 2z + 1. Pentru |z| > 3 numarul 64z° +64z° + 256 este
cuprins intre (8z% + 422 — z)° si (82° + 422 — z + 1)” deci nu poate fi patrat
perfect. Rimén de analizat posibilititile z € {-2,-1,0,1,2} care conduc la
solutiile (z,y) € {(-2,%6),(-1,£2),(0,£2),(2,£10)}.

Remarca. Cu toate cd cele 2 pitrate de expresii polinomiale nu sunt tocmai
usor de gisit, este natural s ciutdm un poliom f (z) de grad 3 si coeficient
dominant 8. Apoi pentru a obtine termenul 64z° trebuie si addugdm in ex-
presia lui f (z) si pe 422. Addugénd si pe —z (pentru a mai reduce eventual
din termenii care apar in plus) ridicam la patrat pe f (z) si obtinem ce ne
dorim.



3. Fie M = ACNnBD,N = BDNCE. Notam d;,ds distantele de la B si D la
AC, d3, d4 distantele dela Bsi Dla CE.

Atunci 28(4BC) 1 BM _ ara(CDE) _ DN . ..
aia(ABCD) ~ |, da = BD % aria(BCDE) _ BD °
d
L L :
B RE

4. a) Fie d simetrica dreptei AM fatd de N. d|AM = d N BM # (), fie Q =
dNBM. Daci P este simetricul lui @ fatd de NV este clar c& P se afld pe dreapta
AM. Punctele P si Q) sunt cele cdutate si sunt unic determinate (unicitatea se
demonstreazd usor).

b) 20N = 20M + 2MN = AP + BQ = 40N? = AP? 4+ BQ? =constant,
deoarece AP - EZ) = 0, AB fiind diametru.
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54.12 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -
Proba individuala

1. S& notdm z si y lungimile laturilor celor 2 patrate. Evident “lungimea” drep-
tunghiului este = + y iar "ldfimea” este mai mare sau egald cu max (z,y).
Dar suma ariilor celor 2 patrate este egald cu z? + y? = 1. Trebuie de fapt sa
gdsim maximul expresiei  (z + y) In ipoteza z? 4+ y? = 1. Putem sa punem

x = cost si y = sint, t € [O Z] Atunci z (z +y) = cos?t + sintcost =
c052t+sm2t+1_1+£ ( ) \/_+1
2 o e i 2

)
: 4

2. (i) S& notdm s; = zi42 + ... + Tisk, pentru toti .

Din inegalitatea mediilor E s >np = —1-
Ziv1(Tiva + .o+ Tigk) o Titl T S
Dar 1
H $z+1 ( )
si
n n
s
> ©

: el
/HSi—Esi kY mi

Din relatiile (1) si (2) obtinem inegalitatea dorita.

(k+ 1)z <k+1
2?2 4 kxizo + 25 ~ k+2
(k+1)z122 2 1 #x%—m1x2+$%> 1 2 z$ + z3
22 + kzizo+ 22 T k+2 2 4 kziwo+22 — k+2 22+ kzizo + 73
1+ kz122 + 23 + xi + kx122 + X3 = i+ kzizo + 23
>ﬂ31+.’132

~ k42

(ii) Cum 3 + kzyzq + 23 > (k + 2) 2120 = =1

. Prin sumarea inegalititilor analoage rezultd concluzia.

3. S4 observdm mai intdi ci f (z) € [—1,1] apare ca argument pentru f prin
fof. Inseamnicia < —1sib > 1 Pentru z = a in relatia data obtinem

2 1
-1< :_:_2 < 1% —1<a<1. Analog -1 < b < 1. Cu necesitatea = —1
iarb=1.

2x+1> e SEIE D B e — 1 =1 i T(1),

%
suuen = £(2) - FE
f(=1) € {-1,1}. Cum functia f este bijectivd nu putem avea flly= F{=1)

deci f(a)+ f(b)=F()+ F(=1) =
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54.13 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -
Proba pe echipe

1. Pentru n = 1saun = 2 se vede usor ci solutiile sunt z; = a respectiv
(z1,22) € {(0,a),(a,0)}.Fien > 3. Dacia = 0 = z; = 0. Daci a 0

tmpArt i By a0 T S G TSR B =} | 5
Impar{im egalitatea =1 + =3 + ... + =7 = a* prin a? si obtinem a—2—+a—2+...+
2 3 3 3 2 2

"I"’n. _ €Z; " s 3}'1 332 :I:.n 171 1:2

—2 = 1 Inparticular = < lgidecil ==L + 24 % %1 —=

a P e a3 a3+ +a3 _a?—l_a2

wt—o =1= — =1= z; = a. Mai avem si solutiile z; = a si z; = 0,
a

a
Ve {1,2,...,nF = {i}.
2. n este par, deci dy = 2. Cum d; = 1 rezulti ci d3 si d4 au paritati diferite. S3
zicem cd d3 = 2d. Presupunem c3 n:A. Cum d3 = 2d, d impar, atunci d; este

impar si di +d3 + d3 + d = 0 (mod 4) , contradictie. Deci nid sid = 2, ds = 4.
Dar atunci df + d3 + d3 + df = 2(mod4), absurd. Deci dy = 2ds, d3 prim.
Cum dj este divizoral luin = ds | 5,ds = 5 sin = 130.

Remarcd. Problema a fost propusi de Bulgaria la Olimpiada Balcanici de
Matematica desfaguratd in anul 1989 la Split.



