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Capitolul 1

Clasa a IX-a

1.1

1.1.1
1.

Etapa locala

Arad

5
Dac# a, b, c sunt numere reale pozitive, astfel incat a® + b +¢* = 3 sése arate

ca:

e
a b ¢ abc’

iiya — 2b+ ¢ < V10.

a

. Fie a € R%, cu proprietatea {a} + { 1} = 1. Aritati ci a ¢ Q. Dati exemplu

de astfel de numadr.

Consideram punctele M si N in planul triunghiului ABC si p,q € R*. Stiind
ci AM = pAB + AC si CN = ¢qCB, si se arate cad A, M si N sunt coliniare

daca si numai dacd — — — = 1.
S i

Se considers expresia E(z) = |z —1| + |z —2| + ... + |z —2008|,z € R.
Determinati mi}g E (z) precum si pentru ce valori ale lui z se realizeaza.
ze€
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1.1.2 Bihor

1. Fie punctele coliniare ordonate sj echidistante My, Ma, ..., M, si O un punct
arbitrar.
——p —_— =
a) S4 se exprime vectorii OM;,i = 1,2,...,n in raport cu OM; si OM,,.

b) S4 se arate ci:
OM; + OMz +--- + OM, = g (OM1 +0M;).
2. Dacd a, b, ¢ > 0gj abc = 1, aratati c:
1 1 1 3
= - 2
o a?(b+ c) : b%(a+ c) T c2(a+b) = 2

Drimbe Daniel si Marius Cicortasg

3. Férd a face efectiv calcule demonstrati ci numarul (200810 + 20085 + 1) este
divizibil cu numarul (20082 + 2009).

Romulus Plesa si Viorica Plesa

4. 54 se demonstreze c functia f ce are proprietatea ci Ja # 0 astfel incat

f(z)+ V3

- 7t | f(z) # V3, Vz eR,

fz+a)=
1
este periodica.

Ioan Cuc
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1.1.3 Brasov

1
1. a) Sd se dea exemplu de numair real a care are proprietatea {a} + {E} =1,
unde cu {z} s-a notat partea fractionars a numarului real .

b) Fie A C R o multime cu cel putin trei elemente, avand proprietatea ci,
pentru orice doud elemente distincte z,y € A, rezults z+y € Q. 53 se demon-
strezecd A C Q.

2. Fien € N* si functiile f,g: R — R,
fl@)= le+k+> |s—k,g(z)=f () +|22— 1] ¥z € R.
k=1 k=1

a) 54 se demonstreze ¢4 f (z) > n(n+1),Yz € R.

b) 54 se determine valoarea minima a functiei g.

3. Si se determine functia f : N* — R* care verifica simultan conditiile
i) f (1) = 2008,
1 *
W f()+f2)+..+f(n)= —ﬁf(n),VneN :

4. Fie ABCDE un pentagon inscris intr-un cerc. Notdm cu Hy, Ho, Hs, H, orto-
centrele triunghiurilor ABC, BCD, CDE, respectiv ACE. Sa se demonstreze

ci patrulaterul H, HoH3 H, este paralelogram.
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114 Bridila
1. a) Demonstrati ci (a + b)" < 2"~! (a™ + b"), Vn € NgiVa,b € R,.
b) Demonstrati c (a + b)" (a™ 4 b") < 2" (a®" + b®") , Vn € NsiVa,b € R,

2 00 2
2. Demonstrati cd 4/ (—z-—-i;—s— € R\Q,Va € Z.

3. Daci a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi, demonstrati ca

Runceanu Emilian

Dan Negulescu

9a2 + 9b% + 17¢2 — 14ac — 14bc — 6ab > 0.

Nicolae Stinica

7 1
53 J e , unde |a| este partea intreagd

4, S4 se rezolve in R ecuatia [ —_— =

a numarului a.

Vasile Tarciniu, G.M. nr. 6/2007
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1.1.5 Bucuresti

. 1
1. a) S4 se dea exemplu de numdr real a care are proprietatea {a} + {E} = 1,

unde cu {z} s-a notat partea fractionard a numarului real z.

b) Fie A C R o multime cu cel putin trei elemente, avind proprietatea c4,
pentru orice doud elemente distincte z,y € A, rezultd z+y € Q. Sd se demon-

strezecd A C Q.

2. Fien € N* si functiile f, ¢ : R — R,
f($)=2|$+kl+2|m-—kl,g(a:) = f(z)+ |22 - 1],Yz € R.
k=1 k=1

a) S4 se demonstreze ci f (z) > n(n+1),Vz € R.

b) S4 se determine valoarea minima a functiei g.

3. 54 se determine functia f : N* — R* care verifica simultan conditiile
i) f (1) = 2008,

i) F()+F@Q)+...+ f(n) = %f(n),VnE N*,

4. Fie ABCDE un pentagon inscris intr-un cerc. Notdm cu Hy, H. 2, Hs, Hy4 orto-
centrele triunghiurilor ABC, BCD,CDE, respectiv ACE. Sa se demonstreze
cd patrulaterul H, HyHs H, este paralelogram.

*** hack

1.1.6 Buziu
1. Fie dat un numdr real a. Aflati z, y, z € R ce verifica simultan ecuatiile:
z+y+z=4a si zy+ yz+ zz = 7a® — az.

2. 54 se determine functia f : R* — R pentru care avem:

f(f(w)——bf)slsé(f(l)—b—x>,Vw€R*-
b a % T a

3. Fie G'si @ centrele de greutate ale triunghiurilor ABC respectiv A'B'C’. S4
se arate cd exista relatia:

AA + BB +0C =3aq .
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1.1.7 Calarasi

1. 54 se rezolve in R ecuatiile:
a) {.‘1?}2008 = l_l‘_l 2008 = xgoog =0

b)az +a|z| = a.

2. a) Se dau multimile 4 = {yEZ:y:z+m2,mEZ} S
{y€Z:yz:1:+x4,a:€Z}.SasedetermineAﬂB.

b) Fie M = {:B €EZ:In€l, x> +5x+4= n?} . S4 se stabileascd valoarea de
adevar a propozitiei "M C [-5,0]”.

3. a) Sirul de numere pozitive ay, ag, ..., ag, ... formeaza o progresie arit-
meticd, iar sirul by, by, ..., by, ... 0 progresie geometrici. Si se arate ca daca
a1 < ag, a1 = by i as = by atunci pentru orice n numar natural » > 2 este
adevidrats inegalitatea a,, < by,.

b) Se considerd un pétrat de laturd 1. Ducand 4 drepte paralele cu laturile
sale, il impértim in 9 pérti egale. Patratul din mijloc il elimindm. Cele 8
patrate rdmase le impéartim in acelasi mod in 9 patrate egale si din nou
elimindm pétratul din mijloc. Repetdnd procedeul de 2008 ori, se cere aria
pétratelor eliminate.

4. a) Aritati ca e < \/%,Va,be (0, +00).

ab+1 —
b) Daci a, b, ¢ > 0astfel incat abc = 1, s3 se demonstreze inegalitatea:
2 2b 2
= ¢ _ < ayi+bva+ eV

ab+1 +bc—i—1 +ca—|—1 =
c) Fie a, b, ¢ > O astfel incit a + b + ¢ = 1. S4 se demonstreze inegalitatea:
a3+b3+c3+6abc5 &* 4 0" 42,

Dan Marinache
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1.1.8 Constanta

1. Fie f : R — R definitd prin f (z) = {z} + {2z} + {3z}, unde {a} reprezint
partea fractionard a numérului real a. S4 se arate ca:

a) functia f este periodici sj si se determine perioada principald;

b) si se rezolve inecuatia f (z) < 1.

2. Fie a,b,c € (—1, c0) astfel incat sa avem ab + bc + ca + 2abc = 1. S4 se arate

cé: 1 i i : .
2%a+b " 24b¥c 2+ ¢+e
Tudorel Lupu
3. S4 se determine numerele strict pozitive a;,as,...,a, pentru care este
adevarats egalitatea:
2nd1 =
af+ad #ls4at= 3 (a1 +as+...+a,),Vn € N*.
Gazeta Matematica

4. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Notam cu H,, Ha, Hs, H, ortocentrele
triunghiurilor ABC, BCD,CDA respectiv DAB, iar M, n mijloacele diago-
nalelor AC respectiv BD . S4 se arate cd dacd triunghiurile M HyHy si NH H;
au acelagi centru de greutate, atunci patrulaterul ABCD este dreptunghi.

Cezar Lupu
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1.1.9 Covasna

1. Fiez,y € Rastfel incdt z — 6y + 2 =0siz € [-2,4]. Dacd

a=vVr2+y?+4x+44+ /22 +y2 — 8z — 2y + 17
sd se calculeze [a] (partea intreaga a lui a).
2. S4 se demonstreze ci oricare ar fin € N, 23" + 1 este divizibil cu 37+1.
3. Fie (an),>; un sir neconstant, cu proprietatea ci:

art+az+...+an, Qpyi
n 3
$i (bn),>; unsir al cdrui termen general este dat de relatia: b, = %2, Vn € N*.
S4 se demonstreze cd sirul (b,), -, este o progresie aritmetic.

, Vn € N*

4. In triunghiul dreptunghic ABC,m (fl) = 90", Fie AM si AN (M, N € BC)

inaltimea, respectiv mediana din varful A astfel incat4- MN = /3. BC.sa
se demonstreze c&: BC? = 4. AB - AC.
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1110 Dolj

1. 54 se demonstreze prin inductie urmatoarea egalitate:

il 1 1 1 1

e = + +oe

3 WMl i REE B2

2. Fiea, b, c € R*, distincte doud céte doud si multimile:

A = {zeR*|az? +bz+ c=0},
B = {z€R|bz?+cx+a=0}
C = {z€R|cz®+az+b=0}

+ i,\r’n > 1
2n

e

S4 se arate cd dacd AN BNC # 0, atunci AU BUC are exact patru elemente.

3. In AABC se considera bisectoarele (AA;, (BB, (CC; si I centrul cercului

inscris in AABC.
a) 54 se exprime Al si A_A{ cu ajutorul lui AB si AC,

b) Daca AAI + BB; + CC‘; = 0, sd se arate cd AABC este echilateral.

4. Rezolvati in R ecuatia: {z} — {2z} = =.



*** back

1.1.11 Galati

1. S se arate ci oricare ar fi 2¥ 4 1 numere prime mai mari ca 2, exista cel putin
dou# care au diferenta divizibild cu 2¢*! (k numar natural nenul).

Petre Batranetu

2. Multimile finite A si B satisfac egalitatea:

1 1 1 19
card (ANB) | card (AUB) | card P(AUB) 24’

unde card (M) reprezintd numarul elementelor multimii M iar P (M) este
multimea tuturor submultimilor lui M. S4 se justifice egalitatea A = B.

Marian Baroni

3. 54 se arate cd oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ € (0, ), avem inegalitatea:

ab ¥ be 3 ca <§
ab+c-(a+b+c) bc+a-(a+b+c) \/;L-I—b‘(a—|-b+c)"2'

Cerasela Momoiu

4. In triunghiul ABC, cu AB # AC, punctul D este mijlocul laturii BC, I este
centrul cercului inscris in triunghiul ABC, DINAB = {E} , ADNEC = {S}.

a) S4 se demonstreze ci 7} = ﬁ%ﬁiffa, unde a, b, ¢ sunt lungimile la-
turilor triunghiului ABC.

b) S4 se calculeze valoarea raportului ££ in functie de a, b, c.

Constantin Ursu
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1.1.12 Gorj

1. S3 se demonstreze ci:
a) (z +y)° > 4zy, Yo,y € R.
by e ¥ F o 2 g+ e 2 Vb, ¢ 50

cFa?

2. Se considers multimile A = {z € N, z < 2008 | z se divide cu 11 dar nu se
divide cu 13} si B = {z € N, = < 2008 | z se divide cu 13 dar nu se divide cu 11 }.

Care multime are mai multe elemente? Justificare.

3. Fiesirul (a,),, cua; = 1 astfel incat:

(Y
\/E{l_—l—\/a_g—i—...—i-,/anz%—?ﬁ,‘v’neN*.

a) 5a se determine a3 si as.

b) S4 se arate cd a,, este numdr natural pétrat perfect, Vn € N*.

4. Se considerd in plan punctele A, B, C, D, E si fie G; si G, centrele de greu-
tate ale triunghiurilor ABC respectiv ABE. Si se arate ci:

a) 30(}'; =O0A + OB+ 0C pentru orice punct O din plan;

b) dacd M si N sunt mijloacele segmentelor [ DE] respectiv [C D] atunci seg-

mentele [G1M] si [GoN] se intersecteazd intr-un punct G cu proprietatea

G1G __ GoG
GM T GN-
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1.1.13

Hunedoara

1. Fiea, b, ¢t numere reale pozitive. Si se arate ci

(i) Dacd a = batunci ; +
(ii) Dacd a < b atunci

(iii) Dacd a > b atunci

.

a+-bf at+b atbh
¢ 2

$ > :

a + bt abt-lh Tadkbh
{ 2 2

a+bt+at+b_a+b'

2. FieZ? = {(a,b) : a,b € Z} si XOY un reper cartezian in plan

(i) Dacd ABC este un triunghi din planul XOY ale cirui varfuri au coordo-
natele in Z?, si se arate ci 2 - aria (ABC) € N*.

(ii) 54 se cerceteze dacd existd in planul XOY un hexagon regulat ale cirui
varfuri si aibi coordonatele in Z2.

3. Fien € N,n > 2 si numerele naturale nenule a1, a2, ...,a,. 5 se arate ca toate

ecuatiile 2 — (ax + 1)z + agr1 = 0,k = 1,2, ...,n cu a, 41 = a; au rédécinile
in Z dacd si numai dacd a; = as = ... = ay,.

. Fie ABC un triunghi nedreptunghic, H ortocentrul sau, O centrul cercului

circumscris triunghiului, iar O,, Oy respectiv O, centrele cercurilor circum-
scrise triunghiurilor H BC, HC A, respectiv HAB.

(i) S4 se arate ca HB + HC = HA + 240.

(ii) Sa se demonstreze ca pentru orice punct M din planul triunghiului ABC
are loc relatia MA = MH + MB + MC + 2MO,.

(iii) S& se demonstreze cd O este ortocentrul triunghiului 0,0, O..
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1.1.14 Iasi

1. Daci a, b, c sunt numere reale pozitive cu suma 1, demonstrati inegalitatea:

l—¢c 1—a l1—a — 8 S g

F\/_\/_(1l1)1)

2. Aratati c&d intr-un triunghi dreptunghic, dreapta /G nu poate fi paraleld cu
ipotenuza, insd poate fi paraleld cu una dintre catete (notatiile sunt cele
uzuale).

1
3. Demonstrati cd pentru orice = € (0, 1) , existd n € Z pentru care 3 £ {nzx} <

1
5 (unde {-} desemneaza partea fractionard).

4. Fie multimea A = {1,2,3,...,98}. Aré&tati cd oricum am alege 50 de elemente
ale lui A, existd doud printre ele avdnd suma cub perfect.

Subiect elaborat de Gabriel Popa
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1.1.15 Maramures

TR AT
1. a)Sa tecd — + =— >
a) Sa se arate ¢ a s 5 S

b) S4 se determine cel mai mare numdr real a, stiind ca

,Vz,y € Rsia,b> 0. Generalizare.

a? b g
> a, YVa,b A ;
BT ER s e 2§ (4,%)

2. Se considera numarul natural a si expresia E (a) = {/a} + {va}* + {Va}®,
unde {z} reprezints partea fractionars a numarulul real z. 54 se demonstreze
cd F (a) este numdr rational dac# si numai daci a este pitrat perfect.

Florin Bojor

3. Fie triunghiul ABC. In planul triunghiului consideram punctele definite de
relatiile urmatoare:

ﬂ’mgﬂa’, 254 . 8C = 0. E_;—SAB

ta s R e
34MA+ 36 MB + 5MC = 0.

a) Determinati dou# numere z, y € Z pentru care z - MT +y MS=17.
b) Arétati c& punctele C, M, D sunt coliniare.

¢) Dacd AM n BC = Q aflati valoarea raportului AXQ
G.M. 8/2005

4. Pentru fiecare numdr real a si fiecare submultime X C R definim multimile
aX ={az:z€ X} siX+a={r+a:z€X}.

S se determine toate sirurile de numere naturale (a,),>; i (bn),>, astfel
incét

(2Z+ 1)U (2°Z+2) U (2°Z+ 22) U...U (2"Z + 2"7}) = anZ\bwZ.

Marin Tolosi



*** back

1.1.17 Sailaj

1. Fie a, b > 0 astfel incat a™ + b™ = 2,n € N*. Ardtati ca
a)ab < 1;

n(1+2) (141) 24

2. Aritati cd Im € N* astfel incdt partea intreagd a numarului

1 . 1 e 1
"n+l n+2 T mn+4l

si fie 1,V n € N*,
3. Determinati toate functiile f : R — R ce satisfac ecuatia

Pf(z)+f(2-z)=222+2°—-22+5, VzeR

G.M. 12/2006

4. Fie [AB] si |[C'D] dou# coarde perpendiculare ale unui cerc de centru O. Daca
{P} = AB N CD s4 se demonstreze c& PA + PB + PC + PD = 2PO.
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1.1.18 Satu Mare

1. Ardtati cd:

a) vz < 5(z+1),Vz >0

b) /355 + /751 < s Ve, b€ [0, +00), cua < b

2. O functie f definitd pe multimea numerelor naturale strict pozitive verificd
relatia:

2 n
FA)+2f @) +... +nf(n) = ——(—”.)_

f(n),Yn>1.
Dacid f (1) = 2008, si se calculeze f (2008).

Adalbert Kovacs
3. a) 54 se rezolve in numere naturale ecuatia: zy + 2 (z — y) = 2007

Traian Tamiian
b) Determinati ax € R, k = 1, 2007, astfel incat 3° (—1)* ax = > ai = 2007

Traian Tamiian
4. a)in truinghiul ABC, centrul cercului Inscris este I si centrul de greutate este

G. 54 se determine relatia intre lungimile laturilor triunghiului astfel incat
dreapta /G si fie paralela cu latura BC.

Olosz Ferenc
b) In trlunghlul ABC oarecare se considerd punctul S € (BC) astfel incat
52 = &, unde AB = & BC = @ AC = b, avand modulele respectiv c,a, b.
Dovediti ca:

Netea Aurel
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1119 Teleorman
1. a) Dacd a,b > 0, ardtati ci

2 e a+b
a+b ™ a4 b2

b) Dacd z,y,z > Osizyz = 1, aritati ci:

z+y y+z z+zx
<
z? + y? y2+z2+22+32_ﬁ+‘/§+ﬁ'

2. Si se determine numerele a, b, ¢, d in progresie geometrica, stiind cd a4+ 1,b+
6,c + 6 si d — 4 sunt In progresie aritmetica.

3. Fie ABC un triunghi, D mijlocul lui (AC') si M un punct in plan astfel incit

MA+a-MB=b-MD, undea,b€R.

] e
a) Dacia =b=1,aratatica MD = BC.
b) Dacé MD = BC, arataticda = b = 1.

4. In patrulaterul ABCD, M, N, P, Q sunt mijloacele laturilor (AB), (BC),
(CD) respectiv (DA).

a) Aratati ca: MP = 1 (A15+Bc') siQN =1 (E+R’*). '

b) Aritati ca: MP + QN = AC.
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1.1.20 Timisg

1. 54 se determine numdrul elementelor mulfimii:

'm2_+3
mZ24+m+1’

k2
2008 [ZJ

Z—m—,

A:{mEQ:xZ mEZﬂ[——2008,2008]}.

2. S4 se calculeze

fo=2

2

o

unde |z | reprezinta partea intreaga a numarului real .

Andrei Eckstein

3. Fie ABCD un patrulater convex, E' - mijlocul diagonalei [AC] si F' mi-
jlocul celeilalte diagonale [BD]. Demonstrati c& dacd aEF = AD — BC,
a € R\ {2}, atunci patrulaterul ABC'D este paralelogram.

4. Dacd G este centrul de greutate al triunghiului ABC, iar G G2, G3 sunt cen-
trele de greutate ale triunghiurilor GBC, GC A, respectiv GAB, aratati c:

) ) ; —
GG+ GG, +GGE3 = 0.

Aurel Dobosan
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1.1.21 Vaslui

1. Dacd a,b,c > 0sia+ b+ ¢ = 1 demonstrati ci

l—-¢ 1—a 1—a — 8 o s

\/“\/_\/_(1;1)

G.M. 9/2007

2. Fiea € R,a > 2 (fixat) si (z4),,5¢ un sir de numere reale cu zo > 0,z; — zo >
1, care satisface recurenta: z,,.; = az, + (1 — a) z,_1,Vn € N*. Si se arate ci

(a—1)"=1

. a—2

,Vn € N*,

3. Fie 74,75, ¢ vectorii de pozitie ai varfurilor AABC, iar q, b, ¢ lungimile la-
turilor BC, C A respectiv AB. S se demonstreze ci dacd (b+ ¢ —2a)74 +
(c+a—2b)7g + (a+b— 2c)7¢ = 0 atunci AABC este echilateral.

4. Fie ABCD un patrulater inscriptibil si H,, Ha, H3, Hs ortocentrele triunghi-
urilor BCD, CDA, DAB, ABC. S& se demonstreze c patrulaterul ABCD
este congruent cu patrulaterul Hy HoHy H,.
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1.1.22 Vrancea

1. Se considerd multimea 4 ={z? — 3y?, unde z, y sunt numere intregi}.

a) S4 se demonstreze egalitatea
(z® — 3y?) (a® — 3b%) = (za + 3yb)* — 3 (ay + bz)?

pentru orice numere reale a, b, z, y.

b) Sd searateca 0 € A, dar 2 ¢ A.

c) Sd se arate c3 6™ € A, Vn € N*,

n?(n+ 1)

4
b) S4 se determine multimea {a,, as, ...,a, } C N* astfel incatV n € N*,

2. a) S4 se verificecd 13 + 2% + ... + n® = ,Vn € N*.

aj+ad+..4+ad=(ay +ag+.. +a.).

3. Sd se arate cd punctul I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC daci
si numai dacia-Af + b-Bl +¢-CI = 0,undea = BC,b= CA,c = AB.

4. Fie paralelogramul ABCD, E un punct pe diagonala (BD), diferit de centrul
paralelogramului si C’ simetricul lui C fatd de E. Paralela prin C’ la AD in-
tersecteazd dreapta AB In punctul F, iar paralela prin C’ la AB intersecteazi
AD in punctul G. 54 se arate ca:

a) EF||AC,;
b) punctele £, F', G sunt coliniare.

Daniela Sirghie, Focsani
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1.2 Etapa judeteand si a municipiului Bucuresti

1.

Fie (a,),>; un sir de numere reale cu proprietatea ci |a, 1 — an| < 1, pentru
orice n € N*, iar (b,),~ sirul definit prin

__a1+a2+...+an
. -

bn

1 :
S4 se arate cd b1 — by| < 3 pentru orice n € N*.

Dan Marinescu si Viorel Cornea, Hunedoara

Fie multimea A = {1,2,...,n},unden € N,n > 6. 54 se arate cd A este reuni-
unea a trei multimi disjuncte doud cate doud, cu acelasi cardinal si aceeasi
sumd a elementelor lor, daca si numai daca n este multiplu de 3.

%34

n

2
S4 se arate cd dacdn > 4,n € Nsi [—J este o putere a lui 2, atunci n este o
mn

putere a lui 2.

E. Regen, Bucuresti

Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Se noteaza cu P punctul de intersectie a
dreptelor AD si BC, si cu Q punctul de intersectie a dreptelor AB si CD. Fie
E al patrulea vérf al paralelogramului ABCFE si F' intersectia dreptelor CE
si PQ. S4 se demonstreze cd punctele D, E, F si @ sunt conciclice (apartin
aceluiasi cerc).

Geoff Smith, Marea Britanie
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1.3 Etapa nationala

L

Determinati functiile f : N — N pentru care

f@*+ f @) ==zf(z) +,

pentru orice z,y € N.

j oy | 1
icd -+ -+ ...+ — <
a) Aratati c 5 + 3 et sl 59 >n,Vn €N

b) Demonstrati ca pentru orice n € N* are loc inegalitatea

; PSS 1 =
m1n{k€N,k22.§+§+...+E>n}>2 :

n
Fie n € N* si numerele reale a;,i = 1,2, ....,n cu |a;| < 1si Zai = 0. Aratati
: =1
ca
n
Z |z —a;| < n, oricarearfiz € Rcu |z| < 1.

t=1

Pe laturile triunghiului ABC se considerd punctele C;,C5 € (AB),B,,Bs €
(CA),A;, A2 € (BC) astfel incat triunghiurile A;B;C; si A3B>C; au
acelasi centru de greutate. Aritati ca multimile [4; B;] N [A2Bs], [B1Cy] N
[B2Cs] , [C1 A1) N [CyAs] sunt nevide.



*kk M
1.4 Concursuri interjudetene

14.1 Gheorghe Dumitrescu, 27 octombrie 2007, Craiova

1. Demonstrati cd pentru orice m,n € N existd z,y € N astfel incat

(m.4 —m? + 1) (n4 B 1) (m4 +3m? + 1) (n4+ 3n? + 1) =22 + 42

Traian Tdmaian, G.M. 7 /2007

2. a) Dacd a, b, ¢ € [0, c0) atunci aratati ci [(a + b + ¢)/3]® > abe.

b) Folosind eventual punctul a) determinati maximul expresiei

T1Z2T3 + T2X3Tq + LIT4T5 + ... + T2005L2006L2007,

unde x1, 9, 3, T4, ..., L2005, £2008, 2007 € [0,00) cu zy +xo+x3+... + Togor =
2007.

3. Fie A;AsA3... A, un poligon regulat cu n laturi inscris in cercul de centru O.
Calculati suma

O 304 0. 0.

in fiecare din cazurile: a) n par; b) n impar.

o
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1.4.2 Nicolae Coculescu, Ziua 1, 30 noiembrie 2007, Slatina

1. Fiez,y € Rsi k € N* astfel incat {kz} = {ky} si {(k+ 1)z} = {(k+ 1)y} . Sa

se arate ca {nz} = {ny}, pentru orice n € N*.
Ovidiu Pop

5S4 se arate cd dacd a, b, ¢ € (0,00) si 3abe = 1, atunci are loc inegalitatea

3a’ " 3h° i 3c° e
3a54+2bc 35 +2ca  3c®+ 2ab T

Costel Anghel

Fie ABC un triunghi, punctele M € [AB],N € [AC], iar P si Q mijloacele
segmentelor [M N] si [BC] . Stiind ca PQ) este paraleld cu bisectoarea unghi-
ului A, arétati cd [BM] = |[CN].

Gheorghe Duta
S4 se demonstreze cd pentru orice numdr natural n > 2, existd o unicd partitie
a multimii {1,2, ...,n} in doud multimi A4, A, astfel incat |\/z] # y, pentru

oricez,y € A, k=1,2.

Costin Badica
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1.4.3 Nicolae Coculescu, Ziua 2, 1 decembrie 2007, Slatina

1. Fie a,b, c lungimile laturilor unui triunghi. 54 se calculeze partea Intreagd a

numadrului

(a®> +b2+c?) (a+b+c)
(a® b8 4 69) '

=

Costel Anghel

. Se considerd numirul real v = 2 + /3.

a) S se demonstreze c3, oricare ar fi n € N*, existd a,, b, € N,a, > b,, astfel
incét u" = a,u — by,.

b) S4 se arate cd ecuatia z° — 4zy + y? = 1 are o infinitate de solutii in N x N,

Florian Dumitrel

. Determinati multimile A C N*, cu cel putin doud elemente, avand propri-

etatea ci pentru orice z,y € A,z > y, rezulti :(Bm— :t; € A.
' Y

Marius Perianu

Fie M in interiorul triunghiului ABC. Se noteazi {D} = AM N BC,{E} =
BMNCA,{F} = CMNAB. S4 se determine punctul M pentru care produsul

MA MB MC
MD ME MF

are valoarea minimad.

L2
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14.4 Unirea, 1 februarie 2008, Focsani

1. Fie progresiile aritmetice x = (z;),cy 81 Y = (¥i);en - S8 se arate cd sirul

2

z = (i - ¥;i)icn este o progresi aritmeticd dacd si numai daci cel putin una
dintre progresiile x, y este constanta.

Dan Branzei

Se considers sirul z, = a® + 4~ ", unden € Nsia = 2 + /3.
a) S4 se arate cd existd a, b € R astfel incat z,,.0 = az, 1 + b:rn,.pentru orice
n € N,

b) S4 se arate cd {a"} = 1 — a™", pentru orice n € N.

EE L]

Se da triunghiul ABC, cu laturi de lungimi a, b, ¢ si cu semiperimetrul p. Se
considerd punctele A, A, astfel ca B € [A4;C],C € [BA,] si mijlocul A’ al
segmentului [A; A,] . Se definesc analog punctele B',C’. A; B = ¢, A;C = b.
S4 se arate ca:

a) Segmentele [AA'] ,[BB’], [CC’] au in comun un punct N.
b) Pentru orice punct O din planul (ABC) are loc

sy ey E —
p-ON=(p—a)-OA+(p—b)- OB+ (p—c)-OC.

Dan Branzei

Fie (a,),,»1 un sir strict crescator de numere impare. Notdm cu s; suma prim-
ilor k termeni ai acestui sir. Sa se arate cd pentru orice k natural in inervalul
[Sk, Sk+1) se afld cel putin un pétrat perfect.

L L]
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14.5 Trepte in matematicd, 16 februarie 2008, Cilimanesti
1. a)Sdsearatecd |z — 3|+ |z — 2|+ |z = 1|+ |z+ 1| + |z + 2| + |z + 3| = 12,
Vz € R.
S4 se determine multimea valorilor lui # pentru care se obtine egalitatea.
b) Determinati m € R* astfel incét
lz| + 2% + ||z| =1+ 6|z — 2|+ [z = 1| + 3|2z + 1| > m. Vz € R.
Stabiliti multimea valorilor lui z pentru care se obtine egalitatea.

Florian Pang, Calimanesti

2. 54 se rezolve ecuatiile

= [22+2J+l2{n—1J+[2w—4J e T

3 3 2
() = e,
. {zm; H} 5 [2333 1J ~ {2:1:2 4} ~ |2v/&% 2| In R, unde |a] reprezinta

parta intreagd a numdrului a.

Florian Pana, Calimanesti

3. Se considerd multimea A = {1: eR\Q:z+ = & Z} :
x
a) Aratati ca multimea A este nevida.

b) Indicati 2008 elemente ale multimii A.

Vasile Busagd, Calimanesti

4. Fie [BD si [CE bisectoare in triunghiul ABC,E € (AB),D € (AC).
a) Aratati ca vectorii ED si BC sunt coliniari daca si numai dacd £B = ZC.

b) In conditiile de la punctul a) determinati |§_ﬁ in functie de BC' = [, pentru

cazurile

i) LA = 90° siii) LA = 36°.

Florian Pand, Caliméanesti
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14.6 Mathematica - modus vivendi, 22-24 februarie, Rm Valcea

1. Si se rezolve ecuatia: |2%| + 1 = 2|z|, unde |z reprezinta partea intreaga a

numdarului .

Laurentiu Panaitopol, Bucuresti
In triunghiul ABC, cu AB < AC,AB = 2BD unde [AD este bisectoarea
LBAC,D € (BC).

a) Demonstrati ca /G||BC unde G este centrul de greutate al triunghiului si
I este centrul cercului inscris triunghiului ABC.

b) Dacd BC = 3AG ardtati ca 3a® = 2be, unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor :
triunghiului.

Ion Ghica, RAmnicu Vilcea

Fieay, aq,..., a, € (0,00) astfel incdta; +as + ... + a,, = S. S4 se arate ci
n
Z\/ g + Qg1 S i9
Bmn, 28 —ap —ap.1

unde a, ;1 = a;. Precizati cdnd are loc egalitatea.

Dumitru Acu, Sibiu

4. Se considerd triunghiul ABC si punctele D, Q, I/ cu proprietatile:

A 00 BB
D€ (AB),Q€(CD),C € (BE)siqs = 5F = po

Se mai considera si punctele F'si M asa incat
CE||DF,DC||FE,DENFQ ={M}.
- - - - - J‘:lB
S4 se arate cd punctele ), M si F' sunt coliniare dacd si numai daca 2 + e

AD
DE
DM’

Nicolae Pavelescu, RAmnicu Valcea
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1.4.7 Cezar Ivianescu, 15 martie 2008, Targoviste
1. Demonstrati cd pentru orice numere reale nenule a, b, ¢, d, z, y are loc inegal-

itatea

(a+bsinz)? + (c+dsiny)?2 + (a +bcosz)? + (¢ +dcosz)? |
: : g
a2+ b2 + ¢  d? =

Dinu Teodorescu

2
2. Fie f : R — R astfel incat f (z) + 2f (l) =g L — + 3, oricare ar fi x € R*.
xr H
Calculati

Gazeta Matematica

3. Si se ageze numerele 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12 in tabelul de mai jos, astfel
incat fiecare numdr sd apard o singurd datd, iar sumele numerelor pe fiecare
din cele trei linii si cele patru coloane s4 fie cele scrise pe prima linie, respectiv
prima coloand. Justificare!

SRR T A
24
15
39

Adrian Atanasiu
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14.8 Gheorghe Lazar, 21-23 martie 2008, Sibiu

1. Dacd ai,as,...,a, € [0,1], sd se demonstreze inegalitatea:

o 3 = S s <1,
ajag+n—1 agaz+n-—1 anay +n—1

Alin Pop, Sibiu

2. Fie n un numadr natural, n > 3 si 2n numere reale a1, as, ..., as, care constituie

o progresie aritmetica de ratie r # 0. Aratati cd oricum am alege submultimea
A cun+ 2 elemente, A C {a1,a9,...,a2,}, existd cel putin doua elemente
distincte in A avdnd suma 2 (ay + nr).

Dumitru Acu, Sibiu

. Fie 07,93, ..., Un, n > 4, vectori in plan (nu neapérat diferiti), pentru care:

i} [+ o] = 1.

a) Presupunénd fn plus cd, ca toti vectorii sunt coliniari, ardtati c4 existd / o

A

submultime nevida de indici, I C {1,2,...,n}, astfel incat s
icl

— 2'

b) In cazul general, demonstrati c& existsd J o submultime nevid de indici,

1
J C {1,2,...,n}, astfel incat vi| > 1
Jjed

Dumitru Barac, Sibiu

. Se considera un triunghi ABC ascutitunghic,c, £ZB < 60° si P

un punct oarecare din interiorul triunghiului (notatiile sunt cele
obilnuite). Definim functia f : Int[AABC] — (0,00),f(X) =
min{XM + MN + NP: M € [BC],N € [AB]}. S4 se arate cd ex-

istd un singur punct Y in planul triunghiului avand proprietatea
HY &Y oY

7@ G g

si sd se precizeze modul de constructie al lui

Emanuel Vlad, Bucuresti
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1.4.9 Sfera, 22 martie 2008, Bailesti

Partea I.

1000

. Daca S = Z |v/7] , unde | /| este partea intreagé a lui n, atunci:

n=1

a) S = 20000; b) S = 20001: c) S = 20615; d) S = 20715

. Numarul solutiilor reale ale ecuatiei 2008 (z — 1) + |z| , unde |z| reprezinta

partea Intreagd a lui z este:
a)0;b)1;c)2;d)3

. Dac3d § = Z m, unde

meA

et

A= {m € Z: ecuatia z® — 2mx + m + 3 = 0 admite o rddicind Intreags ]

atunci:
aAf=Th)8=150)8=10;d}5=0

. Fiez,y,z > Oastfel incAtz + y + z = zy + yz + 2z si oyt b2t =iyt

y222 + 2222, Daci P = zyz atunci:

a)‘P:O;b)Pz%;c)P=1;d)P22

. Fie ABCDEF un hexagon regulat si punctele M € (AC),N € (CFE) astfel

e Al SO N : 3
incat TR T T k. Valoarea lui k pentru care punctele B, M, N sunt

coliniare este:

2) 5:b) 1;) V3; d) ?

C4tilin Cristea, Craiova
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Partea a Il-a

1. Fie M mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC. Notdm cu [ si J centrele
cercurilor inscrise in triunghiurile ABM si ACM. Dacd LAIB — ZMI1J =
90°, s4 se demonstreze cd [AB] = [AC].

Marius Perianu si Florian Dumitrel, Slatina

2. Fie a,b, ¢ > 0. Demonstrati cd

a\/c75+b\/52+c\/a§a4+b4+c4+%.

Catalin Cristea, Craiova
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1.4.10 Traian Lalescu, 28-30 martie 2008, Deva

1. a) 54 se arate ca dacd =, y € (0, 00) au produsul 1, atunci

4422 +y2>3(x+y).
b) Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive cu abed = 1. 54 se arate cd

S (0 412) (4 ) 2 3(a+ D) e+ ),
Andrei Eckstein
3
Fie & € R fixat.Sa se determine multimea valorilor expresiei __(a = bb+ )
abc
b+ke c+ka a+kb

b c
Andrei Eckstein

?

unde a, b, ¢ sunt numere reale nenule astfel incat

Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de centru O. Notdm cu
Ha, Hg, Hc si Hp ortocentrele triunghiurilor BCD,CDA, DAB, respectiv
ABC, iar cu G4,Gp. (' . Gp centrele de greutate ale acestor triunghiuri.

a) Demonstrati cd patrulaterele HaHgHcHp si GaGpGeGp sunt in-
scriptibile.

b) Fie Oy si Og centrele cercurilor circumscrise patrulaterelor HaHpHcoHp
si G 4GpGcGp. Aratati cd punctele O, Og si Og sunt coliniare.

Dorel Mihet

Fie ng € N. Aflati numarul functiilor f : N — N cu proprietétile:
Nf(f(n)+n)=f(n),meN
i) f (no) = L.

Dorel Mihet
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14.11 Alexandru Myller, 11-13 aprilie 2008, Iasi

1. Determinati numarul solutiilor ecuatiei

|lz] 2007z
C{z} 2008 °

Mihail Baluna

2. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia z% + z° + 4 = y2.

Ion Cucurezeanu

3. Fie ABC DFE un pentagon convex. Demonstrati ca

aria (ABC) i aria (CDE) o
aria(ABCD  aria(BCDE) :

Dan Ismailescu

4. Fie C1,Cy doud cercuri concentrice distincte si [AB] un diametru al cercului
C. Considerdm doué puncte variabile M € C;, N € Cy, nesituate pe dreapta
AB.

a) Aratati c3 existd si sunt unic determinate punctele P, Q) situate pe dreptele
M A, respectiv M B, astfel incat N si fie mijlocul segmentului [PQ)] .

b) Aratati ¢4 suma AP? + BQ? este constants, unde P,Q sunt definite la
punctul a).

e ; Mihai Piticari, Mihail Baluna



***m
14.12 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -
Proba individuala

1. Gisiti cel mai mic numar real A astfel incat pentru orice doud pdtrate avand
suma ariilor egald cu 1 existd un dreptunghi de arie A in care pot fi introduse

cele doud pdtrate (fard ca interioarele celor doud patrate si se suprapuna). Se
va considera cd laturile patratelor sunt paralele cu laturile dreptunghiului.

Lo

2. Fie » i k numere naturale nenule cu k < n si fie z1,..., z,, numere reale
pozitive.

T
(i) S4 se arate cd daca Z z; < 1, atunci

=1

=
o 'k—i

e % <L i g5
z9 (z3 + ... +£Ek+2) z3 (x4+ oo F By 3) T (:BQ—I- vie + Ty1)

n
(ii) S& se arate c4 daca H z; > 1, atunci

i1

e z3 + 23 z3 + 3 2n
22+ kxizo+ 22 22 4 krow +m2+'" 2 v kroxi+22 T k+2
1 122 2 2 273 3 Th TnTy 1

Constantin Cristian Dinu
3. Fie f : [a,b] — [~1, 1] o functie cu proprietatea ca

22 + 1
z+2°

(fof)(z)= Vz € [a,b].

5& se demonstreze ca f (a) + f (b) = 0.
Romeo Ilie, Gazeta Matematica 7-8 /1998
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14.13 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -
Proba pe echipe
1. 54 se gaseascd toate solutiile reale ale sistemului

1+t ... +r,=a
2
I +$§+...+xi:a2

i+ 2y + ...+ 2T = a®
unde a € R este dat.

*AF

2. Fie d,dy, ...,dy toti divizorii naturali ai numdrului natural n, astfel incat
l=di<dp < .. <dg=mn
S4 se determine toate numerele n pentru care k > 4 si
n=d?+d%+d3+d;

*4o4
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1.4.14 Concursul interjudetean “"Papiu Ilarian”, Targu Mures
1. Fie a, b, cnumere reale pozitive.Pentru fiecare numar natural n definim suma:

a"l‘l bﬂ. bn Cn cnan

Sn s a2n+3 4 b2n+3 4 anbn ¥ b?n+3 4+ c2n+3 + hren - 5 C2n+3 + a2n+3 + cran

S4 se arate ca:
a)Sn < 5n 1, 2]
b)Dacd abc = latunci §,, £ 1,Vn > 1.

2. Fie ecuatiile de gradul doi: 22 —az + b=0siy* — bz +a = 0.

a)S4 se arate ci existd o infinitate de perechi (a,b) de numere intregi pentru
care ambele ecuatii au rddacinile Intregi.

b)S4 se determine toate perechile (a,b) de numere naturale pentru care
ambele ecuatii au radéacinile naturale.

3. Si se determine toate functiile f : N* — N* cu proprietatea:

f(m-n) = (m, f(n)) - [n, f(m)], ¥m,n € N*

(s-a notat (z,y) =c.m.m.d.c. si [z, y] =c.m.m.m.c. al numerelor z si y).

4. Intr-un cub cu muchia egald cu 1 se considerd n sfere cu suma ariilor
suprafetelor lor egala cu 32.
a)S4 se arate ci existd o dreaptd care taie cel putin 9 sfere.

b)S4 se arate ci existd un plan care taie cel putin 11 sfere.



