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MULTIMI FINITE SI ELEMENTE DE COMBINATORICA

de MIRCEA BECHEANU

0. INTRODUCERE

In aceasti lectie vom urmdri doud obiective :

a) sd Intelegem ce este o problemi de Combinatorica,

b) si prezentim unele metode de rezolvare a acestor probleme.

Lectia cuprinde urmétoarele paragrafe :

0. Introducere

1. Principiul includerii si excluderii

2. Cateva probleme de combinatoricd cu multimi finite -

3. Combinatorica grupurilor finite. Grupuri de permutéri

Combinatorica sau Analiza combinatoriald este o ramurd clasicd a
matematicii. Cu toate acestea, desi mari matematicieni s-au ocupat de probleme
de Combinatorici, ea pare si ocupe un loc singular intre celelalte discipline
matematice, in primul rand prin faptul ci nu poate fi axiomatizatid. Adoptand o
clasificare bazati pe sisteme axiomatice ar trebui s-o incadrdm, poate, in marele
capitol al Teoriei numerelor. Dar este clar ci ea se ocupd de alte probleme decat
Teoria numerelor.

Combinatorica se interfereazd cu disciplinele matematice axiomatizate
din care extrage metode sau pe care le serveste cu rezultate. O caracteristicd a
Combinatoricii, care o face atractivd atdt pentru Incepdtori cit si pentru
profesionisti este faptul cd ea abordeazd probleme concrete, al caror enun este
in general usor de inteles si care poate fi uneori chiar nematematic. lar cand
~ inveti matematicd sau cand inve{i pe cineva matematici asemenea probleme
sunt cu deosebire potrivite si atractive. [atd o asemenea problema.



(0.1) Un oras are forma unui dreptunghi si o refea de strizi paralele
formatd din n strdzi pe direcfia nord—sud si d +1 strdzi pe directia est—vest.
In céte moduri poate ajunge un automobil din colful de sud—vest in colful de
nord—est al orasului, mentindnd tot timpul directia de mers de la vest spre est
si de la sud cdtre nord ?

In figura de mai jos prezentim un asemenea drum care uneste punctele
A s1 B. Pe figurd am notat :
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cu dy, ds,..., d, cele n strazi verticale si cu &, &,,..., O, cele d+1 strizi orizontale.
S numim porfiunea cuprinsi intre doud striizi paralele consecutive un cvartal.
O analizd atentd (chiar nematematici!) ne arati c¢i un drum de la A la B este
perfect determinat de numdrul de cvartale parcurs pe fiecare din drumurile
verticale d,, d,,..., d,. Presupunind cd numairul acestor cvartale este, respectiv,
ky, ks,..., k, atunci k; > O sunt numere naturale si

©.1.1) kitky 4.+ k,=d.

Asadar, numdrul drumurilor de la A la B coincide cu numirul
sistemelor ordonate de numere naturale (ky, k..., k,) care verifici ecuatia
diofantica

T E RS =

Am regdsit astfel problema Iui Moivre, o problemi clasici de
combinatoricd (sau de aritmeticd!) : in cdte moduri se poate reprezenta un
numdr natural d ca sumd de n numere naturale ?

Pentru algebrigti, aceastd problemi este echivalenti cu urmitoarea :

[ . & k ~
Care este numdrul monoamelor unitare XIL1 X7, Xf in n
nedeterminate §i de grad d continute in inelul polinoamelor R[XI,XQ,...,X,,]

(de exemplu!) ? Este interesant de stiut acest lucru cici numdirul acestor
monoame este dimensiunea spatiului vectorial al polinoamelor omogene
(formelor) de grad d.

In acest moment avem trei caracteriziri echlvalente ale numarului
cdutat, dar nu stim care este acesta. Si incercim o altd abordare !



Fie N,, numirul c3utat. Se vede ugor ci N, =n si cd

m,

1 . ; EE
N,, = -;n(n +1). Deorece orice drum de la A la B trece obligatoriu prin C sau

et

D, rezultd relatia de recurenta :
Lt L A PR SR

Aceeasi formuld de recurentd poate fi dedusd astfel : orice monom de
grad d in X,,..., X, este un monom de grad d in X,..., X, sau se obtine prin
inmumltire cu X, dintr-un monom de grad d -1 in X,..., X,.

Se prefigureazd astfel o idee de recurentd dubld ; exploatarea acesteia
necesitd insd unele calcule.

Vom regindi “problema drumurilor” astfel : presupunem cid cele n
drumuri verticale sunt n tuburi cilindrice d,, d,,..., d,. 1in care trebuie sid
repartizim d bile albe. Evident ci dacd in tubul d; repartizdm k; bile avem relatia
(0.1.1). Dupi repartizare adiugdm in fiecare tub o bild rosie, in total n, bile rosii
si agezim tuburile orizontal, unul in prelungirea celuilalt , in ordinea initiald. Se
obtine in acest fel un sir de n + d bile albe si rogii. Repartizarea bilelor albe in
tuburi este perfect descrisd de locurile in sir alese pentru a plasa bilele rosii.
Cu observatia ci ultimul loc este ocupat intotdeauna de o bild rosie, rezultd cd

numarul ciutat este :
: (n+cl—1] (n+d-—1J
Nn o . A :
; n—1 d

Se vede usor ci numerele N, , astfel obtinute verifica relatia (0.1.2).

In concluzie, s-a obtinut urmétorul rezultat : numarul drumurilor de la A
la B este egal cu numirul sirurilor ordonate de n numere naturale a ciror suma
este d, este egal cu numirul monoamelor unitare in n nedeterminate si de grad
d, este egal cu numdirul repartitiilor a d bile in n tuburi si este N, , Analiza
retrospectivi a modului In care s-a obtinut acest rezultat pune in evidenta
urmitorul principiu : pentru a numira elementele unei multimi, cdutim s-o
nlocuim cu o alti multime, avand acelasi numir de elemente si ale cirei
elemente pot fi mai usor numadrate. .

(0.2) Fie n, m > 2 numere naturale, S o multime cu n elemente si
Ay,..., A, submultimi ale lui S. Sd se arate cd dacd pentru orice doud elemente
x, yeS existd o submultime A; astfel incat x€A; §i y&A; sau x¢A; §i yEA,
atunci n<2™ .

(Olimpiada Balcanica, 1997)

Imaginim urmitorea constructie : asociem fiecdrui element x€S un gir

de m numere binare a(x) = (xl,x2,. ..,xm) unde x; =1 dacd x€A; §i x;= 0 dacd

x¢A,. Se obtine in acest fel o functie a:§ — {(xl,. ..,.xrm)l p A% {0,1}} iar ipoteza



spuné cli mEY= a(x)i a(y), adicd aceastd functie este injectivd. Deci,
Ll

Si aceastd problemd pune in evidentd o metodd : pentru a demonstra
inegalitatea, am transformat ipoteza privind familia de submultimi (A,-)

1<i<n
intr-o metodi de comparare a multimii S cu mulfimea sirurilor binare de
lungime m. '

(0.3) La o masd de formd circulard sunt asezate un numdr par de
persoane. Dupd o pauzd, participantii se ageazd in jurul aceleiasi mese,
ocupdnd eventual locuri diferite. Sd se arate cd existd cel putin doud persoane
astfel incdt numdrul persoanelor asezate intré ele sd fie acelasi ca inainte de
pauzd.

, (O.LLM., 1988)

Problema este echivalenti cu urmitoarea : fiind dati o permutare
o €S, ,existd o pereche de numere i, j astfel incat

li==]e()- o)
Vom imagina pentru aceasta urmitoarea situatie : presupunem ci cele

2n numere sunt varfurile Py, Py,..., P,,-, ale unui poligon regulat. Permutarea o

. . e : 27 7k,
poate fi interpretata ca o rotatie a fiecdrui varf P; cu un unghi ¢, = k; - >

i 9

2n n
unde £k, E{O,l,...,2n-—1}. Dacd numirul de varfuri intre P; i P; rdméne

neschimbat dupi rotatie rezultd cid cele doud varfuri s-au rotit cu aceleasi
unghiuri, deci k; = k; . Daci, prin absurd, presupunem ci toate unghiurile sunt

diferite, rezulta ca unghiurile de rotatie sunt

0% 27 (2n-1)x
Y9 il n '

T

Suma acestor unghiuri este (O Sk .+(2n. - 1)) = (Zn = 1)71' . Insi

n
suma lor trebuie si fie de forma 2kz deoarece reprezinti suma dupd i, i = 1,...,
2n-1, a unghiurilor £P,OP,, luatd modulo 27.

In aceastd problems, ideea principali a fost de a modela situatia dati
intr-o situatie mai clard din punct de vedere matematic, astfel incat un aparat
adecvat si poati fi folosit. |
: Din analiza acestor exemple rezultd urmdtoarea Intrebare : existd
metode generale prin care sd se poatd numdra elementele unei mulfimi 7

~ Combinatorica ne pune la dispozitie asemenea metode dar ne §i Invati

cum s procedam pentru a le gisi cand intdlmim probleme ca cele de mai sus.
Bac



1. PRINCIPIUL INCLUDERII SI EXCLUDERII. APLICATII

Spunem céd o multime A este finitd dacd existd o functie bijectiva,
f:{12,...n} > A.
Atunci numadrul n este unic si spunem cd A este {initd cu n elemente sau

cd A este o multime de cardinal n. Vom nota cu |A| cardinalul (sau numadrul de
elemente al) mulfimii A.

(1.1) Teorema (principiul includerii si excluderii). Fie A,,..., A, o
familie de multimii finite. Atunci cardinalul mulgimii A, \UA,U...UA, este dat
de formula :

A DA ] (- 1)""1 3|4, NN A ..

ZIA =2
l<:<,-<n <<l
( )n —1

cunoscutd ca formula lui Boole-Sylvesrer.

Demonstratie. Proceddm prin inductie dupd n. Pentru n = 2 trebuie si
demonstram formula :

jAlUAZ]=|za11\+|Az|—|Al NA,|.

Aceasta rezulti din faptul ci A UA, este reuniunea multimilor

disjuncte A; si A; \ (A1 I"IAz), iar A, este reuniunea multimilor disjuncte
\ (A,N4,) si A NA,.Din egalitiile :

|4, |=|4; \(4,N4,))

|4, U4, |=]4,|+4, \(4,N4, )|

rezultd egalitatea de demonstrat.

Presupunem ci formula din enun este adeviratd pentru familii de n -1
multimi i o vom demonstra pentru familii de n multimi :

LHJA; = UA,-UA,, [UA )ﬂA"
) o

>lana, [+...+(— 1) PN,

1Si<jsn-1 1< <...<ip<n-1

n—1

n—1

Aoy annanl-Jmna)-

:il,q,.|_ Z]A,.ﬂAj]+...+(—1)k_l ZA,-lﬂ...ﬂA,-*I%..

i=1 I<i<j<n-1 1< <...<p<n-1




=l
A1) AN NA,L - Y lana, [+ Y
=i

1<i<j<n—1
=
.+(~ 1)"

Grupand sumele cu acelagi numir de factori in intersectie se obtine
formula din enunt.

Observatie. Formula lui Boole-Sylvester se mai scrie sintetic astfel :

Ual= 3 97N

Ic{1.2,...n} iel
O form# mai generali a principiului includerii si excluderii este
urmitoarea. Fie A o mmultime finitd gi f : B—[0,00) o functie. Pentru orice
submultime B € A notdm :
1(8)= 2 f(x):

xeB

n—1

(1.1.1)

iar f (&) =0. In aceste ipoteze, dacd A= UA,. atunci are loc egalitatea :

i=1

(1.1.2) A= 0 f[ﬂA,.j .

IC{1,2....,u} =
Daci f este functia constantd f ( ) =1,Vx € A, atunci se obtine (1.1.1).

Demonstratia formei generale se face exact ca In cazul (1.1).
In continuare vom prezenta cateva exemple clasice de utilizare a

principiului includerii si excluderii urmate de cateva probleme utilizate in
concursuri.

Back
#

(1.2) Indicativul lui Euler

Fie n > 1 un numir natural. Multimea {0,1,2,..., n —1} constituie un
sistem complet de resturi modulo n, cu alte cuvinte, dacd notam

= {nk i i| ke Z}
atunci R,,R,,...,R,_, sunt toate elementele inelului Z/(n) al claselor de resturi
modulo 7. Elementele inversabile ale inelului Z/(n) sunt clasele R; pentru care i
este prim cu n. Multimea
U, = {ilO £ i<n-— 1,(1'.,11) = 1}
se numeste un sistem redus de resturi modulo n. Cardinalul multimii U, se

noteazi cu ¢(n) iar funcfia aritmetici ¢ : N° — N obtinutd in acest mod si
adidugand ¢ (1) = 1 se numeste functia Iui Euler sau indicatorul lui Euler.



Daci p > 1 este numdr prim atunci aumerele 1, 2, ..., p—1 sunt prime cu

p, deci @ (p) = p —1. Dacd p > 1 este numdr prim §i » > 1 atunci un sistem redus
de resturi modulo p” este format din toate numerele girului

1250 p i n e
care sunt nedivizibile cu p. Numerele divizibile cu p in acest sir sunt p, 2p,
3p,..., p"'-p, deci numirul numerelor nedivizibile cu p este

PVt e g
f/)(p)-p o p[l p)-

Sd ddm o formuld generald de calcul pentru ¢ (n).

Fie n=p!...p»,p; >1 numere prime si r; > 0. Un numir i din
mulfimea A = {1,2,...,:1} este prim cu n dacd $i numai dacd a nu este divizibil
cu nici unul din numerele prime p,,p,,....p,, . Pentrui =1, 2,..., m notdm

| »A,--‘:{a ISaSn,p,-|a}.

Rezultd cd un sistem redus de resturi modulo n este dat de multimea

A\UA, , lar go(n)—n—

UAl Aplicdnd principiul includerii si excluderii

rozalth ot ;
;o(n)—n—Z{A |+1Z}:|A NA,-... ml)k;;!&' N...NA|+..
.+(—1)”' aE
DariAz.]—pt . |4NA4;| o , ete. Deci :

o) =n=3 e P a(-1) T o)

i=1 Pi i<j plp i <oeu<ig pfl‘“pik PP

-2 -2)

Am obtinut asadar formula : dacd = p'...p" atunci

(1.2.1) ¢(n)=z-z(1—i)...(1——LJ.

\ D Puw
Din aceastd formuld rezulti urmitoareca proprictate importantd a
indicatorului lui Euler : dacd (m n) =1 atunci

(1.23) @{mn) = p(m)e(n).



Spunem In acest caz cid functia lui Euler este o functie aritmeticd
multiplicativd. :

Ca aplicatie a proprietdfii lui ¢ de a fi funcfie multiplicativi vom
demonstra urmétoarea proprietate clasici a functiei lui Euler :

Pentru orice n

(1.2.4) > od)=n.
di I
Demonstratie. Presupunem c¢i n= pf...p", i, > 0. Dupi o idee a lui
Gauss vom demonstra afirmatia prin inductie dupd suma s =i, +...+, .

Daci s = 1 rezultd cd n este numdr prim si are doar divizorii 1 §i n ; prin

urmare suma devine :
qo(l) & go(n) = +(n. - ]) =

Presupunind proprietatea adevidrati pentru numerele in care suma
exponentilor este mai micd decit s, 0 vom demonstra pentru s. Impirtim
mul{imea D a divizorilor lui n in doud clase disjuncte : D, este mul{imea
divizorilor in care p, apare la puteri mai mici decit i, iar D, este multimea
divizorilor In care p, apare la puterea i;. Avem D=D UD, si D,(1D, =9.

Prin urmare :
LAGE FAdr T dd)e

deD deb, del,
=Y od)+olpi ) 3 o(d)=
d{;; p_;,l
n ; ( TN n n
=—+p/ 1--—J—-{-=-——+n———=

Dy b/ pl P 231
Bac
#

(1.3) Calculul numarului numerelor prime dintr-o multime

Fie n > 1 un numdr natural $i ne propunem si calculim numirul
numerelor prime din mul{imea A = {1,2,...,n}. Ideea este de a proceda ca in

ciurul lui Eratostene ; se sterge 1 care nu este prim, se retine 2 si se sterg
multiplit lu1 2, se retine 3 si se sterg multiplii lui 3 s.a.m.d. Pentru numere n
mici se poate proceda efectiv ca mai sus, dar pentru numere mari avem nevoie
de o analizd mai atentd. Se observid cd orice numdr compus din A este multiplu

al unuia din numerele prime cel mult egale cu [\/;} vie p, =21p =3...p

sirul numerelor prime cel mult egale cu [\/r_z ] Pentru fiecare numair p din acest



sir notdm A, = {all <asn, pla}. Atunci numérul numerelor prime cel mult

egale cu n este

(1.3.1) ‘n+k—1-

k
U4 |
=1
De exemplu, s3 calculdms numirul numerelor prime mai mici decat 250.

Deoarece [\/ 250] =15 rezulti ci sirul de numere prime cu care vom lucra este

2,35 7K11.:13
si avem de calculat cardinalul unei reuniuni de 6 multimi :

42U, U Uy Uy Ut | = |4 = |04, |+ |40, 04 |-
i Z‘A; NA : NA, NA, } , indicierea fiind evidentd.

Formula se opreste aici deoarece din inegalitatea
2-35-7-11>250
rezultd cd intersectia a cinci multimi este vida.

-
Tinand seama de faptul ci I‘.AP:-‘Z [f—],lAp N4, ={ 2 J s-am.d.

D] pp;
obfinem :
250 250] 250 250 250 250]
lUAi‘: ot 3 o e 90 - =
z 3 5 7 ERlaEE e
2507 [250] [2507] [250] [250] [250]_[250]_
TR e el o THEELEEE
F2507 [2507 [2507 [2507 [250] [250] [250]_
33 < Hjaggy o B8uke| 58 RE 65 | Lm0
T2507 2507 [2507 [2507] [2507 [250] [250]
- + 4| —— |+ s + + +
143 B0 1 1 a2 Leb L8 | 70 ] 111D
"2501 2507 2507 [250] [2507 [250] [250]
> -+ +|— |+ 4 + + +
1130 [154 | [182] [286] [105) [165] [195 ]
S e A
% il = i =125 +83+50+35+22 +19—41 -
231 [ 273] |210]

s - 17-11-9-16-11-7-6-7-4-3-3-2-1+8+5+3+-3+3+
241+1+14+04+2+14+1+14+0-1=202.

Din formula (1.3.1) rezultd ci in multimea {1, 2, 3, ...,250} sunt
250 +6—1—202 = 53 numere prime.

Bac



(1.4) Calculul permutiirilor fara puncte fixe
O permutare o € S, se numegte deranjament dacd O'(i) # 0 oricare ar
fiig i< n Dacd cr(i) =i spunem cd i este punct fix al lui o.

Ne propunem s calculdm numdrul D, al deranjamentelor din S,
Pentru orice i, 1<i<n, notim cu F; multimea permutirilor care au pe i drept
punct fix. Deci :

D, =n!-

-

UF
i=1

Tindnd seama de formulele : |E \ :(n - l)!,tFi ﬂFjl — (n — 2)! etc. si
aplicand principiul includerii i excluderii se ob{ine :

D, =n-Y ||+ TURNFLH-1) 3

joaneel o TR

i I<i<j<n I<i<..<isn

+(_l)n_1 Z 'F;x n""nEnul I+(ﬁ 1)” F1 ﬂ'"nFn

1$l1 <. .-<(1n_] <n

(R- k (n
= nl-n(n—1)k+ u}(n—z)!—. : 4{—1) \J(n—k)w. =
H=1)" * i (1) 1=
\n-1
(1.4.1) D, =n ![1 —%!-4- 51—!—...+(— 1)’ ]—Cl—!+. =1} %j .
Sirul de numere (Dn)r12 , satisface relatiile de recurenta :
(1.4.2) D, =(n+1)D, +(-1)""
(1.4.3) B = nl B Do

Relatia (1.4.2) rezultd din (1.4.1) iar (1.4.3) din (1.4.2) prin calcule

directe.
Numiirul permutdrilor pare din S, fird puncte fixe este dat de formula :

1 n+l
1.4.4) £ =-—(Dn+ =i} n—l).
( L, 42 (-1
Aceastd formuld se demonstreazi analog, dar se {ine seama cd numérul
permutirilor pare cu k puncte fixe este %(n = k)! .

Bac



(1.5) Numarul functiilor surjective
Fie A, B doua multimi finite cu IA[ = 8i |B| =m , unde n = m. Ne pro-

punem sd calculdm numdrul s, ,, al functiilor surjective f : A — B. Putem
presupune ci B= {1,2,...,m} . Pentru orice i, 1<i<m, notim cu B, multimea

functiilor f : A — B cu proprietatea i ¢ f(A). Multimea functiilor surjective
f:A > Beste

B* \Lij,..

i=1
B ' = (m— I)n, B ﬂBj | = (m—2)rl etc.

Aplicand principiul includerii si excluderii rezulti formula :

st m”—(?](m—l)ﬂ-i-(’;}(m—zr—. e l)k(’:](m s e

(1.5.1)
ym-1 n T
...+(—l) ( —-l]-l .

m

In general, iB" I St

In cazul m = n, functiile f : A — B surjective sunt exact functiile
bijective, si din (1.5.1) se obtine identitatea (netriviald !)

4 () (4 (e
A (2R ey | 20

n—1

(1.5.2)

Bac

(1.6) Numérul partitiilor unei multimi. Numerele Stirling si Bell

Fie A o multime cu n elemente. O partitie a Iui A cu m clase, m > 1, este
0 descompunere a Iui A ca o reuniune disjuncti de m submultimi :

A=A UA,U...UA,, .
Doud partitii ale lui A se considerd identice dacd diferi doar prin ordinea
termenilor reuniunii.
Orice asemenea descompunere defineste o functie surjectivi

P2,
unde f (a) =i, daci acA, Se observi ci daci schimbim numerotarea
| mul{imilor 4;dupd o permutare o € S,, se obtine o alti functie £, unde f. = of
iar f=o0""f,. Reciproc, oricirei functii surjective f:A —> {12, 5omk i
corespunde o partitie a lui A cu m clase, ale cdrei submultimi sunt



R e et
In plus, daci o € S, atunci f si f, =of definesc aceeasi partitie.
Rezultd ci existd o functic surjectivi @ de la multimea functiilor surjective
fA— {1,2,...,m} la multimea partitiilor lui A cu m clase prin care pentru
orice functie surjectivd f, functiile of, o € S,,, au aceeasi imagine.
Cum '{of |a eSm} I= m! rezultd ci numdrul partitiilor lui A cu m clase

este dat de formula

1 = = m @
(1.6.1) S(n,m) = — S = %;;(_ l)k[k)(m#k) :

Numerele S(m, n) se numesc numerele lui Stirling de spefa a doua.

Deoarece existi o bijectie intre mul{imea partitiilor Iui A cu m clase si
multimea relatiilor de echivalen{i pe A care dau m clase de echivalentd rezultd
ci S(n, m) coincide cu numdrul relagiilor de echivalenta cu m clase de
echivalenti. Atunci, numirul total al relatiilor de echivalentd pe o multime cu n
elemente este

(1.6.2) B, = S(n.1) +S(n.2)+..+S(n,n).
Numerele B, astfel definite se numesc numerele lui Bell. Prin definitie
BQ = 1

(1.6.3) Propozitie. Numerele lui Stirling de speta a doua verificd
relatia de recurentd

(1.6.4) S(n+1,m) = a @ S(k,m—1) .
k=m—1

Demonstratie. Fie A = {al,a2 ,...,am} o multime cu n +1 elemente si
fie A=A UA,U...UA,, o partifie a sa cu m clase, astfel incat a,,, €4;. Dacd
tnliturim clasa A; obtinem o partitic a multimii B= A\A,;:

B= Al b4 A a4,
Cardinalul multimii B este limitat de inegalitétile :
mekE IB ‘ <

deoarece 1< |Ai | < n—m+2 . Partitiile astfel obtinute sunt distincte deoarece se

ob{in din partitii distincte ale lui A. Am definit astfel o funcfie injectivd de la
multimea partitiilor lui A cu m clase la multimea partitiilor cu m —1 clase ale
unei submultimi B, B € A, cu m—1< lBl < n . Este evident cd aceastd functie

este bijectiva.



Deoarece multimea B < A \ {a,.,} cu }Bl =k si m—1<k<n poate fi
aleasd in [:] moduri rezultd formula - 0.4).

(1.6.5) Propozitie. Numerele lui Bell verificd relatia de recurentd

(1.6.6) e, = i(gak .

k=0
Demonstratie. Vom folosi formulele (1.6.2) si (1.6.4)

HZHS(11+1 m)-—l+ZS(n+1 m)—l-%il: i [ J (k,m.—l):
m=1 m=2 m=2k=m-1
i s AR n
_1+z[ e )=1+3( "]z, =
m=2 Vit k =0 k
Bac
#

(1.7) O egalitate a lui Szego si Polya.

O aplicatie interesantd a formei generale a principiului includerii si
excluderil o constituie urmadtorul rezultat datorat lui Szego si Polya (1925) :

Dacd n > 1 este un numdr natural cu divizorii primi py, p,, ..., p; §i
Ayydysenes@yy, €STE UN sistem redus de resturi modulo n din multimea

A= {1,2,...,11} atunci

2 2 2 gl ( 7 B j
(1.7.1) al +al +...+aw(n)—gqo(n) 2n +(—1) s
Demonstratie. Considerdm functia f : A — N, f(x)=x2 si fie
= {a EAIpiIa},lsiSk . Atunci

f(A) E: éfz i n(;-z + 1)6(2;1 5 1) o 5,

unde ¢ =

1
. = = — .530.
Vi permig

e
el i

14)= 5t + 2o v ) = [a[;] A +"’[ff?ﬂ'

In mod asemanitor avem :

f(404,)=(ep;) “(“‘{L_Js +ﬂ(i]2 +7’[

p:p; \PiP;

. ] i,
PiD;

si celelalte intersectii.



Deci a’ +a;+. -!-a = f(A)- f[OAL]

1=1

ERWANE |
2 i) ) -

k 2 n n n
---+(_1) (P1---Pk) a(pl“'pk] +ﬂ(1’1---pk] +y£p1---f-’k].

Se observi ci a®+a’+..+a’ este un numir de forma
1 2 q:!(n)

a,n’ + f,n’ +y,, unde :

afo—c{l Sidoprymailo oyt ]

rlpr i<j pp; pl"'pk
: )

By = 1-i1+21—...+(—1)"1 :
i=1 i1<J
k

Yo =V{1“Zp,-+2pfpj— +-1) p, ka
i=1 i<j

A\
Deci « ——-[l—i][l—j—)...(l—i :l(p(n) ,
b 2 py/) 3 . n
1
B, :5(1—1)" =0r

Yo = %(l“Pz)(l"Pg)...(l—pk)z (_;)’ o g"g‘) _

n acest fel (1.7.1) este demonstrati.
Bac

(1.8) O problemid de numarare de matrice. Fie p, m, n numere

naturale nenule. Si se determine numdrul matricelor A = (aij

) cu m linii, n
coloane si elemente din mulfimea {1,2, = p} §i cu proprietatea cd suma

elementelor pe fiecare linie si fiecare coloand este nedivizibild cu p.
(Mircea Becheanu, Gazeta Matematicd, nr.10-11, 1997)



Fie M multimea tuturor matricelor cu m linii, n coloane si cu elemente
din {1,2,..., p}. Notim cu A; multimea matricelor din M in care suma

elementelor de pe linia i este divizibild cu p si cu B; multimea matricelor din M
in care suma elementelor de pe coloana j este divizibild cu p. Deoarece

iM | = p™", rezultd cd numadrul cdutat este

|G}

Conform principiului includerii si excluderii avem :

m \ n
(0]
i=1 j=1

YA YIEFYY S() 4 n.n4,0B, N..NB,)|
i=l =1

k=1 =1 1Si<..<p<m
1< <...<j;<n

Pentru orice i, j avem |4;|=|B;|=p"™"". Oricare ar fi indicii

=|4,U...U4, UB,U...UB,| =

Iy, Jr ens e OVOIN
|14, N...04, NB, N..NB,|=|AN..N4NBN...NB).
Va rezulta pentru numérul cdutat formula :

N=p™ - mmp™ + Y (- )"”( )( J|An N4NBN..NBY.

k=1 I=1
Incazul incare k<msau l < n avem :

|4 N..NA,NBN...NB|=p™*".
Intr-adevir, dacdi o matrice A= (a,.j) apartine lui
IA1 N...NA.NB, ﬂ...ﬂB,{ toate elementele a; sunt alese in mod arbitrar, cu

exceptia elementelor a,,,a,,,...,a,,,4,,,...,a,,; care sunt alese Tn mod unic,
astfel incat sd avem congruentele

ia‘f = O(modp), Vi=1,...k

ia,}. = 0(mod p), Vi=1...,L

In cazul Kk = m si I = n multimea A N...NA,NBN...NB, are

cardinalul p!" " deoarece este in corespondentd bijectivi cu multimea



matricelor cu m —1 linii si n —1 coloane si cu elemente din {1, 2, ..., r}.
Revenind la formula de mai sus obtinem :

SE o m\ n mn—1 X = k""l(m)[nj mn—k—I
ot (1/(1)’9 +Z‘§( e i e

er{JJameer (-
erfrmger (e gerl)-

mn—k—1 = (_ 1)’"+” pmn—m—n(p =i 1) =

L
M=
M-
i
Slaga
m
/—‘R
= =
WL
—
R LT
<

mn—k—-l " (_ 1)"”'" pmnum—n (p = 1) =

m+n > m\(n e '
=Sy ) (p-1) =

~
STy AT
~~ = =
N
<

mn 1\ = MER  mn—m—n =
R

- o) ()P (1) -

= (=) + ()" (- )]
Back

2. CATEVA PROBLEME DE COMBINATORICA
CU MULTIMI FINITE

In acest paragraf prezentim céteva probleme neclasice de
combinatorici, cu scopul de a pune in evidentd noi metode de abordare.

(2.1) Fie A o multime §i A,,A,,....A, ., submulfimi nevide ale lui A.

S¢i se arate cd existd doud mulgimi disjuncte de indici I, J < {1, 2,..., n} astfel
tncat



iel

U4 =14, .
jel

Solutie. Presupunem cd Az{al,az,...,an}. Definim “matricea de

incidentd” a familiei de multimi A ,A,,...,A,, ca fiind matricea
M= (a,}-) eM(n,n+1;R) , unde
Jl daci a; €A,
P k==
* |0 daci g, ¢4,
Consideram sistemul de ecuatii liniare
n+l
(2.1.1) DaE =0 i 15,0,
J=1

Fiind un sistem de n ecuatii cu n +1 necunoscute, el admite o solutie
netriviald (x1 o xm). Considerdm multimile de indici

F = {j|1$j£n+1,.xj >O},
J={jl<j<n+lx; <0}
Este evident, din definitia lui M s1 din faptul ca (Jcl G . ) este o

*n+l
solutie netriviald a sistemului (3.1.1), cd INJ =D si [#D,J# . Si notim
y; =—x; pentru j €J; evidenty, > 0. Faptul cid (xl,xz,...,x,ﬁl) este o solutie

se exprima acum astfe] :
% Zafﬁxj = Za,}.yf , oricare ar fi ie{1, 2,..., n}”.
jel jeJ
Fie i, 1 <i < n, un indice fixat. Au loc echivalentele :
Yax;>0eFjela;=1e3jel al g cA; oa el 4.
Jel Jjel
Rezultd cd a, EUAj <>, EUAj yoricare ar'ffie{l, 2,..., n}.
Jj€El JEJ
Cu aceasta, rezulti ci cele doua reuniuni sunt egale.
(2.2) Fie A o mulfime cu n elemente §i B,,B,,...,B,  , submultimi ale
lui A, fiecare avand 3 elemente. Sd se grate cd existd doud mulfimi B; si B,
astfel incat 'B,- B; I =
Solutie. Presupunem prin absurd ci nu existd doud multimi cu
proprietatea cerutd. Rezultd cd oricare ar fi i, j cu i #j avem B;(1B; =@ sau

B.\B;|=2. Fie B= {B\,B,,...,B,, }. Definim pe J3 relatia de echivalent :
X~Y= X=Y sau [Xny|: e



Trebuie demonstrati doar proprietatea de tranzitivitate : X ~ Y §i ¥ ~ Z
= X~Z DinX ~ Yrezultd X = {a,b,x} 8i ¥ = {a,b, y}. Deoarece |YﬂZ| =2
rezultd cd Z contine « sau b, deci XNZ# . Atunci [Xﬂ Zi =

Impirtim multimea JB in clase de echivalentd dupd aceastd relatie de
echivalenti : JB=B,UB,U...UB,. Deoarece multimile din doud clase
distincte sunt disjuncte rezultd ci -

UB;!-
Bjng.-
Presupunem cid \J3; ={B§1,Bi2,...,B,-k} si fie E:Bi}UBE_U___UBfk,

n+1 \ m

Un|-3

L= | il

(2.2.1)

Dac# JB; contine o singurd mul{ime atunci B, =3= i;gii+2. Dacd IE, l =4,

rezulti c¢i J3; contine cel pufin doud multimi. Deoarece o multime cu 4
elemente contine 4 mul{imi cu 3 elemente rezultd cd J3; contine cel mult 4

multimi adici |[JB)| € {2, 3, 4}. Deci in acest caz lE,' 2];&. 1 Presupunem ci

lgi I >4 . Vom ariita ci Tn acest caz toate multimile din Jg; au in comun doui
clemente si atunci va rezulta
(2.2.2) B|=|®|+2.
Fie B; = {a,b,x} si B, = {a,b,y} mul{imi din J3;. Ludm un element
z e_é,-,z #a,b,x,y. Existd un indice i; al. z eB,-3 . Atunci B,-3 = {a, b,z}
deoarece B; = {a,x,z} implicd B; ﬂBi3 = {a} si aceasta contrazice ipoteza.

In consecinti (2.2.2) este adevirata.
In concluzie, In toate cazurile avem :

(2.2.3) [Jg,.|s|fé,-i, e

Adunind toate aceste relatii si folosind (3.2.1) obtinem :

n+1=§|@f|:€§:1§f| =

Aceasta este o contradictie.

n+1

UB,
i=1

<n.

(2.3) Fie A o multime cu n elemente. Si se demonstreze egalitatea :

Z AlﬂA2|:n'4n_l.

(4 4)
AcCA
A,CA




Solutie. Mulfimea A are 2" submulfimi, deci avem 2"-2" =4" perechi
ordonate (A,, A,) de submultimi ale lui A. Pentru orice pereche ordonati (4,, A,)
se considerd perechile

(A, Ay), (Al,ZQ),(Kl,Az) si (21,22) |
unde A; este complementara Iui A, etc. Reuniunea
A=(4,N4,)U(4 N4 )U(4: N4, )U(A: N )

este o partific a lui A. Adunind toate cardinalele obfinute obtinem n-4".
Deoarece fiecare intersectie A, (1A, apare in acest fel de patru ori, se obtine ¢

suma cerutd este n-4"" .

(2.4) Fie A o multime cu n elemente. O familie A# de submultimi ale lui

A A= {Al,Az,...,Am}, se numeste separantd dacd pentru orice pereche de

elemente din A, {x,y}cA, existd o mulfime A; €4 astfel incat A]-ﬂ{x, y}

m
contine un singur element. Familia # se numeste acoperitoare dacd A = UAj ;
j=1
Sd se determine cel mai mic numdr de mulfimi dintr-o familie separantd si
acoperitoare de submulfimi ale lui A.
Solutie. Trebuie deci sd calculdm functia :

1 (n) = min{'ri’“;? familie acoperitoare pentru A} .
Fie A = {x1 & I LT } o numerotare a elementelor lui A.

Pentru orice familie acoperitoare -# considerdm matricea de incidenti a
lui A 1, :(a,-j),l.<.i.<_n,1.<_jSm, unde
1 dacd x; €4,
- {O dacdx; ¢ A;.
Din conditia de separare rezultd cd functia
A—{o1}”
%; H(q,.l,a,.z,...,a,.m).
este injectiva. Intr-adevir, daci x; 81 x; sunt elemente diferite si x; €EA;,x; ZA;
atunci ¢; =1 §i ¢y; =0, deci liniile i $i k diferd pe coloana j. Din aceasta

rezultici n<2™.



Presupunem ci 27 £n <27 undep = [Ic:;g2 n]. Din inegalitatea de

mai sus rezulti ci m > p si deci f (n)z p. Vom arita ci f(n)=p+1. Peniru
aceasta distingem doud cazuri.

Cazul I : n=2P. Mai intai observim ci m > p. Intr-adevir, daci m = p,
aplicatia de mai sus este bijectivd, deci orice cuvit de lungime m din {0,1}m
apare ca o linie in matricea de incidentd. Dar cuvantul (0, O,..., 0) nu poate sa
apard in I, deoarece familia ,# este acoperitoare. In consecintd m > p si deci,
m= p+1. Vom ardta cid existd o familic acoperitoare s1 separantd cu p +1

multimi. Este suficient si considerdm familia A,,...,A,,; definitd de matricea

de incidentit 1= (a:--),l <ignl<j< p+1, unde (a,-l,afz,...,dipﬂ) sunt cifrele

reprezentirii binare ale numérului .

Cazul II + 27 <n <27 . Deoarece functia de mai sus este injectivd si
linta (0, 0, ..., 0) nu apare in matricca de incidentd rezultd ci
n<2™" -1=22 <2 -1=27+1<2™ = p<m. Pentru a arita ci existd o
familie acoperitoare si separanti cu p +1 mulgimi este suficient si considerdm
aceeasi constructie ca la cazul L

Bac
#

3. COMBINATORICA GRUPURILOR FINITE
GRUPURI DE PERMUTARI

Presupunem cunoscutd notiunea de grup (la nivelul manualului de clasa
a XII-a). Vom adopta, pentru un grup general G, notatia multiplicativd iar
elementul neutru va fi notat cu 1. O submultime nevidid H a lui G se numeste
subgrup daci indeplineste conditiile :
(s1) Vx,yelH=xye H
(s2) NMre =i I
Rezulti cd 1 € H si ca H este, la rdndul sdu, un grup In raport cu
operatia de inmultire din G, restrictionatd la H.
Este interesant de observat cd in cazul subgrupurilor finite, conditia (s2)
este superflud ; cu alte cuvinte, dacd H este o submul{ime finitd a lui G atunci H
este subgrup dacd si numai dacd indeplineste conditia (s1). intr-adevir, daci

g € H, functia 7,:H — H definitd prin 7, (x) = gx,Vx € H, are sens conform
(s1) si este injectivd (din proprietétile grupurilor !). Deci 7, este bijectivd, cici
H este finitd. Din surjectivitate, rezultd ci existd x, € H astfel Tncidt gx, =g.
Deci 1eH . Tot din surjectivitatea lui 7, rezultd cid existdi g’ € H a. 1
gg'=1;decig™ €H.

Bac



(3.1) Relatii de congruenta pe un grup. Reamintim cd dacd G este un
grup finit, numirul elementelor sale se numeste ordinul grupului G si se noteazi
|G |.

(3.1.1) Teorema lui Lagrange. Fie G un grup finit §i H un subgrup al
sciu. Atunci | G | este divizibil.cu | H |.

Demonstratie. Se introduce pe G relatia de echivalenta :

xsy(modH)c> xyeH;

numitd congruenta la stdnga modulo H. Pentru orice geG clasa de echivalenta
a lui g este mulfimea :

gH = {ghlh EH}
Deoarece gH este imaginea lui H prin functia bijectivd 7,:G —> G, 7, (x) =gy
rezultd cd gH §i H sunt cardinal echivalente (au acelasi numir de elemente). Din
proprietitile relatiei de echivalentd, rezultd cd G =g, HUg,HU...Ug H , unde
8,,8,,..-8, este un sistem complet de reprezentanti pentru relatia de
echivalentd, reuniunea fiind disjuncti. Prin urmare, trecind la cardinale avem :

|G| =|g,H|+|g,H|+.. +g,H|=n|H|.
(3.2) Definitie. Numdrul n = :?GIIIH se numegte indicele lui H in G.

Se poate introduce pe G o relatie de congruentd la dreapta modulo H
astfel :

d-
xzy(modH) sy leH.

Clasa de echivalentd a unui element geG priri aceastd relatie de

congruenti este
Hg = {hglh EH} 5

In general cele doui relatii de congruentd nu coincid. Este clar ci ele

coincid atunci cand pentru orice geG are loc egalitatea :
gH = Hg.

In mod echivalent, aceasta inseamni ci oricare ar fi geG si he H are loc

proprietatea ghg™' € H. Spunem 1n acest caz ci H este subgrup normal in G si

vom nota H <G. Intr-un grup abelian orice subgrup este normal. Existi
subgrupuri care nu sunt normale. Cu toate acestea este adeviratd proprietatea :
pentru orice subgrup H < G, numdrul claselor de congruentd la stdnga modulo
H si numdrul claselor de congruentd la dreapta modulo H coincid. Cu alte
cuvinte, indicele unui subgrup nu depinde de relatia de congruentd ci numai

de H. Demonstratia afirmatiei de mai sus este urmitoarea : functia gH — Hg™



este o bijectie intre cele doud multimi de clase de congruentd la stnga si la
dreapta.

(3.1.3) Exemplu de subgrup normal. Dacd G este mulfimea
matricelor inversabile de ordinul n cu coeficienti reali si H < G este subgrupul
matricelor de acelasi ordin si cu determinantul 1 atunci H 4 G. Intr-adevir,

geG si heH = ghg™' e H deoarece :

det(ghg ™) = det(g)det()det(g ™) = det(g)det(g) " det(h)=1.
(3.1.4) Exemplu de subgrup care nu este normal. In grupul S, cu
n =2 3, subgrupul H= { F ES”{ o n = n} (vezi (4.3.1)), nu este normal

Intr-adevir, daci geS, \H si feH, nu rezultd in mod necesar cd gfg €H.
Pentru aceasta considerim exemplul urmitor : f este o permutare cu

i (l) =21 (2) =i f(n) =n, g este o permutare cu g(l) = g(2) =

- si gln)=1. Atunci g f(g™(n))) = gl £(2)) = g(1) =2 % 1.

#

(3.2) Ordinul unui element intr-un grup. Fie G un grup si geG. $irul
puterilor pozitive ale elementului g in G este :

0 2
g =188 ...8"5...
Daci acest sir contine elemente distincte doud céte doud, el este infinit.
Spunem in acest caz ci g este element de ordin infinit. Daci elementele sirului

nu sunt distincte, existi i > j = O astfel ncit g' =g’. Inmultind cu g™’/
obtinem g~/ =1 deci existi k> 0 a.i. a -1

Fie. n= mjn{kik >0,8" = 1}. Vom arita ci elementele sirului puterilor

intregi ale lui g sereducla: g° =1,g,8%,....,8""
Intr-adevir, din teorema Impértirii cu rest avem pentru orice intreg m,
m=ng+r §1 0<r<n.

n-1

Atunci g" =g"-g" =(g")q .g" =g". In plus, puterile al=1 o 9. .. @
sunt distincte cdci :
gd=g/ =g 7 =1cul<ij<r

Spunem in acest caz ci elementul g este de ordin finit gi cd ordinul sdu
este n. Cu alte cuvinte, ordinul unui element g (de ordin finit) este cel mai mic
numir intreg pozitiv n astfel incat g" =1, sau este numdrul elementelor
distincte din sirul puterilor intregi ale lui g. In plus, pentru orice numdr intreg m
astfel incat g™ =1 rezultd n | m.

Vom nota cu ord( g) ordinul unui element g (ﬁmt sau infinit).



(3.2.1) Propozitie. Fie G un grup si geG un element de ordin n.
Mulfimea (g) - {l,g,. ..,g"“l} este subgrup al lui G.

Demonstratia este evidentd ; este suficient sd verificim conditia (s1) si
aceasta se verifici din cele de mai sus.

In conditiile de la (3.2.1) spunem ci mulfimea (g) = {1, g,...,g"‘l} este

grupul ciclic generat de g in G. Rezultd ci ordinul grupului ciclic generat de g
coincide cu ordinul lui g. Din aceste consideratii si teorema lui Lagrange
obtinem urmadtorul rezultat :

(3.2.2) Corolar. Intr—un grup finit G, orice element g este de ordin
finit §i ordinul (unui element) este un divizor al ordinului grupului.

(3.2.3) LemaA. Fie G un grup §i x, y €G. Atunci
ord(xy) = ord(yx) .
Demonstratie. Din egalitatea xy = x(yx)x‘l rezultd cd pentru orice
numadr intreg n are loc echivalenta :

(xy)" =15 (yx)" —
(3.2.4) Lema. Fie G un grup §i x, yeG elemente de ordin finit astfel
incat xy=yx, ord(x)=m,ord(y)=nsi (m,n)=1. Atunci

ord(xy) =mn.
Demonstratie. Avem (xy)m" = (x’“)n(y")m =1. Fie p un numir intreg

astfel incat (xy)P =1. Rezultd x”-y” =1. Ridicind la puterea m obtinem
xP".yP" =1= yP" =1, de aici rezultd n | pm si din (m,n):l rezultd n | p.
Ridicand aceeasi ega]itate; la putetes navem x" ' =1=>x" =1 In mod
analog deducem m | p. Deoarece (m, n) =1 rezulti mn | p.

(3.2.5) Lemé. Fie G un grup s§i x, yeG astfel incat xy = yx,
(x) ﬂ(y) =1 5 ord(x) =m, ord(y) =n. Atunci

ord(x, y) = [m,n] y
Demonstratie. Pentru usurintd, fie M = [m,n] gl d= (m, n). Atunci

m=dm'.,n=dn' §iM =dm'n'=mn'=m'n. Avem evident :
M mn" _ m'n m »’ n m
(o) 2 =) ) 1
Fie p un numir intreg astfel incat (xy)p =1. Atunci. x* =y .=

= i E(x)ﬂ(y) = xP =y =1. Rezulticim|p, n|p si prin urmare M | p.



(3.2.6) Exemplu. Este posibil ca intr—un grup G produsul a doud
elemente de ordin finit sd fie un element de ordin infinit.

Fie G=GL, (Z) grupul matricelor pitratice de ordinul 2, cu coeficienti
intregi si inversabile. Matricele

i Swesl -

au ordinele ord(X) =4 si ord(Y) =3 iar

—bs =}
Q- =3

are ordinul infinit. Deoarece in acest exemplu (X)((Y) =1 si

-1 0
YX = ]
] =9:R]
rezultd ci ipoteza de comutare din lema precedentd este necesara.
Bac
#
(3.3) Grupuri de permutiiri. Permutiri pare i permutari impare.
Fie N o multime finitd cu n elemente. Multimea functiilor bijective
f: N = N formeazi un grup In raport cu operatia de compunere a functiilor.
Acest grup se numeste grupul simetric al mul{imii N §i se noteazd cu Sy.
O functie f € Sy se numegte permutare a multimii N. Dacd notdm
elementele multimii & cu numerele 1, 2, ..., n atunci 0 permutare a mul({imii

N= {1,2,...,;1} se numeste permutare de grad n iar Sy se va nota cu S, In mod

traditional, o permutare de grad n s¢ noteazi matriceal, sub forma unei matrice
cu 2 linii si n coloane in care pe linia intai sunt elementele 1, 2, ..., n iar pe linia
a doua sunt imaginile lor prin f, n aceasti ordine :

{ =[le) o s ()]

De exemplu, permutarea identicd se noteaza :
(1 2 Sk SES n]
1= : :
| AR SR LR T TS

f_(123456789j
AERE 6 509 Td

nu desemneazd o permutare deoarece f (2) =1 (8) sl prin urmare f nu este
injectiva.

Permutirile apar frecvent In matematici si organizarea lor ca grup este
extrem de utili. Vom prezenta in acest sens cateva exemple.

Matricea



(3.3.1) Grupurile transformérilor planului. Dacd II este planul
geometric, considerat ca multime de puncte, orice bijectie 7 : [T->II se numeste
transformare geometrici. Aceste transformdri nu pot fi descrise in totalitate dar

printre elemenetele lui Sr apar rotatiile, translatiile, omotetiile de raport nenul,
transformirile liniare nesingulare de coordonate, inversiunile, simetriile etc.

(3.3.2) Grupul transformdrilor unui triunghi. Fie A,A4,A; un triunghi
echilateral. Anumite transformiri ale planului pistreazd triunghiul A;AA,
invariant : i.e. daca f : I[T-I1 atunci

{4,4,.4,} = {7(4). £(42). £(45)}
De exemplu, simetria fagi de indltimea din varful A, stabileste intre varfuri
bijectia 4, > A,,4, = A;,A; > A,

A,

A,

A, 1 4, A, ; A,
Putem reprezenta aceasti transformare ca o permutare a virfurilor
triunghiului astfel :
£ = (Al A’Z AS]
28 = :

A}. A3 A2
in mod analog, simetriile fagi de iniltimile din A,, A, induc respectiv

permutdrile
A A A A A Aa\
iy = » ljp = J .
A, A, A A, A A

Dacii O este centrul triunghiului A,A,A, rotatia in sens trigonometric de
centru O si unghi @=120°, in planul IT, induce asupra varfurilor triunghiului
permutarea




r:[Ai A, As)
A S

In mod aseminiitor, rotatia de unghi 26 = 240° induce permutarea
._{& 4, &J
e :
A3 Al AZ
Tinidnd seama si de permutarea identicd, am obtinut toate permutdrile
posibile ale celor trei varfuri ale triunghiului. Deci transformarea identicd, cele
trei simetrii si cele doud rotatii sunt sase transformiri ale planului care induc
transformiri distincte (deci sase !) ale triunghiului. Alte transformdri ale
triunghiului nu mai existi. In Geometrie se demonstreazi ci orice transformare
a planului care pistreazi distantele si invariazd triunghiul este una din cele sase.
(3.3.3) Grupul transformarilor patratului. Considerdm in plan un
pitrat ale cdrui varfuri le notdm cu cifrele 1, 2, 3, 4. Pitratul are patru axe de
simetrie (dou#i diagonale gi doud drepte paralele cu laturile) si simetriile
corespunzitoare induc asupra varfurilor permutirile :

(1234]_[1234]_[1234}(1234}
g g ) Rap g igf o=y e PR BN 1)

Simetria fatd de centrul pdtratului induce permutarea :
[1 23 4)
I TR ohe

5 A A AL RIS a3 >
Rotatiile pétratului in jurul centrului sdu, cu unghiurile 5,75,7273' induc
permutdrile

[1 23 4].(1 243 4)_[1 343 4]_[1 a3 4]
3B P S i S R e L s

Se observid cii simetria faii de centru i rotatia de unghi 7 coincid.
Ri#man opt transforméri care formeazi un grup. Acest grup se noteaza cu D, $i

se numeste grupul diedral al pdtratului. Se verificd ugor cd este un grup
neabelian.

(3.3.4) Definitie. Orice subgrup H al grupului S, se numegte grup de
permutari.

(3.3.5) Propozitie. Ordinul grupului S, este n!.
Demonstratie. Proceddm prin inductie dupd n. Pentru n = 1 sau n = 2
afirmatia este evidentd. Presupunem ci |S,, [ =n! si vrem sa calculdm ordinul

grupului S,+;. Multimea
H={f S,

f(rH—l) =n+l}



este un subgrup in §,,; (se verificd usor conditiile (s;) st (s,) sau se verificd

Sn+1l<(n+1)”+l!). Subgrupul H este in coresponden(d

numai (s;) stiind cd

bijectivd cu S, prin functia ¢ : H — S, go( 5 ) = f,unde f este restrictia lui fla
14,2, .o B

< 1 R Ris nfE e 1 i e
= (f(l) f(2) f(n) n+1) et (f(l) f(2) f(n)] :
Deci ‘H | =n!. Considerdm in S, relatia de congruentd modulo H :
f= g(modH) o [leel s f(n+ 1) = g(n +1).

Rezultd ci multimea cat S, /H are n+l clase de echivalentd si
anume: ‘

| S.. =&HUg,HU...Ug, HUH
unde g,,8,,...,8, Sunt permutdri cu proprietatea g(n + 1) S L L,2,.... 0.
Aplicand teorema lui Lagrange obtinem :
iSn+1 i = (il +1)\Hi = (n +1).! .

(3.3.6) Propozitie. Pentru orice permutare feS, numdrul rational

_ 1 f)-£0)
&(f)= H =

ia numai una din valorile £ 1.

. 1 ~ § 1o ; :
Demonstratie. Produsul are :n(rz~1) factori si este indexat dupd

perechile (7, j) cu 1 < i < j < n. Dacd in aceastd familie de indici dubli se
schimbi (i, j) cu (j, i), produsul nu se schimbd. Deci putem scrie

f(i)-£(0)
g(f ) = H i — i :
e
Rezulti cid la numiritorul produsului avem aceeasi factori ca la
numitor, mai putin semnul deoarece cind {i, j} parcurge multimea submul-
timilor cu 2 elemente din {1, 2, ..., 3}, { 1 (i), : ( ])} parcurge aceeasl multime de
submul(imi.

(3.3.7) Definitie. Permutarea f se numegte pard, respectiv impard,
dupd cum 5( f) =1, respectiv 8( f): —1. Functia & se numegte functia

signaturd.



(3.3.8) Proporzitie. Oricare ar fi permutdrile f, geS, are loc egalitatea .

A08)- 1))
- [0,
o 6)A6) )
W fym

(3.3.9) Propoxzitie. In grupul S, numdrul permutédrilor pare este egal cu

Demonstrafie.

N’ | e
[
~
——
o
_—
S
M ——
98
L
S
|
oy
L
o

7o : . 1 . o "
numdrul permutdrilor impare §i este -2-n!. Multimea permutdrilor pare
formeazd un subgrup normal A, <SS, , numit grupul altern de grad n.

Demonstratie. Este clar cd8 A <S§,, deoarece g( f) =1,

s(g) =l= s( fg) =1. De asemenea se¢ vede ugsor ¢d A, <S,. Deoarece pentru
orice permutare geS, avem g(g) = g(g'l) rezultd ci :

feA = g(gfg") = 8(g)6‘(f)£(g'1) =1.

Considerand in S, congruenta modulo A, si {indnd seama cd A, # S,
rezultid cd S, se imparte in doud clase : A, este clasa permutdrilor pare s1 S,\ A,

3 : ; 1
este clasa permutdrilor impare. Ele au acelagi cardinal : ;n! :

et

(3.3I.10) Propozitie. Oricare arfi i, jcu 1<i < j < n, permutarea

:—[1 s s S g e n)
BTN ST = e S

este o permutare impard.
Demonstratie. Din definitia signaturii rezultd ca s( f) =41 dupd cum

_pentru un numdr par, respectiv impar, de perechi (i, j) cu 1si<j<n avem

f (z) =l ( j). Vom spune cd o pereche cu aceastd proprictate este o pereche
inversatd. O cercetare atentd ne aratd cd permutarea ¢ de mai sus inverseazd
2(j—i)—1 perechi. Deci &(r)=-1.

Bac

#

(3.4) Graful unei permutari. Descompunerea permutarilor in cicli

Fie fe§, o permutare. Putem asocia lui f un graf orientat G; cu n varfuri
1, 2, ..., n ale cdrui muchii sunt (7, f{i)). Deoarece functia f este bijectivd rezultd



cd fiecare varf este originea unei muchii $i adresa unei muchii, deci fiecare varf
are gradul 2 si cd in total avem n muchii. De exemplu, permutérii f din S
o e S ol sl e

f J

/\.g, e
N i

Reciproc, orice graf orientat cu n vérfuri in care orice varf este originea
unei muchii si capatul unei muchii este graful unei permutiri.

De exemplu graful de mai jos
2 o

A

Y
o

5\
e > o 4

nu este graful unei permutidri deoarece 5 nu este adresa unei muchii, 3 este
adresa a doud muchii si nu este sursa unei muchii, etc.
Graful permutirii identice este format din n bucle.

It

Se observd cd buclele grafului asociat unei permutdri sunt date de
varfurile care sunt puncte fixe ale permutdrii.

(3.4.1) Definitie. O permutare geS, se numeste ciclu sau permutare
ciclicd dacd existd o multime de indici i ,i,,...,i; € {1,2,...,!1} astfel incat :

F) =50 F (i) = faveves flinr) = s £ ) = 1y 91 (J) = J pentru j #iy iyl -



Acest ciclu se noteazd g:(il,iz,...,ik)( ])(l)(q) sau pur s$1 simplu
g= (il,iz,...,ik). Numirul £ se numegte lungimea ciclului. Graful G, al une:

permutiri ciclice este un poligon convex cu k laturi §i, eventual, n — &k bucle :

.. &

Multimea de indici {il,iz,...,ik} se numeste suportul ciclului g. Un

ciclu de lungime 2 se numeste transpozitie.

(3.4.2) Teorema. Orice permutare f€S,, f # 1 se descompune intr—un
produs finit de permutdri ciclice cu suportii multimi disjuncte. Produsul acestor
cicli disjuncti este unic pdnd la o permutare a factorilor.

Demonstratie. Se considerd un varf i = ¢; al grafului asociat Jui f i se

traseazd muchia (il, f(il)) care pleacd din i,. Se noteazd i, = f(il) Si Se
considerd muchia (iz, . (i2 )) s.a.m.d. Datoritd faptului cd obtinem tot timpul
varfuri distincte si din varfurile i,,i,,... a intrat $i a iesit cate o muchie, singura
posibilitate de a opri procedeul este de a obtine o muchie (ik, 4 (ik): il). In
acest fel s-a obtinut un ciclu g :'(z'l AR ) unde
. : Dt . s 3
f(ll) = (1.1) =l ok (zl) =i

Se continud in acest mod cu varfurile rimase, obtinandu-se in astfel

descompunerea grafului in componente conexe §1 a permutdrii in cicli. Este

evident ci ciclii disjuncti comuti si deci cd avem unicitatea din enunt.
Spre exemplificare, permutarea

f_(123456789]
o s e A

se descompune in cicli astfel : f = (1,2,5,9)(3,8,7)(4,6) :

(3.4.3) Lema. Orice permutare ciclicd g = (il,ig,...,ik) este un produs

de k -1 transpozitii. Descompunerea nu este unicd.
Demonstratie. Se verificd direct prin calcule cd are loc egalitatea :

(11,12,...,1k) = (11 ,zk)(zl ,zk_l)...(ll,zs)(zl ,12) :



Deoarece (il,ig,...,ik):(52,i3,...,ik,i1) rezultd cd avem si descom-
punerea (il,iz,...,ik)z:(i2,il)(iz,-ik)...(iz,iz,). Inseamni ci descompunerea nu

este unicd. Mai mult, nici numadrul de transpozitii dintr-o descompunere nu este
unic. De exemplu, permutarea geS,

_(1 2 4)
e s
are descompunerile g =(1,2)(2,3) = (1,4)(1,2)(2.4)(2.3) -

(3.4.4) Lema. Dacd geS, este un ciclu de lungime k atunci semnul sdu

este S(g) = (— ])fc_I :

Demonstratie. Rezultd din lema precedentd s1 din (3.3.10) s1 (3.3.8).

Teorema (3.4.2) si lema (3.4.3) au consecinte importante pentru studiul
grupurilor de permutiri. Orice permutare f€S§, se poate scrie ca un produs de
transpozitii. Dacd f€S, este un produs de cicli, f=g,g,...g,, de lungimi

ll,lz,...lp atunci

3 L h+eti,~p
0 e
O altd consecintd priveste ordinul unei permutdri. Dacd f = g;...8,, &
fiind cicli de lungime [, rezultd prin inductie dupd p si aplicnd (3.2.5) ci
ordinul lui f este
Ofd(f) = [ll’lﬁ?"-:lp .
Aspectul combinatorial al teoremei (3.4.2) este insd pus in evidentd de
urmadtorul rezultat : se observd cd orice permutarc f€S,, prin descompunerea sa

in cicli, pune in evidentd o partifie a lui n ale cdrui clemente sunt lungimile
ciclilor care intrd in compunerea lui f. Vom aprofunda aceastd asociere.

(3.4.5) Definitie. Permutdrile f si f* din S, se numesc permutdri conju—
gate dacd existd o permutare g8, astfel incat f'=gfg™".

Relatia de conjugare intre permutiri este o relatie de echivalentd. Vom
nota cu C(f) clasa de echivalentd a lui f ; aceasta se numeste o clasd de elemente
conjugate. Daci { il fk} formeazd un sistem complet de reprezentanti
~ pentru clasele de elemente conjugate, rezultd ¢ avem partitia :

5, = C(A)UC(%)U. UCls):
De exemplu, dacd f = 1 atunci C'(l) - {1} Deci in partifia de mai sus

figureazd si clasa C(1l) care confine un singur element. Putem preciza acest
lucru : C(1) este singura clasd de conjugare care con{ine un singur element.



Intr-adevir, daci feS, si C( f ) ={f } inseamnid ci f'=gfg™, V ge€Ss.,.

Deci fg=gf V geS$,, adici f permutd cu toate permutirile lui §,. Este ugor de

demonstrat cd dacd n > 2, rezulta f = 1.
Pentru a preciza descompunerea lui S, de mai sus vom da urmatoarea :

(3.4.6) Teorema. Permutdrile f i f' sunt conjugate in S, dacd §i numai
dacd descompunerile lor contin acelasi numdr de cicli §i pentru fiecare numdr
natural [ > 0, acelasi numdr de cicli de lungime .

Demonstratie. Presupunem cid f'= gfg™' si cd f contine p cicli de
lungimi n, 2n, 2...2n,. Atunci avem descompunerea lui f (intr-o notatie
aproximativad !) :

f =(a1,a2,...,a"l)(b],bz,...,b%)...(vl,vz,...,vnp).

Evident ci avem egalitatea de mul{imi

{1,2,...,n}={al,az,...,anl,bl,...,...,vnp}.
Deci putem scrie pe g sub forma :
(w4 ... a, By abyn . diaby s BeaVas o Vel b
KET e e i e

- unde avem din nou : {1,2,...,:;}: {a{,aé,...,a’} b{,...,...,v;p}.
Un calcul simplu cu permutdri ne arata ca
LSy ’ ! ! !
S —(a{,ag,...,anl)(b{,bé,...,b%)...(vl,vé,...,vnp).
Reciproc, dacd f=(al,az,...,anl)(bl,bz,...,bng)...(.vl,vz,...,vnp) s1

7 fozrf £ X £ g ! R ' = faoe =
f _(al,a2,...,anl)(bl,bz,...,bnz)...(vl,vz,...,vnp) atunci f'=gfg ", unde

g_(al Qs i tByss By s aByn v MGl aans v,,l]
B e ' ’ ' ' ! ' ’ i
\% @ ... a, BP0 T T S

Cu aceasta teorema este demonstratd.

Este clar acum ci sirul descrescétor al lungimilor ciclilor unei permutiri
din S, este o partitie a lui n. Rezultd cd numirul claselor de permutdri conjugate
ale lui S, este numdrul P(n) al partitiilor lui n.

(3.4.7) Teorema (formula lui Cauchy). Fie 7 = 1%2%  .n* o partitie
a numdrului natural n. (i.e 7 contine A, pdrti egale cu 1, A, pdrii egale cu 2
etc.). Clasa de permutdri conjugate corespunzdtoare partifiel 7 confine

- i n!
e ")_,11!,12!.../1"!1”12*2...11’%




Demonstragie. Conform teoremei precedente, trebuie si numirdm toate
permutirile fe S, care contin 4, cicli de lungime 1, 4, cicli de lungime 2 etc. Fie
Jf o asemenea permutare si fie descompunerea lui f ca un produs de cicli :

f=(o)odin Bl e T, )

unde lungimea maximad a unui ciclu este &, & < n. Dacid se sterg parantezele in
descompunerea de mai sus, se obtin numerele 1, 2,..., n scrise intr-o ordine care
defineste o permutare g a lui S,. Vom ardta ci permutarea f de la care am plecat

defineste A, 1A, L. A 11%2% n™ permutiri diferite, geS, Intr-adevir, in
expresia lui f putem permuta cei 4; cicli de lungime i Tn A;! moduri, fard cd f sd
se schimbe, dar schimbéandu-se permutarea geS, asociatd acestei descompuneri.

In plus, orice ciclu de lungime i poate fi scris In ¢ moduri diferite ludnd ca prim
element al ciclului oricare din elementele sale componente, de unde rezultd in

R L

total 1%2%...n* posibilititi. In acest mod putem fabrica toate cele n! permutéri
ale lui S, inmulfind numirel A(4;,4,,...4,) cu A4 !4, L..4,1142% n* . De

aici rezultd formula lui Cauchy.

Comentariu. Combinatorica grupurilor finite este unul din capitolele
cele mai interesante ale teoriei grupurilor i combinatoricii, in acelasi timp.
Notiunile introductive pe care le-am prezentat aici pot servi ca un punct de
plecare in probleme de colorare, teoria acfiunilor grupurilor pe multimi finite,
metoda de numérare a lui Pdlya— de Bruijn etc.

Bac



