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> Ecuatii diofantice de tip Pell




Determinarea sirurilor date prin sisteme recursive

Fie girurile de numere reale (x,),.,, (),).o definite prin sistemul de
relatii de recurenta:
x,,=ax, +b
(1) { n+l n yn

, unde ne N iar q, b, ¢, d, X, yp sunt numere
yn+l T cxn + dyn

reale date.
Sistemul (1) poate fi scris sub forma matriceala astfel:

Xen a .o XY - 20 X
= : sau (2) = ,Vn=0, unde
yn+l c d yr: yn+1 yn
A= i
o =
Diand , in relatia (2), lui n valorile 0,1,2,...,n-1 obtinem:
T B B e A Xpr | _ B o -?1 — A Xo :
ya+l yn yn-l yl yﬂ
X,
Deci [x" J = A"[ 2 } Vn 2 0s1 problema revine acum la aflarea formei
yn yO : . )
generale a lui A".

Observatii 1.4.1.: ,
1. Dacdi A=(TrA)’—4detA<0, atunci metoda expusi aici devine
eficientd pentru aflarea sirunlor (x,),.051 (,),205

) 2. Pentru a calcula A" se poate folosi ecuatia caractcristicﬁ:
A*~TrA-A+detA-1,=0,,A € M,(R).

Bac

Determinarea sirurilor date prin recurente omografice

ax+‘bi,a,b, c,deR, c #

Definitie 1.4.2.: Functia f: R - {- _{f_} = R, f(x)=
c

cx+

a b
0, se numeste functie omografica, iar M, :{ d) se numeste matricea

c
atasata functiei f.



Proprietate 1.4.3.: Daca f si g sunt functii omografice, atunci pe multimea
D R pe care sunt definite functiile fogsi ff=fofo..0of,n€ N*, functiile
—————

n ori

fogsi f" sunt omografice si avem relatiile:

Mf"s =Mf 'Mg !
M. =(M,)",ne N¥*.
Demonstratie:

c

Faet Sjesarae o {-—i}-—) R, g R, - {d‘

-
)
' : b
fx)= YD g(x)=2 X+b'  fnctii  omografice si M, = b 17
: cx+d c'x+d' ¢ id

8 1

' b1
M, = (a d') matricele atasate celor doud functii.
C

Atunci, pe multimea D CR, pe care existd compunerea f o g, aven
alx+bl

ag(x)+b a-clx+d'+ _ (aa'+bc')x +ab'tbd’

(= 8))= flglx) = cg(x)+d 2 o, a'x+b e (ca'+dc')x+cb'+dd’ ’

c'x+d'

tot o functie omografica si
. (aa'+bc' ab'+bd’ a b\(a b
M. s ‘ = : =M,-M,.
ca'+dc' cb'+dd' ¢ vd | be I
Egalitatea a doua se demonstreaza prin inductie matematica.

Definitie 1.4.4.. Un sir recurent definit printr-o recurentd de forma
x.,=f(x,), unde f este O functie omograficd, se numeste recurenta

omografici.

Observatia  1.4.5.. Ca recurenfa sa defineascd un gir € necesar ca
cx, +d #0,YneN.

Proprietate 1.4.6.: Daci x,., = f(x,), ¥n 20, atunci
x, = f"(x,), unde f"(xo)=(f°f°-.-°[)(xo)

n ori




“Demonstratie:
Pentru demonstratie se foloseste metoda inductiei matematice.

A b
Intr-adevir, fie f: R - {— fl—}——) R, f(x)= i .Dacd x, = f(x),
c Cx+
b ; . + . X4
reralth x = - e ,Vn20 siatuncix, = f(x,) = s , adicd lui x; i se
cx, +d Xy + :

¢ d
a_ax0+b+
ax, +b _ _ cxo+d _ (a’ +bc)x, +b(a+d) i‘
ex+d @htb . cla+d)x,+bo+d?
cxy+d

. & Dy
ataseaza matricea A =( J, 1ar

“ x2=f(x1)=

A% =

2 b + =
a"+be bla dz) , adica lui x; i se ataseazi matricea A2,
cla+d) bc+d

ax,+b ) 7 :
x =—2-2 % | se asociazi matricea

Presupundnd c¢d lw
C Xotd.

PSS e o S A
A= = , avem
¢ d & d

X tby g

a
e o ax, +b ¢, x+d, _ (aa, +bc,)x, +(ab, +bd) .
cx,+d | 4% tb, +g = lea, +de)x, +(ch, +dd)
e, X5t d;

n

bt bV e B aa, +bc, ab, +bd,
A=A A=A-A" = : = >
¢ . dile. d ca, +dc, " ¢b +dd.
obtinem ci lui x,.; 1 se asociazi matricea A",

ax,+b S oo : S :
=20 % ¢ cdruila i se asociazi matricea
Gk e,

A'nz[an bn]:[a bj"‘
e d, ¢ d

Deci, pentru a calcula pe x, in functie de xq, este suficient si calculim pe

Rezultd ci «x

A"



Observatie 1.4.7.: Sirul (x,),,, poate fi definit cu anumite condifii asupra

termenului initial xg. Din expresiile matricei A" deducem conditiile de existenta
a sirului recurent ¢, x, +d, #0,VneN sau

d
Xy # === . neN

n

: , d
Se determind multimea § = {_ n
- C

n

ne N} si atunci conditia este x, € R\S.

Bac

Ecuatii diofantice de tip Pell

Fie deN, d =2 un numdr liber de patrate (vd & Q).
Definitie 1.4.8.: Ecuatia diofantici P:x*—dy® =1, unde x,y€Z sc numeste
ecuatia lui Pell.

In cele ce urmeazi vom rezolva in numere intregi ecuatia lui Pell.
Observatie 1.4.9.:

1). Perechile (-1, 0), (1, 0) sunt solutii ale ecuatie P si se numesc solutii
banale.
2). Daci (x, y) este solutie a ecuatiei P, atunci si (-x, y), (x, =), (~x, —y) sunt
solutii ale ecuatiei.
Deci, pentru a rezolva ecuatia lui Pell, este suficient sad-1 aflam solutiile in
multimea numerelor naturale ((x, y)ENXN, (x,y)# (1,0)).

y X
pentru care detA, | =x’~dy*=1. Dacid notdim cu Sp mulfimea solutiilor

1% - xr ady
Fie perechea (x,y)eN x N careia 11 atagdm matricea A, =( )

ecuatiei lui Pell, atunci (x,y)€ S, daca si numai dacd detA , =1, iar (x, y) #
(1,0) dacd gi numai daca A, #1,.

Dacd (xy, ¥,)€ Sp. (X, ¥) # (1,0), atunci detA, =1, de unde rezulta
det 4 g5

X.. .dy , > AT o B
FIGRe AZ v ezt 508" cu x’-dy! =1si dacd Al = ' 5 5
QX9 Mesircaidld y Yiar %

atunci



;.r|+.] - : ,; xﬂ dyn xﬂ d)’ﬁ xﬂxu +dy0yn d(yoxn +x0yﬂ)
A:o-yo 3 Axo.ya 'Axo.yo = : =
yn Xn Yo Xo yﬂxn+'x0yn xﬂxn +dyﬁyn _
iar : '
1 n n
detA}" =det(A; -A,  )=detA; -detA = =1.
Rezultd x ., = X5,x, +dy,y,

Ynnr = YoX, T X%, Sau
(1) x, =xx,, +dVsY,4
(1") ¥, = YoX,.1 + X¥,-n =1, cu xp, yo dati astfel incat (xo, yo) # (1,0).
Daci (x,,y,)€ N x N, atunci si (x,,y,)€N x N, cu alte cuvinte, daca (xo,

yo) este solutie a ecuatiei Pell, atunci si (x,, y,) este solutie a ecuatiei Pell.
Relatiile de recurenta (1) g1 (1) pot fi scrise marticeal

EhE e dw[}

\.yn) \y(} xO / yn—l
(x \ (x N
[T Do [ , iar de aici, folosind ecuatia
\Za s W20y L\ s

- LS (X% dy, g .
caracteristica pentru aflarea lui , rezultd:
Yo %o

x, = %[(xo ryoad )" +(x, - yoﬁ)'ﬂ]
¥y = 2\1/3 [(xo + y‘,\/z)m ~—(xo - yo-\/g)‘“}n 20,

si ludnd solutia (xp, yo) minima nebanald (cu xp minim dacd si numai daci yq
‘minim) obtinem ci
Sp CA=10),(1L0), (X0 ¥ ) (=%, ¥ )s (X,5=Y, ) (5X,0=,)}= S
Vom arita reciproca, S © S,,.
Dacd (x,y)€S NN x N, (x, y) # (1,0), definim B=A_ si B, =A™ -B

*)

X d
cu A =[ . yo], unde (xo, yo) este solufia minima. Rezulta detB, =1si
Yo Xo

y X
(x,y) # (1,0) si (x',y')e N x N. Continuand gidsim B, =A™ -B,,B, =A™ -B,,

ww By =A"-B,, =, i mergand inapoi rezultd A, , = A" | adicd (x,y)€ S,.

X dv =% veid
B ={"" y . unde { 138 ¥ g , din care se deduce cid x'< x, y'< ydacd
Y=—Y X+ X,y



Exemplu 1.4.10.: Si se afle solutia generali iIn Z x Z a ecuatiel diofantice
DA Vot S

Fie (xo, Yo) = (3,2) soluia pozitiva minima a ecuatiei, diferitd de solutiile
banale (1,0) si (-1,0).

Ecuatia dati are deci o infinitate de solutii date de (*) in care vom inlocui

Xo=3,¥,=2s5id=2.
Obtinem:

x, =2 B+242]" +6- 22" |
Yo = E’lﬁ[b + Zﬁ)ﬂl — (3 ™ 2\/—2-)”1}” 20, 1ar

ne Nju{x10)}.

S, = {£x,.£,)

Observatie 1.4.11.: Solutiile ecuatiei Pell, pot fi utilizate in aproximarea
radicalilor numerelor naturale care nu sunt pétrate perfecte. Intr-adevar, daca

(X..y,),» sunt solutii ale ecuatiei x* — dy* =1, atunci

1 :
) e ynJ_x—-——_-—-- deci
X, + y,Nd
X 1 1 1
—L—d = < <—, de unde rezulta
Y, y,(x, + y,Nd) Ndy. v

b= K : N - . 3 s
lim&~2 =+/d , adicd fractille — aproximeaza pe vJd cu 0 eroare mai mica

PR W Yn

decat —1—2 £
Yn

Ecuatia ax’ —by’ =1, (a,beN¥*).

Observatie 1.4.12.: Aceastd ecuatie este mai generald decat ecuatia lui Pell,

xt ~dy* =1.

Proprietate, 1.4.13.: Dacd ab = k?. keN, k> 1, atunci ecuatia ax” — by* =1nu
are solutii in numere naturale.



- Demonstratie:
Intr-adevar, presupunem ci ecuatia datd ar avea o solutie in numere

naturale (xo, yo), atunci ax, —by; =1, adici a si b sunt prime intre ele. Urmeaza
cd egalitatea ab = k* implicd a =k,b = k7, unde kk, =k, k,, k, € N*.

Ecuatia devine k'x’-k;y*=1 sau (kx—k,y)kx+k,y)=1, adici
I<kx+k,y=kx—-k,y=1, ceea ce este imposibil. S

Vom numi rezolventa Pell a ecuatiei ax’-by*=1, ecuatia

u® —abv? =1 $i vom demonstra urmitoarea:

Proprietate 1.4.14.: Daci ecuatia ax’—by®> =1, are o solutie nebanald in

numere naturale, atunci ea are o infinitate de solutii in numere naturale.
Demonstratie:

Fie (xo, o), x5,y,€ N* 0 solutie a ecuatiei ax’ —by> =1. Deoarece ab nu

este patrat perfect, conform teoremei demonstrate mai sus, rezulti ci rezolventa
Pell are o infinitate de solutii in numere naturale, date de formulele EAN

Notdm cu (u,, v»), n€ N, solutia generali a rezolventei Pell u* —abv? =1.
Atunci (x,,y,),n€ N, unde x, = xu, +byyv,,y, = yu, +ax,v, sunt solutii ale
ecuatiei ax’ —by” =1,¥ne N, deoarece _
ax, —by, = a(xju, +byv,)’ —b(you, + axy,)* = (ax? — byZ)(u> — abv?) =1,Vne

N, adici ecuatia ax® —by? =1 are o infinitdte de solutii.
] y

Proprietate 1.4.15. Solutia generaldi a ecuatiei ax’-by*=1 este
(X, ¥,),n€N, unde x, =Au, +bBv,, y, =Bu, +aAv, (u, v,), neN, fiind
solutia generald a rezolventei Pell, iar (A,B), A,B € N, cea mai micd solutie a
ecuatiel considerate.

Demonstratie:
Am ardtat mai sus, cd dacd (u, v,), neN, este solutia generald a

rezolventei Pell, atunci (x,,y,),n€ N, sunt solutii ale ecuatiei ax® ~by? =1. .

)

Reciproc, aratdim cd dacd (x,,y,),n€N, sunt solutii ale ecuatiei
ax’ —by2 =1, atunci (4, v,), n€ N, unde u, =aAx, —-bBy,,v, = Bx, - Ay, ,

sunt solutii ale rezolventei Pell, u® - abv? =1.

Intr-adevar
u, —abv, = (aAx, —bBy,)’ —ab(Bx, - Ay,)* = (aA® - bB*)(ax> —by®) =1,Vne
N, propozitia fiind astfel demonstrati.



Bac

fn cazul particular b = 1, metoda expusa mai sus oferd rezolvarea ecuatici
dx* — y* =1, pe care o vom numi ecuatia Pell conjugati.
Prin urmare, solutia generali a ecuatiei Pell conjugate este (x,,y,).n€ N,
unde: |
x, = Au,+Bv,,y, =Bu, + DAv,,
(A,B) fiind cea mai mici solutie a ecuatiei Dx* — y* =1, iar (s, va), n€N
solutiile ecuatiei lui Pell u® —dv* =1.

Observatie 1.4.16.: Sirurile (x,),.0, (V)0 definite recursiv prin relatiile de
mai sus, verifica identitatea y, =[JExJ,Vne N.

intr-adevar, (x,,y,),n€ N fiind solutia generald a ecuatiei Pell conjugate,
dx* - y* =1, avem (\/Exn F ynX\/Exn —yn)zl.

Dar x ,y, € N¥, Vne N si deci \/Exn + 7y, >1. Prin urmare

n?

0<\/an -y, <1, de unde
Y, <«'/Exn <y, +1,adici y, =[\/Exﬂ],‘v‘ne N.

Exemplu 1.4.17.: Si se afle solutia generald in N x N a ecuatiei Gx 5y ek,

Cea mai micd solutie a ecuatiei este (1,1). Rezolventa Pell este ecuatia
u® - 3}01;2 — 1, care are cea mai mica solutie (11,2). Tinand seama de (*), gasim
solutia generald a rezolventei Pell (un, Vi), nE N, u,, =1, +60v,,
v, =1lv +2u ,u =1Lv, =2.

Folosind ultima proprietate demonstrata, obtinem solutia generald a
ecuatiei 6x> —5y* =1, (x,,¥,,n€N, x, =u, +5v,,y, =u, +6v,, iar forma
explicitd este (din (*)):

x = 6+‘@(11+2J%)" +9—71—‘;{—3_-9(11—2J§6)",

1 12
Yo 5+1fa(11+2\/§6)" +§-?fi—§—6(11—2\/§5)".



