2. Teoremele lui Lagrange si Cauchy pentru grupuri finite

2. 1. Teorema lui Lagrange $i-te0rema lai Cauchy

2.1.1. Definitie Fie IT un subgrup al grupului (G,-). Se definesc relatiile de
echivalenta pH P (la stanga, zespecnv la dreapta) pe G, dupa cum urmeaza:
XPuy € X yéH Si xPppy < ¥’ 'eH
xH si Hx sunt clasele de echivalentd la stanga, respectiv la dreapta ale lui x in
raportcu H (yexH < xpyy §i ye Hx < x PHY)

Multimile G / py = {H, xH, yH, ..} si G/p‘'y ={H Hx, Hy, ...} sunt
multimile claselor de echivalentd la siangz, respectiv la dreapta in raport cu H

2.1.2. Observatii
1) Functia f:G/py— G/ p'y data prin relatia f(xH) = Hx ' este bijectiva,

|G / pH|—]G / pH’— |G : H] si se numeste indicele subgrupului H in
grupul G.

2) xHNnyH#0 < xH=yH

intr—adcva‘ir, dacd aexH m yH, atunci 3 hy, hyeH, astfel incat a = xh; = yvhs
Atunci X = yhyh ' si cum h,h ' €H, rezulta ca xeyH, asadar xH < yH.
Analog se demonstreazi cealaltd incluziune.

2.1.3. Definitie Fie N un subgrup al grupului (G,-). N se numeste subgrup
normal daca si numai dacd pentru orice x G, xN = Nx.

2.1.4. Observatii

1) Daca N este subgrup normal al lui G, G/ pn=G/p'n=G/N = {N, xN, yN, ...}

Se demonstreaza usor ca G / N este grup (numit grupul factor al lui G in raport
cu N) impreuna cu operatia ., definita astfel: xN-yN = (xy)N.

2) |G/N| =]|G:N|
3) Orice subgrup de indice 2 este normal.

Demonstratie: Fie N un subgrup de indice 2. Atunci G = N U xN (cu clasele
N s1 xN disjuncte) si de asemenea G =N U Nx (cu clasele N si Nx dlsjuncte)
Rezulta deci ca xN = Nx si N este subgrup normal.

2.1.5. Teorema lui Lagrange

Fie (G,-) un grup finit si H un subgrup al lui G. Atunci:
a) ord(H) / ord(G)

b) ord(G) =ord(H) ord(G / H)



Demonstratie:

Fie py relatia de echivalenta la stinga din definitia 2.1. Conform
observatiei 2 ce 1i urmeazd, multimea claselor de echivalenta la stanga in raport
cu H este o partitie a multimit G (adica UxH = G si clasele sunt disjuncte

XecG
doua cate doud). Mai mult, functia f : H — xH data prin f(h) = xh cste
bijectiva, deci V x,yeG, |xH|=|yH| =|H].

Asadar, ord(G) = ord(H)-ord(G / pp), unde G / py este multimea claselor
de echivalenta modulo py numitd si multime cat a lui G in raport cu relatia de
echivalenta py.

2.1.6. Consecinte: Fic (G, -) un grup finit. Atunci:
1) Pentru orice xe G, ord(x) / ord(G)

2 (G :
2) Pentru orice xeG, x"%“) = ¢, unde e este elementul neutru al grupului G.

3) Orice grup de ordin prim este ciclic (deci izomorf cu (Z; ,+ ) )

2.1.7. Teorema lui Cauchy
Fie (G, -) un grup finit §i p un numdr prim, p / ord(G). Atunci numarul
solutiilor ecuatiei x” =1 este un multiplu nenul al lui p.

Demonstratie:
Fie ord(G) = n si S ={(ai, ay, ..., ap)|aeG,Vie{l, 2, ..., p} si aray-a, =1}

Pentru orice alegere a elementelor ay, az, ..., ap-1, apz(al-ag--—ap_l)_[ , deci a;, este
unic determinat. Asadar ord(S) = L b

Definim relatia de echivalenta ,,~“ pe S :

X~y <> X este o permutare circulara a lui y.

Daci a; = a, =, -+ = a,, clasa de echivalentd a i x = (a1, Bo.ir- 000
contine un singur element si exact p elemente in caz contrar.

Intr-adevar, fie x = (aj, az, ..., ay) §i 1, j, primul respectiv ultimul rang
pentru care a;=a; §i aj=2a;=2ap= -~ =a)=2a; pentrui<i;<--<i<jsik>0,
iar pentru k = 0, i) = j. Ca sa obtinem prin permutari circulare aceleasi elemente
pe locurile i, i}, -, ik, j (i eventual si nu rezulte permutari distincte ale lui x), ar
trebui ca ,.distantele” dintre elemente sa fie aceleasi, deci

p*j --i-i:—*j—"ik:---:iz——il:S.

Asadar j —ix=s, -+, Iy —11 =8, 11 — 1 = s si adunand rclatiile membru cu
membru obtinem j —i=(k+1)-s sicum p=s+j—1,avemp=(k+2)-s. Cump
este numar prim, rezulti s = 1 sideci j=p—1+41.Cuminsd j < p, obtinem ca
p—-1+1 < p.decica i<1.Asadar i=1si j=p sisuntem in prima situatie,
cu toate elementele lui x identice. Deci daca cel putin 2 elemente ale permutarii



difera, atunci existd exact p permutiri circulare ce se pot obtine din permutarea
respectiva (a p elemente).

Fie r numarul claselor cu un element ( r este deci numarul solutiilor
ecuatiei X" = 1 ) si t numdirul claselor cu cate p clemente.

Din relatia (1), rezultica n”'=r+ pt sicum p/n,rezultd ¢cip/r.

Observam ca r# 0, pentru ca(l,1,--, DeS

2.1.8. Consecinte

1) Daca (G,-) e un grup finit si p e un numar prim, p/ ord(G), atunci
existd xe G astfel incét ord(x) = p.

2) Numarul subgrupurilor de ordin p ale lu G, (in conditiile consecintei 1) este
congruent cu 1 (mod p).

Demonstratie: Din teorema lui Cauchy, existd elemente de ordinul p ale
grupului G. Notdm cu keN* numarul subgrupurilor de ordinul p ale lui G.
Numarul p fiind prim, acestea sunt ciclice.

Ho=), Vel 2, skl st HinnH = {e}, ¥ Ligid. 2.0 K i2]

Fie H multimea solutiilor ecuatiei x” = 1. Rezulta H = H, U boi . hJ Hi 51
deci ord(H) = ord(H, U IL U ... U Hy) = k(p-1)+1.

Din teorema lui Cauchy, cum numarul solutiilor ecuatiei x” = 1 este un
multiplu nenul al lui p, rezultd k(p—1)+ 1 =0 (mod p), deci k=1 (mod p).

2.1.9. Propozitie Fie (G,-) un grup finit astfel incdt pentru orice x eGG, x° = e
Atunci: a) (G,-) este grup comutativ
b) exista keN, astfel incat ord(G) =2*

Demonstratie. Prima parte a propozitiei este un exercitiu foarte cunoscut,
prezent in manuale. care este adevidrat si pentru cazul in care G nu este grup
finit. Vom prezenta trei demonstratii pentru afirmatia de la b).

Solutia I: Vom demonstra concluzia prin inductie dupa n = ord(G):

Pentru n = 1, evident, ord(G) =2°. Fie meN", m>1

Presupunem ca afirmatia ¢ adevirata pentru grupurile de ordin mai mic decat m
cu proprictatea din enunt. Fie (G, - ) un grup de ordin m s1 fie xe G. Cum G este
grup comutativ (conform cu punctul a) ), subgrupul N = {e, X} este un subgrup
normal al lui G, adica pentru orice ye@G, yN = Ny,

Cum (xN)xN = x’N = eN = N. pentru orice xe G, rezulta ca (G / N, - ) este un
grup factor care are proprietatea din enunt.

ord(G)
ord(N
din ipoteza de inductie rezulta ca exista keN" astfel incat ord(G / N) = 2% .

Din teorema lui Lagrange avem ci ord(G / N) = < ord()'= m si deci



Atunci ord(G) = 2-ord(G / N) = v st conform principiulul inductiei matema-
- tice, afirmatia b) este adevarata pentru orice grup finit cu proprietatea din enunt.
Solutia a II-a: Vom organiza grupul G ca spatiu vectorial si pentru simplitatea
scrierii, vom considera de aceasta data operatia grupului in notatie aditiva.
Pe (G, + ), care are toate elementele de ordin < 2, se poate introduce o
structura de 7, — spatiu vectorial. Cele 4 axiome ale spatiului vectorial se
verifica prin calcul direct, multimea scalarilor fiind finita.

Se defineste 1x=x s1 0-x=0.
Cum G este un spatiu vectorial finit, el este de dimensiune finita.
tie B ={e, e, \..e,}, 0 baziigacestuial

n
Atunci, V xeG, Jay, oy, ... 0,8, X :Zai £

i=1
Asadar, numarul elementelor din G coincide cu numarul n-uplurilor
i, ..., o) ce se pot forma cu elemente din Z,, deci cu numarul functiilor
ce se pot defini de la o multime cu n elemente la Z,, care este 2"
Solutia a III-a: Presupunem ca ordinul grupului G nu este o putere a lui 2.
Atunci 3 peN, p numdar prim, p = 3, astfel incit p / ord(G). Atunci, din
consecinta 1 a teoremei lut Cauchy rezulta cé exista a€(G, ord(a) =p. Avem
2”=c sicum a’=e¢ obtinem a®? =a'=e, fals. Asadar I neN, ord(G) =2".

2.1.10. Generalizare Fie (G, -) un grup finit si peN un numdr prim astfel
incdt V'xeG, x =e. Atunci ordinul lui G este o putere a lui p.

Demonstratia acestui rezultat se face cel mai usor prin reducere la
absurd s1 folosind teorema lut Cauchy, ca in cazul precedent.
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Probleme rezolvate

R2.2.1. Fie (G, -) un grup finit. Dacd m si n sunt divizori ai ordinului
grupului, atunci ecuatiile x" =e si X" =e au o singurd solutie comund dacd si
numai dacd (m, n) = 1.

Mihai Piticari

Solutie: Observam ca x =e¢ este solutie comuni a ecuatiilor.
w&=> (m,n) =1 = 3FhkeZ, mhi+nk=17.

Fie aeG o solutie comuna a celor doud ecuatii. Atunci a
obtinem a=a™""" =¢ : ;
»,=" Fie (m,n)=d. Daca d >2, existd peN, p prim, astfel incat p/d.

Din consecinta 1 a teoremei lui Cauchy rezulta ca existi be G\ {e}, ord(b) =p
= bP=e sicum b'=¢ = ecuatia x*=e nu are solutie unica, fals.

Rezulta d=1.

m-h __ n-k

glva Re

R22.2. Fie (G, -) un grup finit. Sd se demonstreze cd urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:
a) G este ciclic
b) Pentru orice deN¥*, existd cel mult un subgrup de ordinul d in G.

Solutie: Reamintim cd pentru neN, indicatorul ¢(n) al lui Euler (¢(n) este
numarul tuturor numerelor naturale mai mici decat n si prime cu n) verifica
formula lui Gauss: Z(p(d)z n (sumarea facandu-se dupa toti divizorii lui n,
d/n

inclusiv 1 si n).
»a=>b” Dacaord(G)=n si d/n, deN*, atunci unicul subgrup de ordinul d
allui G este H={xeG|x%=1)

Intr-adevar, ord(H) = d, pentru ca grupul ciclic G are un element de

ordinul d | daca G =(y) = ord| y¢ |=d |, care se afld in H si care de fapt il

genereaza pe H. Presupunand ca exista H' # H, H' subgrup de ordinul d al lui
G, avemcd V xeH', x" M =x"=1 = xeH = H < H si cum au acelasi
numar de elemente, rezulta ca H' = H.

b <=a” Dacd afirmatia b) este adevaratd, pentru deN*, fie

My = {aeGlord(a) = d}. Multimile My sunt disjuncte doud cate doua si

reuniunea lor este multimea elementelor lui G. In plus, daca xe My = ord(x)/d.



Dar ord(x) / ord(G) = n. In concluzie, My %0 <> d/n <> 3 un subgrup
ciclic Hy, de ordin d al lu1 G, Din IpOIeza [y cste unicul subgrup de ordin
d allui G sideci My={aeG|(ay=Hy}, iar | Myl = o(d).
Avem n = \(H:Zi Md\:Zqﬁ{d).
d/n d/n

Relatia anterioara cste adevarata (Gauss) si cum unul dintre divizorii lui
n din formula anterloara este chiar n, existd un subgrup ciclic H, de ordinul n,
Al GO Atuncl G = H, 51 G este cielic

R2.23. Fie (G -) un grup cu 4n + 2 clemente (neN). 5a se determine
numdrul elementelor x€G astfel incat x'"' =e.

Marian Andronache

Solutie: Fie G = {e, aj, ... ap-1} §1 S(Q) multimea permutarilor lu1 G (a
functiilor bijective de la G la G).

Pentru acG, functia 0,: G — G, 0.(x) =ax, Vxe(G este in S(G), iar

f: G — S(G), f(a) =0, VaeG este un morfism injectiv de grupuri.

Fie H = {G). Atunci G = Q) = H = {6, Gases Garpf, 51 Hy este, un
subgrup al lui S(G) (Acest rezultat este teorema lui Cayley). 2/ ord(G) = 3
ac @, ord(a) =2

Atunci, Gi (%)= a(ax) =xabvxE G2 ('52 =¢ (permutarea identica)
; : s 1
a#c = o, nuare puncte fixe = in o, apar 2n + 1 perechi doiplly v ==
3 1

— &, este produsul a 2n + 1 transpozitii disjuncte = glga) ==k, (1)
In consecinta, H este un grup de permutari care are 0 permutare impara
si de aici, numarul pcrmutarllor pare din H este egal cu numarul permutarilor

impare din H (= 2n + 1). Intr-adevar, dacd e, o), ..., Ox.1 sunt toate

permutarile pare din H s1 o, ... Gn-1 sunt toate permutarile impare din H,
7, o ?

avem O, ..., Ox'Op] permutdri pare — 1n — kgl sicum 6, Oty as

Gk Ok-1 sunt permutan impare = k <n -k sideci k=n-k.
Fie A= { xeG|x™'=e} si xeA.

o f(C) = (f(x))ZnH :(Gx)znﬂ = 8(((7x)2]”1)= g S(Gx) Y- — O
permutare para = | A 1 =2n+1 (2)
(1
Fie B={xeG|{x*"'%e} si yeB =>a = y”*‘ #e §i a®=e = g(cy) ==
o, = f(a) = ()™ =(6, P! si cum (o)) =1 obtinem ca g(o) =-1 =

=5 ]}315211 +1  (3) Din (2) si (3) deducem ca |A|:!Bl:2n+ 9



R2.2.4. Demonstrati ca un grup cu 4n+2 elemente admite cel mull un
subgrup cu 2n+1 elemente.
Eugen Pdltanea, Sabin Tabdrca

Solutie: Dacd H e un subgrup al lui G = ord(H) < 4n + 2 = ord(H) < 2n + 1.

Pentru n =0 enuntul este adevarat.

Pentru n>1, dacd H = {e, xy, ..., Xon} este nusubgrup al lui G cu 2n + 1

clemente si xeG, ord(x) = 2 (exista, din consecinta teoremei lui Cauchy),

atunci x¢H = xx;¢H, V i:fi—l’hl =iG=Hw {x-xli =1 20
Demonstramca Vy,ze G\H, yzeH (1)

Pie'y, ze0G Y H =5 3 x, eH vex't 2+ %X Xixg Hees dallosiei=xw,

AtUNCl y-Z = X-XiX-Xj = X-(Xi"X)Xj = X-X-Xk'Xj = Xk'X].

Deci y-z = x-X; §1 cum Xy, Xje H deducem ¢ y-zeH, asadar (1) este adevirata.

Presupunem ca exista subgrupul H' al lui G, de ordin 2n+1, cu H' # H.

Avem HNH' subgrupallui G si HnH #H, HAH #H’.

%,
Notdm ord(HNH')=p = p/2n+l, p#2n+l. Atunci p < [_n;— 1]: n.

Notam, dupa o eventuala redenumire a elementelor,
H el s 2 eead sl i gpi b,

Amanci H' =16, %1, %, ... %1 Yoy« Yong S0 Vo - Yoa - H=C0 8HI

Din (1) obtinem y;, Yp¥pei ..o Ypyan € H A H' i deci

p={HAH'| >2n-p+1>n+1, fals.

Observatii: 1) Daca G are un subgrup H cu 2n+1 elemente, atunci din (1)
rezulta c¢a subgrupurile K ale lui G astfel incdt K m H = {¢} sunt de ordinul 2.

2) Daca |G| = 4n+2, atunci G nu poate avea doar subgrupuri proprii de
ordinul 2 (ar rezulta ca ordinul lui G este o putere a lui 2, fals.)

R2.2.5. Fie (G, -) un grup finit si H, H> subgrupuri ale lui G. Fie multimea
Hilth = {zy /x eH, yeH>} Daca max{ord(f,), ord(H)} > —;—0!‘(1’(@), sd se
demonstreze ca H;H> =G.

Solutie: Presupunem ca ord(H,)>ord(H,), deci ca ord(H1)>g~ , unde ord(G) = n.

Atunci, cum din teorema lui Lagrange avem ca ord(H;) / ord(G), rezulta ca
ord(H;) = n si deci H, = G. Asadar HH, = GH, = {xy|xeG, yeH,)
Elementul neutru c¢ al grupului G se afla siin H, si deci, oricare ar fi xeG.
x = x-¢ce GHy, asadar G = GH; si cum s1 GH; < G, rezulta ca G = GH, = H,H-.

\



