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a. Inegalitatea mediilor

Una dintre cele mai interesante si utile inegalitati algebrice este fira doar si poate
urmdtoarea inegalitate:

il . @ +.+a
(1) Dacd a,, ..., a, sunt numere reale pozitive atunci —17”-2",/@...(1,, (cu

egalitate dacd si numai dacd a; = ...=a,). Altfel spus, media aritmeticd a n numere pozitive
este mai mare sau egald cu media lor geometrici.

Inegalitatea (1) este cunoscutd sub numele de inegalitatea mediilor si se pare ci cel
care a pus-o in evidentd a fost Cauchy. Céteva demonstratii ale acestei inegalitati au fost
prezentate in paragraful 6.2 de la Capitolul 6. Pe parcursul acestei lucriri vom prezenta si
alte demonstratii ale lui (1).

Dacé a,, a, ..., a, > 0, atunci din (1) deducem imediat
’ n
2  Ya.a, 5 S
—
q a,
(cu egalitate dacd §i numai dacd a; = ...=a,).

Aceastd ultimd inegalitate exprimé faptul c¢d media geometricd a n numere strict
pozitive este mai mare sau egald cu media lor armonica.



b. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz

O alta inegalitate foarte des intalnita in algebri este

(3) Dacday,...,a, by, ..., b, € R atunci
(@b, +...+a,b,) < (al2 +.o.+al be +ot b,f)
(cu egalitate dacd $i numai daca existd A € R astfel incat a; =Ab;, 1 <i<n).

Inegalitatea (3) este cunoscutd sub numele de inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwartz (CBS).

EXisté §i pentru aceastd inegalitate mai multe demonstratii.
O primd demonstratie utilizeaza proprietitile trinomului de gradul II. Se considera
f: R=R, f(x)=(ax+b)* +..+(a,x+b,).

Se observi cd f(x) = 0 pentru orice x € R, iar pe de alta parte
S =(af +..+al)x? +2(ab, +...+a,b,)x+ (b2 +..+b})
sicum af +..+a> 20 cu necesitate

Ay <0 (@b +..+a,b,) —(al +...+a2 )b +..+b2)<0.
Egalitate avem atunci cand existd . € R astfel Incdta; A +b; =... =a,AL+b,=0
adicd atunci cand existd A € R astfel Incat a; =Ab;, 1 <i<n.
O alti demonstratie a inegalitafii (3) se bazeazd pe identitatea lwi Lagrange
2
[iaf 3" b2 ]_(za,.b,.) = 5 (ab,—~a,b,f >0 (vezi Corolarul 10.1.20).
i=1 i1 i=1

1<i< j<sn

2

Existd mai multe variante de generalizare a inegalitatii (3).
[atd una dintre ele: '
Daci a;, b;, ¢; sunt numere reale pozitive (1 <1 <n) atunci

3 n n n
“4) [ia:‘bic;} S[Z“? be 203}
i=1 i=1 =l i=1

A n 3 }é n 3 % n 3 y3’ - af bi i
Intr-adevar fie a=[2a,) b= Xb; | e=|Xc; e e L s
=1

i=1 i=1

3 3 3
X; +yl +2Zz;

Pentruoricei=1, 2, ..., navem a,b,c; = abcx, y,;z, < abc , deci

3 3 43 3 ES 3
U abe (B a2 o 02X abolar tad @ wbi . ahby o cp ke,
zaibfcig—(zxi +Zy: +sz = 3 3 ik o 3
i=1 3 \i=l i=1 i=1

a b* ¢
b n 3 n n 3 n 3
- :—c(l+l+l)= abc , de unde (Za,bfc,] <a'blet s (ZaEJ[ij ][Zlc, ) .
i=1 i=1 i=1 i=)
Se observd ci avem egalitate in (4) atunci cénd existdi a, p € R astfel
incita;, =ab; = fic; ,pentrui=1,2, ..., n.
Dupi ideea de demonstratie a inegalititii (4) se poate demonstra si inegalitatea:
Dacim,n € N,m,n>2sia;=0,pentrui=1,2,...,mg§ij=1,2,...,n, atunci
5) [i alfaZi...ame s[ia{;’ iaﬂ}.{f‘,aﬂ,} , cu egalitate daca pentru orice k €
i=1 i=1 i=1 i=1

{1, 2, ..., m}, n-uplele (a, ..., ax, ) sunt proporfionale.
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c. Inegalitatea lui Minkovski

Inegalitatea (3) admite urmitoarea forma echivalenta
©6) J(a, +b) +..+(a, +b,)* < Ja,z ot al +\[blz +..+b%,

cunoscutd g1 sub numele de inegalitatea lui Minkovski (forma clasic).
Inegalitatea (6) admite urmatoarea generalizare (Huygens) :

Dacd ay, ..., ap, by, ..., by € R+ iar p = 2 este un numdr natural, atunci
@) {f(a, +5)P i@, Yo" s‘\’/a{’ Py o +§'fb;° o Db S

Pentru a demonstra inegalitatea (7) vom utiliza varianta generalizatd a inegalitatii
lui Holder (vezi paragraful 7.3 de la Capitolul 7).

intr-adev&r, dacd notdm g = Ll , atunci ah - th =1 si obfinem
P= P

3 (@, +b,)? =Y a,(a, +b,)?" + 3 b,(a, +b)P <
i=1 i=1

=1

S[El ;pjyp[i(a, +b,)"’)}/q +[§‘;be%[§(¢!; +b,)P)%" .

i=1 i=1

{[ga,.p]%{gbfﬂg(ﬂ,%)ﬂﬁ.

i=1 i=1 i=1

Dupa simplificare prin [z (a, +5,)" Jy“' deducem ci

j=

n ]";,':l n }é n % n
(Zi(a:‘ +b:')p] 5 S(Za;”] +[be] A pZ(af +b:')p Spiaf +dibfp >
i= i=1 i=1 i=1 i=l =l
adica (7).
: Observatie. O prezentare mai generald a lui (7) se afla in [19] si are urmatoarea
orma:
Daca py, ..., Pn, @1, ..., 80, by, ..., by> 0,0 = 25 pit...tp,=1, atunci
®  Tlla, +b)" 2[Ta? +T16" ,
i=1 i=1 i=1
cu egalitate daci (ay, ..., ay), (by, ..., by) sunt proportionale.
In cazul Py =..=p, el obtinem (7).
n
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d. Inegalititi de tip Cebasev

Fie AL v 500 b], S bBE[R.

Sub numele de inegalitdi de tip Cebdgev sunt cunoscute urmitoarele megalitafi:

Daca (a,. - ajlb, —b,)z(s)o, pentruorice i,j = 1, 2, ..., n atunci

9 nlab, +...+a,b,)> (sIaI +..+a, Ib, +...+b, )

cu egalitate daca i numai dacd a,= ...=a,, saub;=...=b,.

Pentru demonstrarea inegalititilor de tipul (9) se pleaci de la echivalenta
(@ -a,Jb,-5,)2( P ab +ab, > (<)a,b, +a b, iar apoi se sumeazi dupi i si respectiv j.

Pentru demonstrarea cazului in care avem egalitate in (9) recomandam cititorului
lucrarea [19] (il avertizam insa cd nu este o chestiune prea simplal).

Bac
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¢. Inegalitatea lui Bernoulli

Sub numele de forma clasicd discretd a inegalitdii lui Bernoulli este cunoscuti in
literatura matematicd inegalitatea :

Dacd a > -1 atunci pentru orice numdr natural n,
(10) (1+a)' 21+ na, cu egalitate daci a = 0.
Demonstratia lui (10) se poate face de exemplu prin inductie matematici relativ la n.
O generalizare a inegalititii (10) este urmitoarea :
Dacd ay, ..., a, € (-1,0] saua,, ..., a, € [0, o), atunci
(1) (+a).(1+a,)21+a +..+a,

(cu egalitate dacd cel putin n-1 dintre numerele ay, ..., a, sunt egale cu 0).
Demonstratia lui (11) se poate face de exemplu tot prin inductie matematica relativ la n.

Observam ca dacd a; = ...=a, =a > -1 obtinem (10).

Cu ajutorul analizei matematice se poate demonstra urmétoarea forma continui a
inegalitatii lui Bernoulli:

Dacd x>-1,0>1saua <0,

(12) (1+x)* 21+ax (cu egalitate daci x = 0).

Daca x> -1, 0 < a < 1 atunci

(13) (1+x)* <1+ax (cu egalitate daci x = 0).

fn acest sens se studiazi monotonia functiei f : (-1, ©) =R, f(x)=(1+x)* —ox si

se obtin concluziile de mai sus. : 2 i NAREE
t Observatie. in [19, p.246] se prezintd alte tipuri de generaliziri ale inegalitatii lui

Bernoulli.
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f. Inegalitatea lui Hardy-Littlewood-Polya-Karamata

Fie I un interval de numere reale, f : I —R o functie convexd pe [ iar x; = x» = ...
> X, V1 = Y2 = ... = ypelementedinI (n = 2) astfel incat x; = yi, xi +X2 2 y1 +¥2, -,
Xy ot XKoo & VI HOUR YL X RS EH ST Y,

Atunci: (14) f(x) +...+f(xp = fy) +... +fyn)-
Daci f este strict convexd, atunci in (14) avem egalitate daca §i numai dacd X; = yi,
1 =110 =i

Jatd o demonstratie utilizdnd inductia matematicad dupd n.

Pentrun =2 avem de arftat cidacd x; = X3, V1 = Vo, X1 2 V1 1 X1 + X =y1 t ¥,
atunci f(x;) +1f(x7) = f(y)) + £(v2).

Deducem imediat ¢d X; = y; = ¥2 = Xp §i y1 = pXy + (1-p) X2, y2 = (1-p) X3 + pXy,
cup= D W €[0, 1] (cazul x, =X, este banal!).

X =X

Conform inegalitétii lui Jensen avem f(y1) = f(px; + (1-p) x2) < p f(x1) + (1-p) f(x2),
f(yz) = f((1-p)x, + px2) < (1-p)f(x,) + pf(x2), de unde deducem f(yy) +£(y2) < f(x)) + f(x2).

Daca f este strict convex3 avem egalitate pentrup =1 & X; -X; =Yy1 - X2 & X1 =Y
si cum X; +X; =y +y, deducem cd X; =Yy,.

Presupunem inegalitatea adevaratd pentrun gi fie x; = X3 2 ... ZXp 2 Xne1, Y1 Z Y2
UL B Va2 Y iar X 2V, TR 2 Y, LKt g 2 Y Aley s Py .o X

Pentru ultima inegalitate deducem ci existd y = O astfel incat x; +...+ X, =
=y, +...+ yu 4y §i atunci Xy +y = Ynu. Aplicnd ipoteza de inductie pentru n-uplurile
(x'i PO xn)s G'l 3 Yn-l: yl'l & y)s deducem cd f(xl)++f(xn) = f(YI)+ "--Ff@nfl).lwf@n-i- Y),
de unde deducem ca f(x;) +...+ f(Xp) + f(Xne1) = fy) + ...+ f(¥n1) +yaty) + {Xne1).

Astfel este suficient si demonstram ca f(y,ty) + fXpr1) = f(yn) + f(ynr1), ceea ce ne
este asigurat de cazul n = 2.
Daci f este strict convexa, atunci egalitatea din cazul n+1 implicd (X; ,..., Xp) = 1

yers Yolo Yo FY) $1 (Fn + Y, Xne1) = > V), adicd (Xy 5., K1) = (150205 Yoe1)-

Bac
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g. Inegalitatea lui Popoviciu

Fie I €R un interval iar f : >R o functie convexa. Atunci

(15) f(x)+f(y)+f(z)+3f[x+§+z]22f[xzy]+2f[-z—;—z]+2f[x—;z], pentru orice X,

v.Zz€L
Daci f este strict convexd In (15) avem egalitate daca §i numai dacd x =y = z.
Incercam si utilizim inegalitatea Karamata iar pentru aceasta sd presupunem cd
x+y+z xX+y+z

>z rdmane sd compardm y cu .

X=Zy=z, cum x2 3




Daca yzf%@ yzf¥ atunci inegalitatea (15) rezultd prin aplicarea

inegalitatii lui Karamata pentru 6-uplurile

it LR T kil SRS
Prin calcule elementare se aratd cé cele doud 6-upluri verificd conditiile din ipoteza
inegalititii lui Karamata.

X+y+z xX+z
£ < ys

[xy X+Y+zZ X+y+zZ x+y+z ZJ [x+y X+y X4z x4z y+z y+z)
» 3 3 2 3 L] 3 ;] 1 s’ .

Daca y<

aplicam din nou inegalitatea lui Karamata pentru 6-
uplurile

B i b . By A2
care verifici de asemenea conditiile din ipoteza inegalitatii lui Karamata.

(x X+y+Z X+y+z X+y+z sz [x+y X+y X+z X+z y+z y+z]
k] 3 L 3 3 * 3 ’ » 3 »

Observatii. 1. Pentru I = [0, ) si f : =R, f(x) = x* , obtinem exercitiul 8.14
(caruia i-am prezentat o solutie utilizdnd identitatea lui Abel).

2. O generalizare a inegalitdtii Popoviciu este formulatd de Alexandru Lupag sub
forma :

Fie I =R un interval iar f : >R o functie convexa.
Atunci pentru orice X, y, z € I §i p, q, r = 0, avem inegalitatea:

(16) pf(x)+qf(y)+,_'f(z)+(1p+q+r)f(px+qy+m]2
pHq+r

2(p+Q)I(%}(q+rlf[qy+;zJ+(f+plf[m+P").

g+ r+p

Pentru demonstratie recomandam [19, p 394].

3. Aplicdnd inegalitatea lui Popoviciu functiei f : (0, ) —R, f (Jr)=l obtinem
X

cd dacd a, b, ¢ > 0, atunci l+l+l+ 2 > - + g + 2 ;
a b ¢ a+b+c a+b b+c a+c

Bac
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8.2. Forma integrali a unor inegalitati algebrice clasice

Fie n = | un numdr natural, a, b € R, a < b si A, ={a=xn,xl,...,x,, =b} 0
mulfime de puncte intermediare ale intervalului [a, b]. Reamintim c¢i prin norma lui
A, intelegem numdrul ||a,,\|={nax|x, -x;,|. Prin sistem de puncte intermediare asociate

<isn

diviziunii A, fintelegem o familie ¢&=(&)_.. de numere reale astfel fncat
X, S¢& Sx;pentruorice 1 <i<n.

Din analiza matematica se cunoaste ca daci f : [a, b] —R este o functie integrabila
(in sens Riemann) atunci pentru orice sir (A, ) ., de diviziuni ale lui [a, b] astfel incét

|A,|—0 cind 7n—>o §i pentru orice alegere a sistemelor £=(& )., de puncte
intermediare

an lim 3 (e, — 0 ) =f 7).

B0 ju]



In particular deducem c&

n i b
(18) 11m Zf[ & a]:jf(x)dx
noso N g=0 n e
iar dacia =0 s1 b= 1 atunci
1
(19) nm—Zf[ ] [ /().
—O R k=0 0

Sa considerdim acuma, b € R,a<bysif, g: [a, b] —R functii continue.
Cum pentru orice A € R, (f - Ag)* 20 pe [a, b], deducem c

b b b b
[(f () - Ag(x)) dx2 0 < A7 [ g (x)dx - 24[ f(x)g(x)dx + [ £ (x)dx 20

: b 25 b b
deci cu necesitate [_[ o (x)g(x)dx] ~ [ fE(x)dx- | gldx<0 e

b 2 b
(20) [ff (I)g(x)dx] <[fi(x)dx- [ g (x)dx,

obtinand astfel varianta integrald a inegalitdtii Cauchy-Buniakovski-Schwartz.
Egalitate avem dacd f =Ag cu) € R.

O altd demonstratie a lui (20) se poate obfine imediat folosind varianta integrald a
identitatii lui Lagrange:

By S b, b s yen )
[fE()dx-[g" (x)dx —[f S (x)g(x)dx} i [1(f )20 -/ ()g(x)) ddy .

Sa probam acum forma integrald a inegalitatilor algebrice de tip Cebésev iar pentru
acesta fie a, b € R, a < biar f, g : [a, b] >R doud functii integrabile astfel incét
(fx-r g - g(y))zopenn'u oricex € [a, b].

Conditia mai sus se  poate scrie  §i sub forma
f(x)glx)+ £ (y)g(y)2 flx ( )g(v)+ f(v)g(x) ., astfel ca integrand in raport cu x deducem cd

pentru orice y € [a, b] avem
b b b
[ f()glx)s + (b —a)f (v)g(v)z g (W) S (x)ax + £ (v)] gl
Integrand acum in raport cu y deducem cé

(b-a)f{f(x)g(xuw(b-a)f[f@)g(y)ayaif(xw‘}g(y)dwig(x)a-?f(yw@
@D [ elelakiea o ek ek

Inegalitatea (21) reprezintd forma integrald a inegalitdtilor de tip Cebdsev.

Observatii. 1. Astfel, daci din punct de vedere al monotoniei, f si g sunt ambele fie

crescitoare, fie descrescitoare in (21) avem semnul =. Daci f §i g sunt de monotonie
diferitd atunci (21) capatd forma

(22) ?f(x)g(x

L ke Tk



2. Atat in cazul lui (21) cét si in cazul lui (22) avem egalitate dacd si numai daci
una din cele doua functii este constanta (vezi [48)).

3. O altd demonstratie pentru (22) se poate prezenta considerind diviziunea
k 3 S0y
(b—a) si aplicand

n

forma discreta a inegalitéatii Cebasev nﬁ f(&)z(E )2 f‘, i e )g(«f ’ ) obtinem
. k=1

i=] j=1

A,:a=xy<x <..<x,=b cu punctele intermediare ¢, =x, =a+

b—a
n

ree)2 o220 5 r6)) (222 5060

n n
de unde prin trecere la limitd dupa n — oo deducem (21) (analog pentru (22)).

Sa consideram fin continuare a, b € R, a <biar f: [a, b] —R o functie integrabila,

m =min{f(x): x € [a,6]}, M = max{f(x): xe[a,b]} iar g : [m, M] —R o functie continui si
convexa (concava).
Alegem diviziunea lui [a, b] A,:a=x,<x <..<x,=b cu punctele intermediare

& =x; =a+£(b—a),0_<_k5n.
n

Conform inegalitétii lui Jensen avem:

1 £/(6))s@) Blgorer). deunde
k=0 R k=0

o (50 B s[5 Beenta)]

n = n k=0
Trecéand la limita in aceastd forma finald dupa #» — codeducem

@3) g[b—i; - iff(x)ch] <@yl

Inegalitétile de tip (23) reprezinta forma integrald a inegalitdtii lui Jensen.
Egalitate in (23) avem daca de exemplu g este functia identica.
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