DIVIZIBILITATE SI NUMERE PRIME
de MIRCEA BECHEANU

Vom nota cu N mul{imea numerelor naturale,
N =4012,.sm;- )

si cu Z multimea numerelor intregi,
Z=1..2-1012:u

Multimea numerelor intregi are o structurd de inel in raport cu adunarea
si inmul{irea numerelor. Datoritd acestui fapt, in unele probleme de teoria
numerelor este mai convenabil s lucrim cu numere Intregi, aceastd ldrgire a
cadrului permitind folosirea metodelor algebrice.

Vom folosi in mod curent doud proprietiti fundamentale ale multimii
numerelor Intregt.

1. Axioma lui Peano. Dacd M este o multime de numere naturale care
indeplineste conditiile : :

(P1) OeM,;

(P2) dacd neM atunci n+leM
atunci M = N. ' _

Aceasti axiomi std la baza principiului inductiel matematice, 0 metoda
prin care se demonstreazd cd o propozitie matematicd depinzand de o variabild

n, neN, este adevirati pentru orice valoare naturald a variabilei.

2. Principiul elementului minimal. Orice submultime nevidd ACN
contine un cel mai mic element (i.e. existd a€A astfel incdt a < x, Vx€A).

3. Teoremd. Axioma lui Peano §i principiul elementului minimal sunt
echivalente. :

Demonstratie. Presupunem cd in N este indeplinit principiul
elementului minimal si fie McN o submultime care satisface (P1) si (P2).
Presupunem prin absurd cd existi meN, me¢M. Rezultdi cd mulimea



M ={m eNIm eM} este nevidi. Fie n, cel mai mic element al lui M.

Deoarece M satisface (P1) rezultd cd n # 0. Deci no > 0 ; atunci n, =n;—1e€N
si n, ¢ M. Conform (P2) rezultd cd n, = n, +1 € M ; s-a obtinut o contradictie.

Reciproc, fie A ¢ N o submulfime. Dacd O€A atunci O este cel mai mic
element al lui A. Dacd 0¢A, notdim cu M multimea numerelor naturale n care
indeplinesc conditia : n £ x, V x € A. Este evident ci O € M. Deoarece A # O,
existi a € A si atunci a +1 ¢ M ; deci M # N. Conform axiomei (P2) rezultid cd
existd m € M astfel incat m +1 ¢ M . Afirmdm ca m este cel mai mic element al
lui A. Intr-adevir din definitia lui M rezulti cim < x, V x € A. In plus, m € A
deoarece m ¢ A implici m <x, ¥V x € A si aceasta implicd m +1 € M.

Reamintim unele definitii. Dacd a, b sunt numere intregi, spunem cd a
divide pe b, sau ci a este un divizor al lui b dacd existd un numdr intreg c astfel
incat b = ac. Vom nota relatia “a divide pe b” prin a | b. Se mai spune uneori ci
b este un multiplu al Iui a. Se vede cd oricare ar fia € Z avema |0 i 1 | a,
—1 | a. Relatia de divizibilitate este reflexiva si tranzitiva ; aceasta inseamna cd
ea este o relatie de preordine pe Z. Divizibilitatea nu este o relatie simetricd,
nici antisimetricd. In schimb avem urmadtorul rezultat :

4. Lema. Fie a, b € Z. Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente :

()al|bsib|a

(i) a==*b.

Demonstratie. (i) = (ii). Din b = ac $i a = bc' rezultd a = acc’ s1 deci
a(cc'—l):O. Daci a = 0, din @ | b rezultd b = O si prin urmare a = b.
Dacd a # 0, din cc¢’ = 1 rezultd ¢’ = £1. Reciproca, (ii) = (i) este evidenta.

Pentru orice numdr intreg a, notim cu D, mul{imea divizorilor (intregi)
ai lui a. In conditiile lemei precedente, daci a | b si b | a rezultd ci a §i b au
aceleagi multimi de divizori, adicd D, = D,. Spunem, in acest caz, ci a $i b sunt
asociate in divizibilitate. Pe multimea numerelor naturale, relaia de
divizibilitate este antisimetricd : ¢ | b i b | a = a = b. Deci doud numere
naturale sunt asociate in divizibilitate daca si numai dacd sunt egale.

Pentru orice numdr intreg a notdm cu aZ multimea multiplilor lui a :

al = {n EZ| ain} ;
Din definitie rezulti ci aZ = {n. eZI dceZ,n= ac} = {ac| c EZ}. Multimea

multiplilor lui a are urmitoarea proprietate importanta :
dacd b, ¢ € aZ atunci bm +cn € al., oricare ar fim, n € Z.
In particular, rezulti ci O € aZ si b, ¢ € aZ = b - ¢ € aZ . In Algebri

se spune cd aZ este un ideal al multimii Z si aceasta ne conduce si dim
definitia notiunii de ideal.



S. Definitie. O submulfime nevidd I c Z se numegste ideal dacd
indeplineste conditia :

() oricare ar fia, b € I §i oricare arfix, y € Z,
ax+byel.

Este clar ci dacd a # 0, multimea aZ este infiniti. Este de asemenea
clar cd dacd a = 0 atunci Dy = Z, ¢d D, = {1} si cd D, contine cel putin
elementele a, —a, 1, -1, oricare ar fi a. Ce se poate spune in general despre D,
cinda#0sia# *+1?

6. Deﬁnil;ie.'Numdrul intreg p se numeste indecompozabil dacd p # 0,
p # £1 si p nu are alfi divizori, exceptdndu—ipe +1, *p.

Si observim cd p este indecompozabil dacd si numai daci —p este
indecompozabil ; numerele 2 gi —2 sunt indecompozabile deci existi asemenea
numere. Un numdr intreg nenul si diferit de +1 care nu este indecompozabil se
numeste decompozabil. Pentru a studia decompozabilitatea este suficient sa ne
limitim la numerele naturale. Rezultd cd n € N este decompozahil daci si
numai dacd admite un divizord, 1 <d < n.

7. Propozitie. Orice numdr natural n, n > 1, admite un divizor g
indecompozabil. :

Demonstratie. Dacd n este indecompozabil, afirmatia este apriori
demonstratd. Presupunem ci n este decompozabil. Fie M multimea divizorilor d
ai lui n, 1 < d < n. Deoarece M este nevidd, ea are un cel mai mic element q.
Atunci g este indecompozabil deoarece orice divizor d al lui g cu 1 <d < g este
un divizor al Iui n, §in < q.

8. Teorema fundamentald a Aritmeticii (Euclid). Orice numdr intreg
a diferit de zero §i de *1 este un produs finit de numere indecompozabile.

Demonstratie. Este suficient sd demonstrim afirmatia pentru numere
naturale n, n > 1. Din aceasta va rezulta afirmatia : orice numdr intreg a, a # 0
si @ # %1 se scrie ca un produs finit :

a=1g,9,...9,
unde g; sunt numere naturale indecompozabile. Dacd n este indecompozabil
afirmatia este adevdratd. Presupunem ci existd numere naturale n > 1, care nu se
descompun Iintr-un produs finit de numere indecompozabile. Considerim
mulfimea M a acestor numere. Aceasta contine un cel mai mic element n ;
n este numdr decompozabil, deci n=nn, unde 1 < n; <n ;1< n, < n.

Rezultd cd n, ¢ M, n, ¢ M. Deci n; $i n, se descompun in produse finite de
numere indecompozabile :
M =9u92---91r N2 = 921922+ 925+
Deci n=q,,...9,,95,...9,, se descompune ca un produs finit de numere
indecompozabile.



9. Teorema fundamentald a Aritmeticii (Gauss). Descompunerea
unui numdr intreg n, diferit de zero si *1, ca produs finit de numere
indecompozabile tnmultit cu semnul £1 este unicd, mai putin ordinea factorilor.

Vom da dou# demonstratii ale acestei teoreme, care a fost pentru prima

dati formulati si demonstratd de Gauss in celebrul sdu tratat “Disquisitiones
Arithmeticae” (1801) (cf. [1], Addenda, cap. I).

10. Prima demonstratie a teoremei 9. Este suficient sd ne rezumidm la
numere naturale mai mari ca 1. Presupunem cd existd numere naturale n, n > 1,
care admit descompuneri distincte ca produs de numere indecompozabile.
Fie M multimea acestor numere si fie a cel mai mic element al lui M. Rezultd cd

a=p\Py---P, =92---4;> '

unde p,, g; sunt indecompozabile. Remarcam cd V i = 1,..., rs1 V j=1,..., 5,
p: # g; ; in caz de egalitate se imparte cu p; = g; i se contrazice alegerea lui a.
Putem presupune ¢i p, <p, <...<p, siq £q, <...£q,. Deoarece p; # ¢,
putem presupune ci p; < g,. Considerim numirul b = p,q,...q,. Este evident
cib<asideci a—b21. Dardinp, | a — brezultd cd a — b > 1. Deoarece
a—b>1sip,|a- b, aplicind teorema 8 rezultd ci a — b are descompunerea

(10.1) ga-b=pl ..l

Pe de alti parte avem egalitatea a—b= (ql il )Qz---qs- Daca
g, — p, > 1, aplicind teorema 8, obtinem descompunerea

Gi=P S &K
unde nici unul din &, k,, ..., k, nu este p,, cici p,lq, —p,. Pentru a — b se
obtine descompunerea
(10.2) a-b=k,..k,q5:..9,.
Descompunerile (10.1) si (10.2) ale lui @ — b sunt diferite cdci in (10.1)

apare p, iar in (10.2) nu apare p,. Deoarece a — b < a si are doud descompuneri
distincte, se contrazice alegerea lui a.

11. Definitie. Un numdr intreg p diferit de * 1 se numegte numdr prim

dacd indeplineste conditia :
(P) oricare ar fi a, b € Z astfel incat p | ab, rezultd p | a sau p | b.

Se vede ci O verificd aceastd definitie, dar el este un numir prim
special.

12. Lemé. Orice numdr prim nenul este indecompozabil.

Demonstratie. Presupunem cd p > 0 si ¢d p = ab unde a < p, b < p.
Din proprietatea evidentd p | ab rezultd : p | a sau p | b. Presupunem cid p | a.
Deoarece avem si a | p, rezultd p = a. Am obtinut o contradictie. Remarcdm ca
in demonstratia lemei nu am folosit 9.

L



13. Teorema. Orice numdr intreg indecompozabil este prim.

Demonstratie. Fie p > 1 un numdr indecompozabil si fie a, b € Z astfel
incit p | ab. Putem presupune a > 1 si & > 1 si fie ab = pc. Considerim
descompunerile in produse finite de numere indecompozabile : a=p,...p,;
b=gq,...q,; c=k,..k, . Din egalitatea

pk...k, =p,...p,q,...9;,

aplicand teorema 9, rezultd ci p = p; sau p = g;. Decip [a sau p | b.

Comentariu. Din demonstratia de mai sus rezulti cid unicitatea
descompunerii unui numdr intreg in produs de numere indecompozabile implicd
faptul cd orice numar indecompozabil este prim. Vom demonstra acum teorema

13 in mod independent de teorema 9 si apoi vom arita ci teorema 9 devine o
consecin{d a teoremei 13.

14. Teorema (teorema Tmpartirii cu rest). Oricare ar fi numerele
intregi a §i b, b # 0, existd numerele unice q §i r astfel incdt

(1) a=bg+r; ,

(i) 0<r<|b|.

Demonstratie. Vom distinge mai multe cazuri. Semnificativ este cazul

a = 0 $1 b > 0. Fixand pe b, vom demonstra prin inductie ci oricare ar fi a € N,
existd numerele naturale g §i » care verificd (i) si (ii). Fie

M={aeN|Igrai a=bg+rsi0<r <b}.

Este clar ¢d 0 € M, cici 0=0-b+0. Presupunem ci a € M, adici

a=bg+r,0<r<b.Avem:

a+l=bg+r+1.
Dacd r+1<b,rezulticd a+1€M . Dacd r+1=>b scriem a+1=b(q+1)+0
sidinnourezultd a+1eM.

Cazul al doilea : a > 0, b < 0. Aplicind cazul precedent lui a si —b
obginem a=(-b)g+r cu 0<r<|b|. Scriind egalitatea precedenti sub forma
as= b(— q) +r , demonstratia rezulta.

Cazul al treilea : a < 0, b > 0. Din primul caz avem —a=bg+r cu
0<r<b. Dacd r = 0, Inmultim egalitatea precedenti cu —1 gi obtinem
a = b(—— q) +0.Daci0<r<b, ixnllu].l[im egalitatea precedentd cu —1 si o scriem
sub forma :

a:b(—q—1)+(b—r),
unde 0 <b—-r<b. '

Cazul al patrulea : a < 0, b < 0. Se procedeazi ca la cazul precedent.
Sd demonstrdm unicitatea lui g i r ; fie scrierile a=bg+rsia=bqg'+r' cu



0<r<|b|,0<r'<|b]| Presupunem ci r < r'; prin scdderea celor doud
egalititi rezultd b(q—q')= r'—r, unde O <r'—r<lb‘—r3lb‘. Dar din

egalitatea precedentd gi q—q'¢0rezultiIb(q—q")-\:[b“q—q'lzlb\. Am

obtinut o contradictie. Deci r = r’ si atunci avem imediat g = q’".

(14.1) Completare la definitia 5. Orice ideal I, I C Z, este de forma
I = aZ. Daci I = 0, afirmatia este clari. Dacd./ # 0, atunci [ contine numere
naturale nenule. Fie M = I n N’ si fie a cel mai mic element al lui M. Avem
evident aZ c I. Pe de alti parte, pentru orice element n € I, existig sir € Z
astfel incat n=aq+r §i 0Sr<a .Rezultdcd r=n—aq el ; deoarece r < a
si r € I'rezultd r = O si prin urmare n € aZ.

15. O noud demonsiratic a teoremei 13. Presupunem cd existd
numere indecompozabile care nu sunt prime si fie p > 1 un indecompozabil
neprim minimal. Aceasta inseamni ci existd numere naturale nenule b astfel
incat pla,plbsipiab. Alegem o asemenea pereche cu ab minim. Din teorema

impdrtirii cu rest avem egalitétile :
a=pg+r $1 0<r<p,
b=pqg'+r' s1 O0<r'<p.
Inmultind cele doud relatii obtinem :
ab = p(pqq’ +q'r+ qr’) +rr’.
Deci p | rr’. Din conditia de minimalitate a produsului ab rezultd ci
ab=rr',decig=q'=0sia=r,b=r'. Asadaravemp [abcua<ps§ib<p.
Fie ab = pc, cu ¢ > 1 (deocarece ¢ = 1 contrazice faptul cd p este
indecompozabil). Fie g divizor indecompozabil al lui c¢. Avem
pgc’ =ab < p-p, deci g¢' < p, deci g < p. Deoarece g este indecompozabil mai

mic decat p, g este prim. Din g | ab rezulti g | ab rezultd g | a sau g | b.
Fie a = ga'; atunci pc’ =a'b implicd p | a'b, a'b < ab si aceasta contrazice
minimalitatea lui ab.

16. A doua demonstratie a teoremei 9. Fie a > 1 un numdr intreg §i
fie descompunerile sale

a=pPy-Pr = 91924
unde p;, g; sunt numere indecompozabile. Din p, 19,9, -..q, si faptul cd p, este

prim rezultd cd existd j; € {1, 2, ...., s} astfel incat p, !qjl' Deoarece g; este
ireductibil rezulti p, = g;. Simplificind cu p, = q; rezultd p,...p, =
=4q---9;19j+41-+9s - .

fn mod asemiinitor, existd j, # j, astfel incit p, =¢; $.a.m.d. Nu putem

avea r < s sau r > s deoarece simplificind la fiecare pas cate un numdr



indecompozabil obtinem ci 1 este un produs de numere indecompozabile. In
acest fel rezultd cd cele doud descompuneri au acelagi numidr de factori
indecompozabili §i cd acestia coincid, abstractie ficand de ordinea lor in
produs.

Deoarece nofiunile de numir prim nenul $i numdr indecompozabil
coincid, se foloseste prin traditie termenul de numar prim.

17. Teorema (Euclid). Multimea numerelor naturale prime este
infinitd. :

(17.1) Prima demonstratie (Euclid). Presupunem prin absurd c#
numdrul numerelor prime este finit : fie acestea p,, p,, ..., p,. Considerim
numarul N = pp, ... p, + 1. Conform propozitiei 7, N admite un divizor prim gq.
Deoarece g coincide cu unul din numerele p;, din p; | N rezultd p; | 1. Am obtinut
o contradictie.

(17.2) A doua demonstratie. Este suficient sd ardtim cid pentru orice
numir natural n existi un numir prim p, p > n. Pentru aceasta alegem un
divizor prim al numdrului N = n! + 1.

(17.3) A treia demonstratie. Pentru orice numar natural n existd un
numdr prim p satisfacand conditiile : n < p < n !. Pentru aceasta se ia un divizor
prim al lui N=n! - 1.

(17.4) A patra demonstratie (Euler). Presupunem prin absurd ci existi
numai un numdr finit de numere prime p;, p,, ..., p.. Pentru orice i, 1 <i <k
avem seria geometricd infinitd

a

Yircp=iki

n=0 Pi D; il
Dar facand produsul acestor serii se obtine :
: fioidh 1 1 =1
[T Sedormransast e
i=1 Pi p; Pi e Py PRI PR S
ultima egalitate fiind o consecinti a teoremei 8. Rezulti ci

Z HP,

n p;
n=1 i=1 i
adicd seria armonica este convergentd. S-a ob;mut o contradictie.
(17.5) A cincea demonstratie (G. Pélya). Pentru orice numir natural n

se formeazd numirul lui Fermat f, =2* +1. Numerele lui Fermar =3,
fi =95, f, =17, f; =257, f, =65.537 sunt numere prime.

Vom demonstra acum afirmatia : dacd m # n atunci f,, si f, nu au nici

un divizor prim in comun. Intr-adevir, dacd presupunem cid m = n + k are loc
identitatea :



& gt ( fu 0k LS
ur 22 e ﬂ(zz ) —(22 ) el
1 2 ¥1 -2 =i

in' consecintd daci p | f, si p | f + ¢ rezultd p | 2. Aceasta nu se poate
deoarece numerele £, sunt impare. Pentru a incheia demonstratia este suficient -
si observim ci multimea numerelor prime contine multimea divizorilor primi
ai numerelor Fermat si ¢4 aceasta este infinitd ca o reuniune infinitd de mul{imi
(finite) disjuncte.

(17.6) A sasea demonstratie (Marcel Tena). Presupunem prin absurd
¢4 multimea numerelor prime este finitd ; fie acestea py, py,...\Pr- Pentru orice n,
n > 1, considerdam multimile

A = {1,2,3,. .20

B;= {pfpf...p;j‘ 0<r < n.}.

Conform teoremei 9, are loc incluziunea de multimi A, < B, , deoarece
orice numir intreg este un produs de numere prime si elementele lui A, nu
depisesc p|'p5...p;- Trecand la cardinalele celor doud multimi se obtine

. k o
egalitatea : 2" < (n + 1) . Rezultd ca

n

—

—-——ks1.
(n-i—l)

Trecand la limiti pentru n — o, se obtine o contradictie.

(17.7) Existd metode variate de a fabrica sirurt de numere naturale
avind termenii primi doi cate doi si de a folosi apoi aceste giruri pentru a proba
infinitatea numerelor prime. Exemplificim aceasta cu urmdtoarea problema
folositd la testarea elevilor pentru a 38-a O.LM. in anul 1997 : oricare ar fi

n+l

numdrul natural a > 1, sirul (x,,) _, definit prin x, =a

n=

+a" —1 contine o

infinitate de termeni, relativi primi doi cdte doi.
(M. Becheanu)
Prima solutie a problemei foloseste principiul cutiei. Observim mai
intai ci doi termeni consecutivi ai sirului sunt numere relativ prime ; deci sirul

contine numere relativ prime doud cate doud. Fie
'x"1’x“2 ""’x”t

o multime finitd de termeni relativ primi doi cate doi s1 fie
K
N = Hxn* ;
=1
Numerele @° =1,a,a%,...,a” sunt N +1 numere distincte ; conform
principiului cutiei existd i > j a.i. d = ¢ (mod N). Deoarece (N, a) = 1 rezultd ca



a'"/ =1 = 0 (mod N). In consecinti (N,a"'f+I +a™’ -—1) =1. Deci la mul{imea

X, + X

ﬂl’ Hg,..

.,xnk} poate fi addugat x; _;.

A doua solutie se bazeazi pe utilizarea teoremei lui Fermat. Notim cu
P mulfimea divizorilor primi ai lui N (de mai sus!) si fie n = H( P 1) :
peP

Deoarece (p, a) =1, ¥V peP.rezuItﬁ ci a?' = l(mod p), Vp eP siprin
urmare g¢""' +a"-1= a(mod p). Aceasta arati cid (a"“ +a" —l,p) =1

VpeP, si deci avem (a"” +a" —I,N) =1

18. Cum putem ob{ine numere prime ?
Deoarece mulfimea P a numerelor naturale prime este infinit rezultd ci
ele formeazi un sir infinit ; scriindu-le in ordine crescitoare obtinem sirul
s Ny Byl ot
unde p, este al n-lea numir prim. In legituri cu proprietitile acestui sir
matematicienii au pus, de-a lungul timpului, numeroase probleme extrem de
interesante. Unele dintre acestea, cu totul neelementare, sunt nerezolvate, pana
in prezent. Vom trece in revisti citeva probleme cu caracter elementar privind

§1l-|.1]. (p” )ME‘I 3
Dacd numarul natural n este destul de mare, este dificil si decidem daci
el este prim sau nu. Matematicienii au fncercat incd din cele mai vechi timpuri

sd construiascd numere prime mari. Pentru aceasta s-a fncercat si se giiseascd
functii numerice ale céror valori si fie numere prime.

(18.1) P. Fermat a presupus cd pentru orice n > 0, numerele

2 =22 41 sunt prime. Am vizut deja (vezi (17.5)) i fo, fi, fa» fo fi sunt

numere prime. L. Euler a demonstrat ¢i f5 nu este prim si anume ci f; este
divizibil cu 641. Reproducem o demonstratie simpld a acestei afirmatii care
apar(ine lui G. T. Benneton (cf. [1], cap. I). Scriem pe fs sub forma :

fi=2%41=2% 21=(2.2") +1.
Sipunema=2"gib=5. Awnci f, =2%.4" +1. Dar
2* =3b+1=(128-125)b +1=(a=b*Jb +1.
Deci : £ :(ab-b4+1)a4 +1:(l+ab)a4+(l—a4b4):
= (1+ab)a* +(1+ab)(1 - ab)(1 +a*b?) = 1 +ab)[a4 +(1—ab)(1+a%2)].

Prin calcul : 1 + ab = 641 si deci 641 | f5. Pentru o informatie completi
putem adduga cd avem descompunerea f; = 641-6700417 .



Ipoteza lui Fermat a plecat de la urmadtoarea Observagie : pentru ca
numdrul 2" + 1 s fie prim este necesar ca n.si nu aibd factori primi impari, cu
alte cuvinte n si fie de forma n = 2*. intr-adevir, daci n = pg cu p impar atunci :

2% 1= (2‘!)" £1= (2,4 +1)(2""*"” S o PR L +1] ,

ceea ce arati ci 2" + 1 nu este prim. :
(18.2) L. Euler a demonstrat ci nu existd nici un polinom cu coeficienti
intregi P(1)eZlt), astfel incat toate numerele
| P0), P(1), P(2); .~ P(n); -
sd fie numere prime.
El a dat exemple de polinoame care iau valori numere prime pentru un
numir mare de valori ale lui 1, dar nu pentru toate valorile lui n. De exemplu,

P(t) =" —791+1601,
furnizeazi 80 numere prime : P(0) = 1601, P(1) = 1523, P(2) = 1447, ..., P(79)

= 1601. Dar P(80) = 1681 = 41°.
Reproducem demonstratia lui Euler privind afirmatia de mai sus.

Fie polinomul P(t)=aﬂr"4—::1,1_,1:""1 +..4a,t+a,. Presupunem cd existd un

numir intreg a astfel incat P(a) = p, p numdr prim. Pentru orice intreg k vom
calcula :
P(a + kp) - P(a) % a;i—(a + kp)f - ai] =
=1 =

= iaikp[(a + kp)i_-l + (a + iqx:i)f_2 a+.. .+ai_1] = pN.
i=1

Rezultd ci pentru orice keZ, P(a + kp) este divizibil cu p. Daca
presupunem prin absurd cd P(m) este prim, pentru orice meZ, rezultd ci
P(m) = +p. Rezulti ci cel putin una din valorile £p este luatd pentru o infinitate
de valori ale lui m. Aceasta este o contradictie.

Din (18.1) si (18.2) s-a vdzut cd este dificil de construit o functie
clementari i : N — N cu proprietatea : i(n) este numdr prim pentru orice n. Cu
atit mai mult, este dificil si caracterizim functia f : N° = N, f(n) = p,
fn schimb se pot da majordri pentru functia () = p,.

(18.3) Teoremi. Pentru orice n > 1 are loc inegalitatea

pn "<‘ 22"4 ? .
si egalitatea are loc numai pentru n = 1.

Demonstratie. Intr-adevir, p, =2 = 22" §i p,=3< X

Presupunem ci p, <27 Vk, 2 < k £ n. Din demonstratia (17.1)
rezultd cd p,u | piP2. - Patl
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Putem sd dim o caracterizare a functiei f(n) = p,, dar nu prin functii
elementare. Teorema de mai jos apartine lui W. Sierpinski.

(18.4) Teoremi. Fie numdrul real

a=-"Li P2, P
10° 10 10"

Atunci p,.= IIOZH -a]—lOzwuI [102" -al.

B

Demonstrratie. Din (18.3) rezulti ci seria Z P

v ¢ste convergentd,
k=1 10

folosind criteriul comparatiei :
Py SATE il Ay

- gas gEii ok <_“?'
10 s A S

Avem :

[102" -.«;]:102"*2 4105 p i pok Py p"‘f +... | si
10? 102"(2 _1)

qﬂ—l

n-1 nn-1 n-1_~ n-1_n2
10° [102 -a]le" (102 “op H10% -p2+...+p"_l)+

+ r pﬂ + pl‘H”I +- it
2n-1 Zn_zn--l
10 10 B

Din teorema (18.3) si argumentul adus la inceputul demonstratiei rezulti ci

pﬂ+1+ pn+2 +.'.+ pl‘l“l'k +...<1'

102.1 102n+2__2n 102n+k_2n
Atunci cele doud pir(i intregi din egalititile de mai sus sunt zero.
Scizénd cele doud egalitii rezulti formula din enunt.
19. Consecinte ale teoremei fundamentale a Aritmeticii.

Am vizut cid oricare ar fi numirul Hitreg:- a, <a % 0, a0 £,
descompunerea sa in produs de numere prime contine numai un numir finit de

numere prime ; fie acestea py, p,, ..., p,. Dacd notim cu Qi 'y s sotene > 0,
respectiv numdrul de factori egali cu py, p,, ..., p, avem egalitatea

— e 1293
a=xp'p,’...py* .

Si notim «; =v, (a) si, In general, cu v,(a) exponentul lui p in

descompunerea Iui a, unde v,(a) = 0 dacii p nu apare in aceasti descompunere.
Se obtine in acest fel, pentru orice peP, o functie v, : N° > N, a —V,(a),
numitd valuarea p-adica.



Functiile (v P)pep au urmdtoarele proprietati :_

(v1) vp(ab) = vp(a)+vp(b) ;
(v2) v, (a+b) 2 min{v, (a).v, (b)}
(v3) oricare ar fi aeN’, multimea {vp(a)}pep este de suport

finit, adicd v, # O pentru cel mult un numir finit de indici peP.
(v4) pentru orice ac Z, a # 0 are loc egalitatea

a= in”p(“J .

PpEP
Notatia de la punctul (v4) simplificd prezentarea unor constructii clasice
din Teoria numerelor. De exemplu, doud numere nenule a, b sunt prime intre

ele dacd gi numai dacd suportii famiilor {v p(a)}p si {vp(b)}P sunt mulimi

disjuncte. Mai general, cel mai mare divizor comun al numerelor a, b se poate

exprima prin formula :
(a,b) = Hpmlﬂ{"p(“)"’p(b)l ;
pEFP
iar cel mai mic multiplu comun se poate exprima lprin formula
[a, b] o Hpmax[vpta).\fp(b)}
peP
Din formula vp(a) +vp(b) = min{vp(a), vp(b)} +max{vp(a), v, (b)} sl
din (v1) rezultd egalitatea
= (ab)-[a,b] 2

Daci a, beZ\{0} atunci a | b daci i numai dacd v,(a) < v,(b), V peP.
Din aceasti caracterizare a divizorilor rezulti ci numirul divizorilor unui numir
intreg nenul este finit §i el se poate calcula. Este suficient si ne rezumim la

numere naturale. Dacd a > 0 este numir natural §i a = p;'*p)*...p}*,v, >0, orice

Wi Wa

divizor d al lui a este de forma d=p"p,*..p;* unde O<w,<v,

0<w, <v,,...,0w, <v,. Rezultd ci numirul divizorilor Iui a este

r(a) = (1+v1)(1 +v2)...(l+vk) = H(l +v (a))

peP
Se poate calcula si suma d1v1zonlor lui @ care este :

k
ORI (PR RV I
O<w;<y; =1 D

Reamintim cd o functie aritmetici este o functie f : N'— C. Cele mai
des utilizate functii aritmetice iau valori reale sau chiar intregi.



O functie aritmetici f se numeste functie multiplicativa daci este nenuld
i F (mn) = f (m)  f (n) pentru (m,n) =1. Conditia de a fi nenuld se asigura de
obicei punidnd f(1) = 1. Am vdzut in “Multimi finite $1 elemente de
combinatorici” (Mircea Becheanu) cd indicatorul lui Euler, ¢(n) este o functie
multiplicativa. :

(19.1) Propozitie. Functiile t si o sunt functii multiplicative.

Demonstratie. Daca (a,b) =1 atunci suportii multimilor {v p(a)} o sl
P

{v 5 (b)}Pep sunt mul{imi disjuncte, deci

T(ab) = H (1 +v, (ab)) = H (1 +v, (ab)) 2

peP v,(ab)0

= H(l +vp(a)) H(l + Vs (b)) = r(a)r(b).

vp(a):(} vp(b):tU

Pentru functia o avem analog :
pvp(a)—H =9
)= [T 2o
whs - Pl e Pl
Functiile o si ¢ sunt legate prin urmdtorul rezultat :

(19.2) Propozitie. Pentru orice numdr natural n este adevdratd
inegalitatea

2
n ; 2
—< p\n)oin)<n.
" < oln)ol
- Demonstratie. Considerdim descompunerea lui n in factori primi :
n= plk‘ ...pY . Tinand seama de formulele care dau pe ¢(n) si o(n) avem :

o(r)of)=r1-L). (1L rl[1+pii+...+;%} :

\ pr ;:l

r 4 1 \
— n2 1- = n2 g
1 ki+1
1 B L

1=

Pentru a obtine minorarea, avem mai intai :

o(r)o(r)= 114 |

2
S P;

Dar [T(1-%]=(-2)-2) 1“5(;-51)2 -

=l P; < i=3
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(19.3) Definitie. Numerele naturale a si b se numesc numere amiabile
dacd O'(a)—az b si o'(b)—bz a.
Rezultdi cd pentru doud numrere amiabile ¢ §i & avem
O'(a): o*(b) =a+b. Scoala Pitagoricienilor cunostea numerele amiabile g =
220, b = 284. Intr-adeviir, a=2-5-11,b=2% .71 i °
ala)= 2°-1 51 71> -1
2=1 - 9=1. - TI~1}
cr(b) 2° -1 71 -1

21 711
Euler a gisit 65 de perechi de numere amiabile.

=7.6-12 = 504 = 220+ 284

=772 =504.

(19.4) Definitie. Numaml natural a se numeste numdr perfect dacd
ola)-a=a.

Deci numerele perfecte sunt amiabile cu ele insele. Pitagoricienii
cunosteau trei numere perfecte gi anume : 6, 28, 496.

(19.5) Teoreméa (Euclid). Dacd numérul 2" -1 este prim atunci
numdrul a=2" (2 P —1) este perfect. '

Demonstratie. Fie p = 2" —1. Din a = 2"p si formula lui o(a)
obtinem :

_ZHH‘I.P:“I__ 1) = (2 —1)2" =2,
O'(a) e p(p+1) (2 1)2 =2a
Euler a demonstrat ci si reciproca acestei teoreme este adeviratd si
avem urmadtoarea :
(19.6) Teorema (Euler). Dacd a este un numdr par perfect atunci el

este de forma a=2" (2 M l) si p=2"" -1 este numdr par.

Demonstmﬁe Fie a un numir perfect par §i presupunem ci a = 2"b,
cu b impar. In virtutea multiplicativititii lui o avem

o(a)= 0'(2") o(b) = (2 heljg ])cr(b) .
Pe de altd parte, din ipotezd avem o'(a) =2a=2""h. Deci avem egalitatea :
(27 -1)o(b) =21 5.



Rezulti ci 2" —1 | b ; fie b= (2 i l)b". Egalitatea de mai sus devine prin
simplificare : a(b) =2"p'.
Pe de alti parte avem egalitatea b +b' = (2’“’l - 1)b’ =2,
Din cr(b) =b+b', conform definitiei lui o rezulti cd b are numai

divizorii 1 = ' §i b. Deci b=2"" —1 si b este un numdr prim.
Teoremele (19.5) si (19.6) aratd cd existd o corespondentd bijectivd
intre mul{imea numerelor perfecte pare si multimea numerelor prime de forma

p=2"=1,

(19.7) Definitie. Numerele prime de forma p=2"-1, n > 1, se
numesc numere Mersenne.

Introducerea lor este legatd si de urmitoarea observatie : dacd a" —1 este
numér prim atunci ¢ = 2 §i n este numdr prim. Intr-adevir, daci a > 2 avem
descompunerea :

a’ —1= (a - l)(a"*l +a" 4., +a+ 1) ;
Dacd n nu este prim si admite o descompunere n = ¢q atunci
St (2")“ -1=(2° —1)(2‘[""” L2 +1) .

Deci pentru a obtine numere Mersenne trebuie si cercetdim numerele de
;i 3 1 3 3 e TYin
forma 2 —1 cu p prim. Sirul (75")”21, definit prin 7z, =2 1, se numeste

sirul lui Mersenne. Nu se stie dacd in girul lui Mersenne existd o infinitate de
numere prime, deci daci existd o infinitate de numere pare perfecte. Nu se stie
nici dacid in girul lui Mersenne existd o infinitate de numere compuse.

Urmiitorul exercitiu ne aratd cd sirul numerelor prime ca subgir al lui N
are goluri de lungime oricdt de mare in care se afld numere compuse cu cel
putin doi factori primi distincti.

(19.8) Exercitiu : pentru orice numdr intreg n, n > 1, existd n numerre
naturale consecutive, nici unul dintre ele nefiind o putere a unui numdr prim.

Prima solutie este inspiratd din (17.2). Fie N = ((n+1) !)2 +1. Vom

arita ci N +1, N + 2, ..., N + n satisfac conditia. Presupunem prin absurd ci
existi un numir k astfel incdt N + k = p". Deoarece 1 < k < n rezultd
k+1 | ((n +DD* + k +1, deci k +1 | N + k. Prin urmare k +1 = p’. Deoarece
k+1<n+1 rezultd cd p*™ | ((n +1)1)%, deci p° *' | N —1. Deoarece avem si

p p", deci pP | N+ krezulti cd p’ ' | k + 1. Aceasta este o contradictie.
A doua solutie se bazeaza pe infinitatea sirului numerelor prime. Fie

P <Py <... <p,, numere prime. Sistemul de congruente :



X = —1(m0d PP, +1)
x=-2(mod p,p,.; )

= —n(mod p,p,,)
are o solutie naturald N, conform teoremei chineze a resturilor. Atunci N +1,
N + 2, ..., N + n au fiecare cel putin doi divizori primi distinci. Din aceastd

solutie se vede c# putem obtine o infinitate de asemenea siruri de numere
consecutive.

20. Aplicatii. Incheiem aceasti lectie cu cateva exercitii in care teorema
fundamentald a artimeticii §i notiunea de numir prim apar in prim plan.
incercim si le grupim in jurul ideilor fundamentale care apar in acestea.

(20.1) S se arate cd dacd n este un numdr natural impar atunci

o(n)
2 2 =+I(modn).
Dacd, in plus, n are doi factori primi distincfi atunci
o(n)
2% = I(modn) :

Solutie. Din (2.n)=1 rezulti ci 2?" = 1(modn). Deoarece ¢(n) este
it

o(n) o{n)
nl 22 1§12 2 -14.

o) o)
Presupunem ci n = p, p prim. Atunci p |22 +1saup|2? -1 sinumai
una din cele doud divizibilititi este adeviratd, cici altfel ar rezulta p = 2. Deci

9} oln)
avem una din divizibilititile p* | 2 2 +1saup'| 2 2 -1.

S# presupunem ci n = pi...p" = p}' - Q. Atunci ¢(n)= go(pf‘)-(p(Q) :

Ca mai sus rezulta ca

par avem

o)
2 2 Eil(modpf").

Ridicand la puterea ¢(Q) obtinem :
ﬂ::_)
2%a(t 1)‘0(Q) (mod pf‘) ;

M
i El(modpf‘).



o)
Ficand acelasi lucru pentru pi ..., pf’ obtinem 2 2 = l(mod n) :

Exercitiul (20.1) poate fi rafinat astfel :

(20.2) Dacd p este un numdr prim, p = 1(mod8) atunci
p-l :

22 = I(mod p).
Solutie. Fie K un corp care confine corpul Z/(p) si in care ecuatia
X* 4+ 1 =0 are o ridicini. Fie a aceasti ridicing ; deci a* = —1. Calculim

—1XE = = o] =t = =5
(a+a I) RGBS +[T]ap L.a 1+...+('ﬂap s@ - tuakalt =gt et .
i

-8k 1 1

8k+1 —(8k+1 =
H P e S e g g

Dar a?4+aP=a + Deci

= &k 3 i v .
(a+a1) =a+a " ;inmultindcu a+a ' gisim
4

a +1

2
a

+2=2 .,

i p+l 3 2 e
(a+a1) :(a-i-al) =a’+2+a %=

22 P

Dar (4:z+a_1)p+1 :[(a+a'l)1 ® . Deci, in corpul K avem 2 2 =2.

p_—l
Simplificdnd cu 2 obtinem 2 * =1; egalitatea are loc si in Z / (p), deci
ea se poate scrie : :
p-1

22 = 1(mod p).

(20.3) Nu existd nici un numdr natural n, n > 1 astfel incét :
n|2" -1.
Solutie. Presupunem prin absurd cd existi n> 1 a.i. n | 2" —1. Fie p cel
mai mic divizor prim al lui n. Conform teoremei lui Fermat, p | 27°' —1,
deoarece n este impar, deci p este impar. Fie r ordinul Iui 2 modp ; ie. p | 2" -1
s r este cel mai mic intreg pozitiv cu aceastd proprietate. Atunci r | p —1 si
r | n. Deoarece p a fost ales ca cel mai mic divizor prim al lui n si r < p, rezulti
cir=1saur =p-1. Cazul r = 1 contrazice p | 2" —1 si cazul r =p -1 implici
p —1 | n, ceea ce contrazice alegerea lui p.
(20.4) Observatie. Existd o infinitate de numere naturale n astfel incat
n|2%+1.
De exemplu, daci luim n de forma n = 3, k > 0, atunci
3 el
Vom demonstra aceasta prin inductie dupd k. Pentru k = 1 obtinem 3 | 2° + .
adevirat. Presupunem ci 3* | 2% +1. Avem descompunerea :



k+l 3 k k k
23 +1=(23") +1:(23 +1)(22'3 _3 +1).

Este suficient si demonstrdm ci 3 | 4% —2% +1. Aceasta rezulti din
=1(mod3) si 2* =2(mod3).

k

43

(20.5) Singurul numdr natural n >1 pentru care n’ | 2" +1 este n = 3.
(L. Panaitopol, O.1.M. 1990)
Solutie. Fie n un numir n > 1, cu proprietatea n® | 2" +1. Considerim
descompunerea n = 3*d, unde k > 0, d este impar si (3, d) = 1. Conform ipotezei
avem :
(i) el 7 LR Dofh S
Are loc descompunerea in factori :

(2“’)3* +1= (2"‘3*"1)3 +1= (2"'3M + 1)(22""3‘-l D82 1) .

Procedand prin inductie descrescitoare dupd k obtinem :
k=1

20'.3:: +1 =(24 +1)H(22d.3s _24.3; +I) .

i=0

Pentru orice m impar avem 2°" —-2™ +1= 3(m0d 9) . Aceasta se vede din faptul

o 2% l(mod 9) si considerdnd apoi cazurile m= 1,3,5(m0d 6) . Din
congruenta de mai sus rezultd :
2289 _0df 1 3(mod9).

Aceasta ITnseamna cd produsul
: k-1

H(zzd-af _ndd l)

1=0
este divizibil cu 3° si nu este divizibil cu 3**!. Revenind la ipoteza (i) rezulti
(i1) 3% |29 +1.

Dacid d =1, rezultd k =1 si deci n =3.

Presupunem d > 1 ; evident cazul d = 2 nu convine, deci d > 5.
Deoarece d este impar si prim cu 3, considerdm pe rand cazurile d = 1,5 (mod6)
si va rezulta : _ :

d=1(mod6) =27 +1=2%" +1=3(mod9)
d =5(mod6) =27 +1=2%" +1=2° +1= 6(mod9).

Deoarece 912¢ +1 rezulti k = 0 sau k =1.

Fie p cel mai mic factor prim al lui d, d > 5. Din p | 2" +1 rezulti
2" = —l(mod p) , deci 2*" = 1_(mod p) . Din teorema lui Fermat, avem si



2 .——_1(m0d p). Fie & ordinul lui 2, modulo p. Atunci 2° El(mod p) si

deoarece & ¢ minim cu aceastd proprietatea avem J | p —1, 6 | 2n. Din modul in
care a fost luat p rezultid (p —1, d) =1, si aceasta implicd (J, d) =1. Deoarece
§512-3%-d,cuk=0sauk=1rezulticd 5 e {1, 2,3, 6}.

Revenim la 2° = l(mod p) ; rezultd cd p divide unul din numerele 1, 3,

7, 63. Deoarece p = 5, riméne cazul p = 7. Dar 7 nu divide 2"+ 1 pentru nici un
intreg m > 0, deoarece

m=3g+r=32" +15272:2" #1=(741). 2 k1=
=2"+ 1(mod7) = 2,3 sau 5(mod 7).
Aceasta contrazice faptul cd p | 2" +1. Rimane singura posibilitate, d =1 sin =3
(din (i1)).
(20.6) Dacd n > 1 atunci n nu divide 2" '+ 1.
(W. Sierpinski, [2], pg. 235)

Presupunem prin absurd ci existdi n > 1 ai. n | 2" '+ 1. Atunci n este
impar. Mai intdi observdm ci n nu poate {i numér prim. Intr-adevir, daci p este

numir prim avem 277 = 1(mod p) , conform teoremei lui Fermat. Din
pl! 2 4+ 1sip|2°7'= 1 rezultd p | 2, deci p = 2 ; contradictie. Observdm apoi
ci n nu este o putere a unui numir prim. Dacd n = p, aplicim teorema lui

3 ;Dpk < = k_ k=i 3 =
Euler i avem 2 () = l(mod p}‘) ,deci p* | 2777 —1, Conform ipotezei avem
k k-1 - :
s ptl 27 +1. Prin adunare rezultd p* | 27 7 (2*’* + 1). Deoarece p este

: = B = . & 5 .
prim cu 2, rezultdi p* | 27 +1. Este suficient sd facem o inductie
descrescitoare dupd k si obtinem o contradictie.

Presupunem acum ci n= p{'p22...p¥ , k;> 0. Observim mai intai ci n
este prim cu 2"~ ' —1 ; intr-adevir, dacd g este un factor prim comun al lui 7 §i
2"~ 11, folosind faptul ci ¢ | 2"~ ' +1 rezultd g = 2. Dar n are divizori impari.
Din aceasti observatie rezulti cd 2" '—1 este primcu p; Vi=1,..., 1.

Pentru orice i, i = 1,..., r, notim cu d; ordinul lui 2, modulo p; ; i.e.
2% = l(mod p,.) si d; este cel mai mic numdr natural cu aceastd proprietate. Din

teorema lui Fermat : 2% = 1(m0d p,-) ,rezultd d; | p; —1. Din n | 2" ' +1, rezultd
n| (2 g 1)(2 o 1) si deci 2207 = 1(modn) . Rezultd ci e 1(mod p;)

si in consecintd d; | 2(n — 1). Deoarece (p,. 25 —1) =1 rezultd ci d;In - 1.



Din d;| 2(n — 1) si d; I n — 1 rezulti ci d, este par s cd v2(d,.) > vz(n— 1); mai
precis v, (d,-) =V, (n = 1) +1.
Fie acum 7 =v2(p,- —1) Deoarece vz(d ) 21 si d; | p; =1 rezultd ci

r; 2 1 si p; este de forma p, =2"¢, +1, cu ¢; impar. Un calcul atent ne arati ci :
. o P r k ;
n—lznpf‘ -1=H(2""c,- +1) -1=
i=1 i=1

= (2"“ bk 2k k2te +1)-1=
i=1

_Zkz C+Z[ ][ )2’?*5c¢+ +1-1.

=1 i<J
De aici, cdutdnd exponentul lui 2 in n -1 gidsim v, (n— 1) >minz ;

aceasta contrazice faptul cd v, (n - 1) ( )
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