DETERMINANII SPECIALI

> Determinantul Vandermonde
> Determinantul Vandermonde lacunar
» Determinantul polinomial

> Determinantul circular
> Determinantul Cauchy
> Functii polinomiale de tip determinant

> Derivata unui determinant




Determinantul Vandermonde se noteaza cu Viebagil. L a,) si este definit
prin

1 1 1
a a. o a..
1 2 5 n
V(al,az,...,a,,)= , |
n-1 n-1 n—-1
al az v a”

unde ne N, n2 26k a,0,,,..,4,C.
Vom calcula valoarea lui, prin doui metode.
Metodal Efectuind —a, L, , +L, ~a L ,+ L is0s—ayly + L, obtinem:

1 1 1 1

0 a, —a a; =q, a, —a
Via,a;,....a,)=10 a(a, ~a,) as(a; -a,) - a,(a,~a)|=

0 agmz(az”al)t a7 (a; ~a,) - a,(a;~a,)

=(a, —a, a, —a,)- ..(a, -a) V(a,,as,...,a,), care reprezinti o relatie de

recurenta. ‘

Deci, V(al,az,...,a,n)= (a, '--.al)(a3 —atl)-...-(an —'al)'V(az,ay...,a;,).
V(az,as,...,an)= (a, ~a, Xa, —az)-...-(an -az)-V(a3,a4,...,an)
V(an-z’an—l’an )'—" (an——l K = Xan ""an~2)’V(an—1san)

Facénd produsul, se obtine:

V,(al,azﬁ,...,an)z H(aj -—al.).

I<i<j<n
Metoda a II-a Fie polinomul ‘P(x) = V(a1 ,ay,...,a, ;,x) de gradul n—1.
‘Observim ci P(a, )= P(a,)=...= P(a,,)=0 (am exclus cazul banal in care

doud dintre numerele a,,a,,...,a, , sunt egale). Deducem ci polinomul P este
de forma:

n—1
P(x)= aH(x"ak)
Al e SO SR '
Dezvoltand determinantul V(a,,a,,..., a,_, ), dupa ultima linie,  fiina
coeficientul lui x"™ -deducem a =.'V(al & SRR A ), deci



n—1
V(al’az""’an—l’x)= V(anazw-’aon)‘H(x_ak)
k=1

Pentru x = a,, obtinem:

n—1
V(al,az,...,a,,)= V(al,az,...,a,,_l)-n(an —ak)
k=1

si findnd cont de aceasta relatie de recurent si de egalitarea
V(a,,a,)=(a, —a, ), obtinem

s V(al,az,...,a,,)= H(aj—a,.).

1Si< j<n

Bac
#

Determinantul Vandermonde lacunar

Fie a..a;5.57a, € €, ke {0,1,...,n-—1}.
Se numeste determinant Vandermonde lacunar, si se noteaza cu
V. (a,,a,,...,a, ), determinantul

1 1 1
a, a, a,
k-1 - —~1
a, a: 1 a:
Vk(al’a2""’an)— k41 k+1 k+1
a, a, a,
aln a; v s a::

Pentru calculul lui, consideram egalititile
V(al,az,...,an,x)# V(a,,az,...,an)-n(x—ak )=
k=1

=V{d 4, e (x" — 8§, x" +8,x" -+ (-1)'S, ),
unde S, este suma Vieté de ordinul £.
Pe de alta parte dezvoltind determinantul V(a,,a,,...,a,,x) dupa
uitima coloana, obtinem
Via,,a,,...,a,,x)= (- 1)'”2(\/0 — XV, + x*V, +...+ (1) x"Vn)
Identificand coeficientii celor doud forme ale polinomului
V(a,,a,,...,a,,x) obtinem:

n
Vo(a,,az,..;,an)'—- Via,,a,,...,a, )-Ha,‘
k=l



—

Vk(al,az,...,an)=V(a1,a2,...,aﬂ)-S"_k, k=1Ln.

Bac
#
Determinant polinomial
Fie F, € C[X] polinom de grad cel mult n—1, i=1n si fie x, e C,
j=Ln.
Determinantul
E(x) I';(xz) F'I(xn
P P 5 P
det(P,. (x,- ))2 oy ) 2 (x2 ) 2 (xn
F,(x) P(x) - Plx,
se numeste determinant polinomial.
Daci P(x)=a,, +a,x+...+a, x""
P(x)=a, +a,x+...+a, x""
Bx)=a, -I—a,,,zJ\:-i'-:...—I—czm.vc""l 2
si notim P = (P, ),.’ x-i; Datricea coeficientilor polinoamelor P, i = 1,n
observand egalitatea (P, (x E )= (2, Xxjf“ ), deducem ca
det(P;. (xJF ))= det P -V (x, e )
Bac
#

Determinant circular

‘Fie a,,a,,...,a, € C. Se numeste determinant circular al numerelor

a,,a,,...,a, sisenoteazi cu C(al,az, 3 .,an) determinantul

a, a, a,
a, -4, a,
C(a,,az,...,an)z a1 185 =%, 5,
a, %4 Ay
Pentru calculul lui, consideram ecuatia binomd x” ~1=0, n>2, ale
carei radacini sunt €,,€,,...,&, numite ridicini de ordinul » ale unititii si

construim un determinant Vandermonde de forma:



i 1 Sl ;
€, g fery £

V(e B, V=€ €3 o0 8

. et gl ... g™
Ficand produsul Cla;, 4554 a,) V(E,,ez,...,a,,), obt{inem:
C(al,az,...,a,,)'V(Sl,sz,...,en)= ‘
a+aE +. . ta e atagt.ta gl o g tag, t.ta, "
4, + Q8 +..ta€ A taE Tt GET o @y taf,t..taE,

Il

n-1 n-1 ‘ n
a,+a +..+a, 8 a TaE, tooh @48 0 Gy T aE, +...+a,€,;

Considerdm polinomul f (x)=a, +a,x+ a0 HS a x"" astfel cd

produsul precedent se scrie:

efE) ef) -~ enfE) ; g € -8
) 6 - SO ) s s R
_ Elf(sl) zf(ez) % sf(s) B B K

Ultima linie se poate aduce pe prima linie prin n-1 schimbdri.

Proceddnd analog cu celelalte linii, obtinem:
C(al,az,...,a,,)-

(81,82, ) ( )(n-l)-i—(n—2)+...+2+l -f(El)'f(Ez)-...-f(E,,)-V(Sl,Gz,...,E,,)r-
S £ ) Fea) o FE) VBt ),

de unde simplificind cu V(g €, ), obtinem:
n(n 1)
Clagayrnna,)= (1) 7 - f&) &) fE):
unde f(e)=a, +a,e+ag’ +...+a,e"" , far € este o radicind a ecuatiei

x"-1=0.
Bac




#
Determinant Cauchy

Fie a,.b.e C3 i,5= 1L,n.Se numeste determinant Cauchy al
numerelor a,,b,, determinantul

1 o 1
a +b, a, +b, a +b,
1 1 1
D(ﬂr‘-b;) 5 az +bl az +b2 az +bn i
1 1 1
a;vb a5 a,,+bn'

Pentru calculul siu scidem ultima linie din celelalte linii, ddm factori pe
linii §i pe coloane apoi scidem ultima coloani din celelalte coloane si dam din
nou factori. '

Se obtine relatia de recurenti:

D = Dn—l _"PI (an —akxbn _bk)
: an +bn k;—*l (an +ak an +bk),

de unde
i V(a, R ISRAY. ) Vv, shossiby)

(a6;) = n

H(al +bj).

i,j=1

Bac

5.3. Functii polinomiale de tip determinant

In continuare este cxpusd o metodd de stabilire a unor proprietiti ale
determinantilor cu ajutorul unor functii polinomiale de tipul:
det(A+xB), unde A,Be M (C)

Teoremi. 5.3.1. Fie A,Be M (C) . Atunci f(x)= det(A+xB) este. un

polinom de grad < n avand termenul liber egal cu det A si coeficientul lui x°
egal cu det B. :

Demonstratie: Din dezvoltarea lui det(A+xB) cu definitia determinantului,
rezultd ci f este un polinom de grad <n iar termenul liber este egal cu

f(0)=det A. Coeficientul lui x" este determinat de:

lim—f—(f—) = lim—ln-det(A-f- IB) = limde{ifH— B) =detB.

Lo = s X




Exemplu 5.3.2. Daci A,Be M,(C), atunci
det(A + B)+det(A - B)=2(det A+ det B).
Intr-adevir, conform teoremei 5.5.1. putem scrie:
_  det(A+xB)=det A+ ax+det B x>
Atunci, pentru x =1 §i x =1, obtinem:
det(A+ B)=det A+ a+detB

det(A— B)=detA-a+detB, ac C de unde, prin adunare obtinem relatia de

demonstrat.
Bac
#

5.4. Derivata unui determinant

Teoremi 5.4.1. Fie fi :R— R functii derivabile pe R, i, j€ W2, hE dar
f.R-—>R

l-fu(x) fl?.(x) fln(x)—
o) = fz-1'('x) fzz(x) f2n(‘x) :

W C e 9 o R o (x)
Aratati ca f este derivabila pe R si:

fn(x) flz(x) fm(x)

f’(x)zg f”(x) fﬂ(x) fj’n(x)’(v)xER‘

fnl(x) fnZ(x) frm(‘x)
Demonstratie: Faptul cd functia feste derivabila pe R rezulta din aceea ca:
daca functiile g,.g,,.-., g, sunt functii derivabile pe R, atunci functia

g, '8,"... &, este derivabila pe R si

(g1 82 ‘---'gn) =231 " 82 3; et 8y

=

in continuare, avem £ (x)= Y'€(0) fio@)(¥)" faox)(*) -+ Fra(n®) (D)

oeS,

Din (1) prin denvare rezulta:

i (x) Z 2 E'(G) flu(l)(x) f202) (x) f;a(j)(x)' e fno(n)(x)’

Jj=l oes,

adicd tocmai relatia de demonstrat.



Exemplu 5.4.2. Sa se demonstreze ca:
sin(x+«) sin(x+ ) sin(x+y) sin sinf8 siny
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y)|l = cosa cosfB cosy|,
a b c a b 4
(Vv )xe R, unde a,B,v,a,b,x€ R.

Intr-adevar, fie f:R— R,
y sin(x+¢«) sin(x+ fB) sin(x+y)
Jx)=|cos(x+ ) cos(x+ B) cos(x+7¥)
a b c
Evident feste derivabila si conform relatiei demonstrate, putem scrie:
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+vy
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y)l+

a b &

fx)=

sin(x + &) sin(x+ ) sin{x +7v)
+—sin(x+a) =sin(x+ B) —sin(x+7y)|+
a b c
sin(x+P) sin(x+pB) sin(x+ ¥)
4 fcos(x+a) cos(x+P) cos(x+y)=0, (VxeR.
0 0 0
Cum f ’(x) =0, (V)xe R rezultd ¢cd f este constanti pe R s1 deci fix)=A0)
(V)xe R, '
adicd tocmai ceea ce trebuia demonstrat. -
Exemplu 5.4.3. Fie q,, a,,...,a, ,x €R. 53 se arate ca:

b

x+a % X
Ao oAb e
x X drox Hg)

=(a,a;-...-a, +aa,a, ...a, +...+aa, L o



Bac

x+a,

X

Solutie: Fie f(x) =

X

X

x+a2

X

, xeR.

x%a,

Se observa imediat c& f”(x)=0, (V)xe R. Deci, (3)A, B€ Rastfel incat fix)

= Ax+B, (V)xeR.
a,
! fe 0
Evident avem: B=f(0)=
0
bl
0.
a=r @)=
g 0

0
1

= GGy . i 18T,
0 0
a, 0
0 e riiigyeed
Eivion s

=@y, ... 0, + QA Gy T T A8y By

de unde rezulta concluzia.



