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CLASE DE FUNCTII
7.1. Relatii functionale. Funcfii injective (surjective, bijective)

Definifia 7.1.1. Fie A si B doui mulfimi. O submulfime REAXB se numeste
relafie functionald daca :

(i) Pentru orice acA exista bEB astfel incit (a, b)ER

(ii) (a, b), (a, b)ER = b=b".

Numim funcfie (sau aplicagie) un triplet f = (A, B, R) unde A si B sunt doua
mulfimi nevide iar REAXB este o relafie functionala.

In acest caz, pentru fiecare element a€A existd un unic element bEB astfel incit

(a, b)ER. Convenim si notim b=f(a) ; elementul b se va numi imaginea lui a prin f.
Mulfimea A se numeste domeniul (sau domeniul de definifie al lui f) 1ar B se numeste
codomeniul lui f si spunem de obicei ¢4 f este o functie definitd pe A cu valori in B scriind

lucrul acesta prin f : A—B sau A—L o8,
Relatia functionald R se mai numeste si graficul lui f (convenim s& notdm pe R

prin Gy, astfel ca Ge={(a, f(a)) : a€A}. Dacd f: A— Bsi f': A'>B' sunt doud functii,
vom spune ci ele sunt egale (si vom scrie f=f"') daca A=A',B=B'sif(a) = (a)

pentru orice a€A. Pentru o mulfime A, functia 15 : A—A, 1x(a) = a pentru orice a€A
poartd numele de functia identicd a lui A (in particular, putem vorbi de functia identica a

multimii vide 1g). Dacdi A=@ atunci existd o unicd functie f : @—B ( este de fapt

incluziunea lui @ in B). Dacd A # @ si B = @ atunci in mod evident nu existd nici o
functie de la A la B.

Daci f : A—B este o functie iar A'S A si B'SB atunci notim:

f(A)={f (a) : a€A'} 5i f ' (B")={a€A : f (a)EB'}
(f (A" se va numi imaginea lui A’ prin f iar f ' (B') contraimaginea lui B' prin f).

in particular, notaim Im(f)=f (A). Evident, f(@)=Q si (D )=9.

Definifia 7.1.2. Fiind date doua functii f:A—B si g:B—C numim compunerea
lor functia notatia gof: A—C si definita prin (gof)(a)=g(f(a)) pentru orice acA.

Propozitia7.1.3. Dacai 4—L>B—£>C—2> D sunt trei functii, atunci:

(i) ho(gofy=(hog)of;

(i) fol,=1gof=f. &

Demonstratie. (i). Intr-adeviar, avem ci ho(gof) si (hog)of au pe A drept domeniu
de definitie, pe D codomeniu si pentru orice a€A, (ho(gof))(a)=((hog)ef)(a)=h(g(f(a))).

(11). Evident. m

Propozitia 7.1.4. Fie f : A—>B, A, A"CA, B, B'SB, (A, (B) jes doua
familii de submul¢imi ale lui A si respectiv B. Atunci:

(i) A'SA"=1A)S(A");



(ii) BSB'=>f"'(B)sf'(B");
(i) f(nA,]gnf(A,-);

iel i€l

@ /(U4 )=Us);

v) f"[ N BJ]= _f;ljf“'(BJ);

JjelJ
(vi) f‘l[ U B;]= U f_i(B,s) -
JjeJ JjedJ
Demonstratie (1). Daca bef(A"), atunci b=f(a) cu a€A’ 5i cum A'SA" deducem cé

bef(A"), adici fIANSI(A").
(11). Analog cu (1).
(i1). Deoarece pentru orice k€I, ()4, €Ay, conform cu (i) deducem ca

iel

f[r‘]A,)gf(Ak) si cum k este oarecare deducem ci f[ﬂA,,]; ﬂf(Af).
iel iel

iel

(iv). Egalitatea cerutd rezultd imediat din echivalentele : beE f [UA,.)@ existd

iel

a€ | J4, astfel incat b=f(a) <> existd o€l astfel incat a€ 4, si b=f(a)«> existd i, €l astfel

iel

incdt bef(4; )+ be U f(4,).
iel

(v). Totul rezulti din echivalentele a€ /™ LﬂJ B jJ < fla)e JﬂJ B, < pentru orice
j€1, f(a)EB; & pentru orice j€J, acf '(B) <ac Ns'(8,) .
JjeJ
(vi). Analog cu (iv). ®

Definitia 7.1.5. Despre o functie f : A—B vom spune ci este:
(i) injectivd, daci pentru orice a, a'€A, a # a' '=f(a) # f(a’) (echivalent cu
f(a)=f(a)=>a=2a)); ‘

(ii) surjectivd, daca pentru orice bEB, existi acA astfel incit b=f(a);
(iii) bijectivd, daca este simultan injectiva si surjectivi.

Daci f :A—B este bijectivi, functia f ":B—A definita prin echivalenta f '(b)=a <
b=f(a) (bEB s1 a€A) poartd numele de inversa lui f.
Se verifica imediat ¢ f "of=1, §i fof '=1z.

Propozitia 7.1.6. Fief : A—B si g: B—C doui functii.
(i) Daci f si g sunt injective (surjective, bijective) atunci gof este injectiva
(surjectivi, bijectivi ; in acest ultim caz (gof) " =f"o g');

(ii) Daca gof este injectivi (surjectivi, bijectiva) atunci f este injectiva, (g
este surjectiva; feste injectiva si g este surjectiva).



Demonstratie. (). Fie a, a'€A astfel incét (gof)(a)=(gef)(a"). Atunci g(f(a))=g(f(a")
si cum g este injectiva deducem cé f(a)=f(a’) iar cum si f este injectivd deducem cé a=a’,

adica gof este injectiva.

S& presupunem acum ci f i g sunt surjective §i fie c€C; cum g este surjectivd,
¢=g(b) cu bEB si cum si f este surjectiva b=f(a) cu a€A astfel cd c=g(b)=g(f(a))=(g-)(a),
adicd gof este surjectivi.

Daci f §i g sunt bijective atunci faptul cd gof este bijectivi rezultd imediat din cele
expuse mai sus. Pentru a proba in acest caz egalitatea (gof) 1 =flog" fie cEC. Avem ca
c=g(b) cu bEB si b=f(a) cu a€A. Deoarece (gof)(a)=g(f(a))=g(b)=c deducem ci (geof) )
=a=f"(b)=f"(g"'(©) = (f "og ")c), adic (gof) " =f"og .

(ii). Sa presupunem ci gof este injectivi si fie a, a'E€A astfel incat f(a)=f(a"). Atunci
g(f(a))=g(f(a")) < (goh)(a)=(gof)(a)=a=a’, adica f este injectivi.

Daci gof este surjectivd, pentru c€C, existd acA astfel incat (gof)(a) = ¢ <
g(f(a)) = ¢, adica g este surjectie.

Daci gof este bijectie atunci in particular gof este injectie si surjectie, deci conform
celor de mai sus cu necesitate f este injectie iar g surjectic. M

Propozifia 7.1.7. Fie M si N doua mulfimi iar f : M—N o funcfie. intre
mulfimile P(M) si P(N) se definesc functiile f. : P(M)—P(N), f : P(N)—P(M) prin

f.(A) = f(A), A €P(M) si f'(B)=1f"(B), BEP(N).
Urmaitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) festeinjectiva ;
(ii) f. este injectiva ;
(iii) f ofi=lpom);
(iv) f este surjectivi ;
(v) f(ANB)=f(A)Nf(B), pentru erice A, BEP(M) ;
(vi) f(CmA)<Crf (A), pentru orice ACP(M) ;
(vii) Dacd g, h : L —M sunt doui functii astfel incit fog=foh, atunci g=h ;

(viii) Exista o functie g :N —M astfel incit gof=1y.
Demonstratie. Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel:

()= (i) = (ii))= (iv)= (V)= (vi) = (vii)= (i) iar apoi (i)<>(viii) .

()= (ii). Fie A, A'€P(M) astfel incat f+(A)=f-(A") <> F(A)=F(A").

Dacd x€A, atunci f(x)Ef(A)=>f(X)EMAN= existd x'€A’ astfel incat f(x)=f(x").
Cum f este injectiv, rezultd x =x'€A’, adicd ACA'; analog A'SA, deci A=A', adici f- este
injectiva.

(i) = (iii). Pentru AEP(M) trebuie demonstrat ci (f of-)(A) = AT ™ f (A)) = A.
Incluziunea ASf "(f (A)) este valabili pentru orice functie f. Pentru cealaltd incluziune,
dacd xef (f(A)) = f(X)Ef(A) = existd x'EA astfel incat f(x)=f(x") = f.({x})=f({x'}) =
(x}={x'}=>x=x'€A, adici f (f(A)<S A.

(iii)= (iv). Deoarece f of+=1pyy , pentru orice AEP(M), {'(f«(A)) = A, deci noténd
B =f.(A)EP(N) avem ci f (B) = A, adica f este surjectivi.



(iv)=(v). Fie A, BEPM) si A’, B'€P(N) astfel incat A=f (A" si B=f '(B".
Atunci f(ANB)=f(f (A" N £ B") = f(f '(A'NBY).

Sa aratdm ca f(f (A NE(E B SHE (A'NBY).

Daca yef(f " (ANNEE " B)) = yef(f '(A)) si yef(f '(B)) = existd x'ef '(A)
si x"€f "' (B') astfel incat y = f(x") = f(x").

Cum x'ef (A" si x"ef '(B") = f(x)EA’ 5i f(x'")EB', deci yEA'NB'. Deoarece
y=t(x)=>x'ef ' (A'NB"), adica yf(f "'(A'NBY).

Astfel, f(ANB)2f(A)N{(B) si cum incluziunea f(ANB)Sf(A)Nf(B) este adevirati
pentru orice functie deducem ca f (ANB)=f(A)N{(B).

(V)=>(vi). Pentru A€PM) avem fA)NFCuA=ANCUA=E(D)=D, deci
f(CuA)ISCaf (A).

(vi)=(vi1). Fie g, h : L»M doua functii astfel incat fog=foh §i sd presupunem prin
absurd cd existdi x€L astfel incit g(x)#h(x), adicd gx)ECm{h(x)}; atunci
fe(x) Ef(Cr{b() NS Crafta({x}))=Cu{fhx)} deci fgx)#(hK)) & (Fog)(X)#(foh)(x)
& fog#foh , ceea ce este absurd.

(vir)=(1). Fie x, x'€M astfel incét f(x)=f(x") si sa presupunem prin absurd c¢d X # X'.
Notand L={x, x'} s1 definind g, h : LM, g(x)=x, g(x)=x', h(x)=x', h(x")=x, atunci g#h si

totusi fog=foh, ceea ce este absurd.

(1)=(viii). Definind g:N—M, g(y)=x dacd y=f(x) cu XEM si y, dacd y&¢f(M),
atunci datoritd injectivitatii lui f, g este definitd corect si evident gof=1y; .

(vii))=(1). Dacad x, X'€EM s1 f(X)=f(x"), atunci g(f(x))=g(f(x")=>x=x', adici f este
mjectivi. B

Propozitia 7.1.8. Cu notatiile de la propozitia precedenta, urmitoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) festesurjectiva ;
(ii) f. este surjectiva ;

(iii) fn0f=1P(N);
(iv) f este injectiva ;

(v) f(CmA)2Cn f(A), pentru orice AEP(M) ;
(vi) Dacid g, h : N—P sunt doua functii astfel incat gof=hof, atunci g=h ;
(vii) Exista o functie g : N—M astfel incat fog=1y.

Demonstratie. Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel:

@)= @1)=(i)=>1v)=>(V)=>(vi)=() iar apoi (i) &> (vii).

(®)=(@1). Fie BEP(N) 51 yEB ; atunci existd x,EM astfel incat f(x,)=y.

Notind A={x, : yEB} <M avem ci f (A)=B < f«(A)=B.

(i1)=>(iii). Avem de demonstrat ci pentru orice BEP(N), f (f "(B))=B. Incluziunea
f (f " (B))SB este valabild pentru orice functie f. Fie acum yE€B; cum f« este surjectivi,
exista ACM astfel incat f+(A)={y}=f(A)={y}, deci existd XEA astfel incat y=f(x) si
deoarece yEB= x&f ' (B)=>y =f(x) € f(f "'(B)), de unde si incluziunea B<f (f ' (B)).



(iii)=(iv). Daca B,, B,ePMN) si ' (B)=f"(B,), atunci f(f'B)) = f-(f'By)) <
oy (B1) =lpayy (B2) <> B =B,, adicd f" este injectiva.

(iv)=(v). Fie ASM ; a arita ci f(CuA)2CNf (A), revine la f(CuA)Uf(A)=N &
f(CMAUA) = N> f(M) = N. Si presupunem prin absurd ci existd yo€N astfel incét pentru
orice XEM, f(X)#yo , adicd £ ' ({yo})=@ &f ({y0})=D. Deoarece si {(D)=D =

' ({yo})=f" (D) iar pentru ci f" este presupus injectivd ar rezulta ca {y,}=9, ceea ce este
absurd.

(v)=(vi). In particular, pentru A=M avem f(C\M)2Cxnf M) & {(@)20nf M) =
@2Cnf M) = fM)=N.
Dacd g, h : N—P sunt doud functii astfel incat gof=hof, atunci pentru orice yEN,

existd xEM astfel incat f(x)=y (caci f (M)=N) si astfel g(y) = g(f(x)) = (gof)(x) = (hof)(x)
= h(f(x)) = h(y), adicd g=h.

(vi)=(i). Presupunem prin absurd ca existd yo,EN astfel incat f(x) # yo, pentru orice

XEM. Definim g, h : N—{0, 1} astfel : g(y)=0, pentru orice yEN 1
0: pentru yEN_bO}

h(y)=[

1, pentru y=y,

Evident g # h si totusi gof=hof, ceea ce este absurd, deci f este surjectiva.

(i)= (vii). Pentru fiecare yEN alegnd cate un singur x,&f ' ({y}), obtinem astfel o
functie g : N—M, g(y)=xy , pentru orice yEN , ce verifica in mod evident relatia fog=1y.

(vii)=(i). Pentru yEN, scriind ci f(g(y))=y, rezultd y=£(x), cu x=g(y)EM, adica f
este surjectiva. ®

Din propozitiile precedente ob{inem imediat:

Corolarul 7.1.9. Cu notatiile de la Propozitia 7.1.7, urmitoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) festebijectiva;

@ii) f(CmA)=Cnf(A), pentru orice AEP(M) ;

(iii) f.sif" sunt bijective;

(iv) Exista o functie g : N—M astfel incat fog =1y si gof=ly.

Propozifia 7.1.10. Fie M o mulfime finita §i :M—M o funcfie. Urmitoarele

afirmatii sunt echivalente:

(i) festeinjectiva ;

(ii) feste surjectiva ;

(iii) f este bijectiva .

Demonstratie.V om demonstra urmdtoarele implicatii: (1)=>(11)= (111)=> (1).

(1)=(ii). Daci f este injectivi, atunci f(M) si M au acelasi numar de elemente si
cum f (M)EM rezultd ca f MM)=M , adici f este §i surjectiva.

(i))=(iii). Daca f este surjectivd, atunci pentru orice element yEM va exista un

unic element x,€M astfel incét f(x,) =y (cici in caz contrar ar rezulta contradictia cd M ar
avea mai multe elemente decdt M), adic f este §i injectivi.

(ii1)=>(1). Evident. ®
53



Propozitia 7.1.11. Fie M si N doua mulfimi avind m, respectiv n elemente.
Atunci:

(i) Numérul functiilor definite pe M cu valori in N este egal ca n™ ;

(ii) Dacd m =n, atunci numérul functiilor bijective de la M la N este egal cu
m! ;

(iii) Dacd m < n, atunci numirul functiilor injective de la M la N este egal cu
A

(iv) Daca m 2 n, atunci numirul functiilor surjective de la M la N este egal cu
n" —Cr(n-1)" +C2n-2)" —...+(-1"cr.

Demonstratie. (1). Facem inductie matematicad dupa m; dacd m=1, multimea M va
avea un singur element si este clar cd vom avea n = n' functii de la M la N. Presupunem
afirmatia adevirata pentru multimile M ce au cel mult m-1 elemente.

Daci M este o mulfime cu m elemente, putem scrie M=M'U{x,}, cu XoEM iar M’
submultime a lui M cu m-1 elemente.
Pentru orice yEN si g : M'>N functie, considerénd f, ,: M—N, f, , (x) = g(x)

dacd xeM' 51 y dacd x=x, , deducem ci oricarei functii g: M'—N ii putem asocia n functii
distincte de la M la N ale céror restrictii la M’ sunt egale cu g. Aplicand ipoteza de inductie
pentru functiile de la M’ la N, deducem c2 de 1a M la N se pot defini nn™'=n™ functii.

(i1). Facem inductie matematica dupd m; dacid m =1, mulimile M s1 N vor avea
cite un singur element §i vom avea o singur functie bijectivi de la M la N.

Presupunem afirmatia adevératd pentru toate mulfimile M’ i N' ambele avand cel
mult m-1 elemente si fie M §i N multimi avind fiecare cate m elemente. Scriind

M=M'U{xX¢}, cu xo€M iar M’ submultime a lui M cu m-1 elemente, atunci orice functie
bijectivd f : M—N este perfect determinatd de valoarea f(x,)EN precum si de o functie
bijectivd g : M'—N', unde N'=N\ {f (xo)}. Deoarece pe f (x) il putem alege in m moduri
iar pe g in (m-1)! moduri (conform ipotezei de inductie) deducem ca de la M la N putem
defini (m-1)!"m =m! functii bijective.

(iii). Dacd f : M—N este injectivi, atunci ludnd drept codomeniu pe f(M)<N,
deducem c& f determind o functie bijectivd f :M—f(M), f (x) = f(x), pentru orice XEM,
iar f(M) are m elemente. Reciproc, daci vom alege in N o parte N' a sa cu m elemente,
atunci putem stabili m! functii bijective de la M la N’ (conform cu (ii)). Cum numirul

submultimilor N' ale lui N care au m elemente este egal cu C", rezulti ci putem construi
m! C)" = A, functii injective de la M la N.

(1v). Sa considerdm M={xy, X2, ....Xm}, N={y1, V2, ...,yn} iar M; multimea functiilor
de la M la N astfel incét y; nu este imaginea nici unui element dinM,i=1,2, ... n.

Astfel, dacd notam prin F,; multimea functiilor de la M la N, multimea functiilor

surjective S, de la M la N va fi complementara multimii M;U MU...U M, din F", deci
conform Principiului includerii $i excluderii (vezi Teorema 6.3.1) avem egalititile :

_L::{M,- QM,=n”'—Z”}W;|+ > Wf”MJ|"

i=1 1<i< j<n

~ T MM NOM|+ .+ G M NMNNM,|

Isi< j<k<n

=n

S

Fm

)



Deoarece M; este de fapt multimea functiilor definte pe M cu valori in N\ {y; },

M;NM; este multimea functiilor definite pe M cu valori in N \ {y; , y;} ..., etc, conform
punctului (1) avem ca:

@ IMl=@-D" [MOM|=@-2)", ... ete,
(IM;NM; N...NM,| =0, deoarece M;NM; N...NM,=D).
Deoarece sumele ce apar in (1) au, respectiv, C ,1, 0 i : , ..., C temeni egali, tindnd
cont de acest lucru s1 de (2), relatia (1) devine:

S* = np™ —Cl(n—])”+C:(n—2)m—...+(—-1"_!C:"l. |

Pentru o multime nevidd M si AEP(M) definim ¢, : M—{0,1},

0, daca xg A
PN ok nedt

pentru orice XEM. Functia @, poartd numele de functia caracteristicd a mulfimii A.

Propozifia 7.1.12. Daca A, BEP(M), atunci:
@) A=B=oa=¢s;
(i) e2=0,9u=1;
(iii) @ang = Qs Ps, ‘«PA2= Pa 5
(iv) QavB= QATPB- QA QR
(Y) Pa\B=@a-Pa Py, Pc, 4 =1-0a3
(Vi) QA= QatQp-20,0p.

Demonstratie. (1).,,= . Evident.

,,&". Presupunem cd @a=0@p si fie XEA; atunci @a (X) = ¢p (X)=1, deci XEB,

adicd ASB. Analog BEA, de unde A=B.
(11). Evident.

(111). Pentru XEM putem avea urmatoarele situatii: (XA, x€B) sau (XEA, x€B)
sau (x&A, XEB) sau (XEA, XEB). |n fiecare situatie in parte se verifici imediat relatia
Pang (X)=@a (X)Pp(X).

Cum ANA=A = QA=QAPA= P4 "
(iv), (v). Aseminitor cu (ii1).

(vi). Avem Qaas=@(A\B)U(B\ATP A\ BT PB\ A ~PA\BPBL A =

=Qa- PAPETPB - PRPA— @ (A\ B) n(B\A)™ PaTPB -2QAPp
deoarece (A\B)NB\A)=D. =

Fie M o multime oarecare iar pEEchiv (M). Functia p, : M—M/p definitd prin
Pom (X)=[x], pentru orice xEM este surjectiva i poartd numele de surjectia canonicd.

Propozitia 7.1.13. Fie M si N douid mul{imi pe care s-au definit relatiile de
echivalenti p, respectiv p’ si f: M—N o functie avind proprietatea:
(x, Y)Ep = (f(x), f(y))Ep’, pentru orice x, yEM.



Atunci existd o singura functie ? : M/p—N/p” astfel incat diagrama:

P
M > N

p M,p pNs'P’

|

M/p > Nip

este comutativa (adica py, yof = f opy;, p, unde py;, p » Py, o Sunt surjectiile canonice).

Demonstratie. Pentru XEM, vom nota prin [x], clasa de echivalenté a lui x modulo
relatia p. Pentru x€M, definim: f ([x],) = [f(0)],- Dacid x, yeM astfel incat [x],=[y], <
x,y)Ep = [f (X), f (v)]€p’ (din enunt) = [f (X)],'= [f )], . adicd f este corect definitd.

Daci XEM, atunci (f opw, )X =/ (Pw, p ) = (X]p) = [f®)]y' = px. " (F X))=
=(pn, p'e)(X), adicd py, prof= f opym, o

Pentru a demonstra unicitatea lui / , si presupunem ci ar mai exista o functie
f':M/p—N/p astfel inct py, yof =f ‘opy,p, $i fie XEM.

Atunci f'([X]p)=1 "®m, KD=(S "© P, )E=(Px, o’ 9DX) = pr, o7 E)) = [f )]y
= 1 '(Ix),), de unde deducemca f=/' ™

Propozifia 7.1.14. Fie M si N doud mulfimi iar f :M—N o func{ie ; notim prin
p ¢ relatia binara de pe M definiti astfel:

(x,y)€p = IX)=1) (x,yeM).
Atunci:
(i) p reste relatie de echivalenta pe I_V_I;
(ii) Existd o unici functie bijectiva f : M/p ;— Im () astfel incat
iof o Pitp, =F EIm(f) —N fiind incluziunea.
Demonstratie. (1). Evident (relatia de egalitate fiind o echivalentd pe M).
(i1). Pastrind notatia claselor de echivalen{d de mai sus, pentru x€M definim

f([x] ‘,f)=f(x). Functia f este corect definitd cici dacid x, yEM si [x] o =[y] o (X,

y)Eps © fX)=f(y) (de aici rezultd imediat §i injectivitatea lui 7). Cum f este in mod
evident §i surjectivii, deducem ci f este bijectivd. Pentru a proba unicitatea lui £, fie
f; : M/pg —Im (f ) o altd functie bijectivd astfel incét iofo Pip, = f s1 xeM. Atunci,

@ofi0 pyr, JO=EX) & £1(1x1,)=EX) S fi(x],)=f00= f([x],),adica fi=/. m

Propozitia 7.1.15. Fie M o mulfime finita cu m elemente. Atunci numirul N,,
al relatiilor de echivalen{a ce pot fi definite pe M astfel incat mulfimea cat sa aiba k
elemente (k<m) este dat de formula:

Nop = (/k)-[k™ -Ck-1)" +C2 (k-2)" ...+ (1) CF1.

Deci, numirul relatiilor de echivaleniia ce pot fi definite pe mul{imea M este
dat de formula N=N,, ++N, 2+...+Npy, m-



Demonstratie. Dacd p este o relatie de echivalentd, pE€Echiv(M), atunci avem
surjectia canonicd p y,, : M—M / p. Daci in general, f : M—N este o functie surjectiva,
atunci cum am stabilit in cazul Propozitiei 7.1.14, aceasta di nastere la urmitoarea relatie

de echivalenti de pe M : (x, y)Ep & f(X)=f(y). Mai mult, daci g :N—N’ este o functie
byectivd atunci relafiile pr §1 pgor coincid cdci (X,y)Epger & (goh(X)=(goN(y) <

g(f(x)=g(f(y)) fx)=f(y) = (x, y)Eps. Deci, dacd N are k elemente, atunci k! functii
surjective de la M la N vor determina aceiasi relatie de echivalenti pe M. Luénd in
particular N=M/p si tindnd cont de Propozitia 7.1.11 deducem ci

N = (k)67 =CLk=1)" +CR(k-2)" -+ (-1 C}']. m

Back
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7.2. Functii pare, impare, periodice

FieacR,a>0.
Definifia 7.2.1. O functie f : [-a, a] —» R se numeste pard daci f(-x) = f(x),

pentru orice x€ [-a, a].

Exemple. Funcfia cos : R—[-1,1] este o functie pard; de asemenea functia
f: R—R, f(x) = x** este para (k € N).

Observatie. Un produs finit de functii pare este o functie pari; de asemenea, o
sumé finitd de funciii pare este o functie pard. Dacd compunem doui functii pare rezultatul
este tot o functie para.

Definitia 7.2.2. O funcfie f : [-a, a] —» R se numeste impard daci f(-x) = -f(x),

pentru orice xE|[-a, al.

Exemple. Functiile sin : R—[-1, 1] si f: R—R, f(x) = x*"! (k € N) sunt functii
impare.

Observatii. 1. Un produs par de functii impare este o functie pard, iar un produs
impar de functii impare este functie impara;

2. O suma finitd de funcii impare este o functie impari.

3. Dacd compunem doud functii impare obtinem tot o functie impar.

Teorema 7.2.3. Fie f: R—R o functie impara si bijectivi.
Atunci functia f ' : R—R este impara.
Demons!ra;:e Fiey € R. Trebu1e demonstral cif(y)= -f" (y)
Avem, f(f " (-y)) = -y iar f(-f '(v)) =- f(f ') = -y, adica (£ '(-y)) = f(-f () si
deci f'(-y)=-f(y). m
T T

Observatii. 1. Functiile arcsin : [-1, 1] — [—% E] si arctg: R — (—3,—2“)

sunt impare.

2. Orice functie f: R—R se poate scrie ca suma dintre o functie par i una impara
(vezi exercitiul 7.2.4.).



Definifia 7.2.4. O functie f: R—R se numeste periodicd daci existi un numar
real T = 0 pentru care f(x + T) = f(x), pentru orice x €R.

Un astfel de numidr T poarti numele de perioadd a functiei f. Cea mai micé
perioada strict pozitiva a functiei f, daca existd, poartd numele de perioadd principald.

Exemple.

Functiile trigonometrice sunt functii periodice (functiile sinus i cosinus au
perioada principald 2= iar functiile tangentd i cotangentd au perioada principald 7).

Functia {x}: R—R este periodicd si are perioada principald egala cu 1; intr-adevir,
{x+1} = {x} si | este cel mai mic numdr cu aceastd proprietate ({Xx} =x - [x]).

Observatii. 1. Daca T este perioada principala pentru f, atunci §1 -T este perioada
pentru f;

2. Daca T este perioada pentru f, atunci §i kT este perioadad pentru f, pentru orice
keZ,

2

3. Dacéd g este o functie periodica iar f este o functie oarecare, atunci fog este
periodicd; in particular, dacd compunem doud functii periodice obfinem tot o funcfie
periodicd;

4. Fie f, g : R—R doui functii periodice. Daci f posedd o perioadd T, iar g o

perioadd T, astfel incat —;i €Q atunci f = g, fg, L (cdnd este definitd) sunt functu
2 g
periodice.
Intr-adevir, putem presupune ci existi dous numere naturale p, q astfel incit pT, =
=qT,. Evident pT, este perioada pentru f, iar qT, este perioadd pentru g, deci f s1 g posedi

perioade egale; atunci evident f + g, fg si L sunt periodice.
g

Back
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7.3. Functii convexe (concave)

Definifia 7.3.1. Fie f : R—R, a, b € R, a<b. Vom spune ca f este convexd
(concavd) pe (a, b) daci pentru orice x,, X, € (a, b) si orice t € [0, 1] avem
f(tx, + (1-t)x,) < tf(x,) + (1-H)f(xz) (respectiv, f(tx; + (1-t)x;) = tf(x,) + (1-H)f(x2)).

Teorema 7.3.2. Daci f este de doud ori derivabili pe (a, b), atunci f este
convexa pe (a, b) daca si numai daca f ''> 0 pe (a, b).

Demonstratie. Sa presupunem cd f > 0 pe (a, b) si sd demonstrdm ca f este
convexa pe (a, b). Atunci f  este crescdtoare pe (a, b), deci pentru orice X, X; € (a, b),
X1 <% = f(x) =2 £(x).

Fie acum t € [0, 1] s1 xo = tx; H1-t)X,. Se observa imediat ca X; < Xy < Xj.

Conform teoremei lui Lagrange existd ¢; € (X, Xo) §i ¢ € (Xo, Xp) astfel incat

f.(ci)=f(xn)*f(x1) si f‘(c2)=f(x:)_ (xn)_ Cum ¢ < ¢ = f '(01) 2R ;(02), Aeci
Xy — X Xy — X
f(xa)—f(x:).(f(xz)—f(xo)
Xp —X Xy =% '

Inlocuind la numitori X prin tx;+(1-t)x, §i grupind convenabil se ajunge la f(xo) <
<tf(x))H1-0)f(xy) & f(tx; + (1-1)xy) S tf(x)) + (1-Df(X,), adici f este convexa.



Invers, sd presupunem cé f este convexa pe (a, b) si s demonstrdm cd f "> 0 pe
(a, b). Fie a < B <1y tre1 numere reale din domeniul de definitie al lui f.

Vom proba o L8)=7(@) < 1)~ 1(8),

B—o = =B
In relatia f(tx;+(1-t)xy) < tf(x,)+(1-)f(x;) punem x; = o, X, =y, 1= : :ﬁ , deci
TIRSY. S SRE T Sy T
¥ i # 4
Vomobtineprini‘lﬂocuiref[”—ﬁ-a+ﬁ—a-y]sy_ﬁ-f(ahﬁj(y),adicﬁ
e y¥—a y—a y—a
f[ra‘ﬁ"‘*ﬂ”‘“*’]ﬁ P8 e D =% 10 e sedictind
y—-a y-a y-a

f(B)-(y-a)< fla)-(»- B)+ f(7)-(B-a), echivalent cu
x LB)-1(2) < 11)-1(8) |
Vo N )
Vom alege acum patru puncte x; < a < x; < B. Din cele deduse anterior scriem
fe2) (@) 5 @)= 1) S6)- 1) 5 Sloa)=S ).

X, —a a-—x B -x, Xy — X

Dacd ¢ — x; §i p — x; obtinem f “(x2)=f “(x,), pentru ca () este derivabila i cum
alegerea lui X i X, este arbitrari, conditionatd numai de x; <X, scriem f ‘(x;) - f “(x;) = 0.

f'(xz)'f'(—‘l)zo_

impértind cu cantitatea pozitivd x; — X; obfinem
Xy = X

Trecand la limitd lim Sa)=S ) = f"(x,)20 si afirmatia este probata.

Xy -3, x.z —_ xl
Observatie. Evident, f concava dacd si numai dacé - f convexd, analog obfinem ca
f concavi pe (a, b) dacd §i numai dacd f''<0 pe (a, b).

Teorema 7.3.3. (Jensen). Fie f: R—R, a, b € R, a<b. Atunci f este convexi pe
(a, b) daca si numai daca pentru orice Xy, X3, ...., Xy € (a, b) §i Ay, hay cevey by € [0, 1] cu

S 2 =1, avem f{ﬁ ;L,x,Js 3 2./ (x,).
= =1 i=1

i=l
Egalitate avem cand x;= X;=....= X,

Demonstratie. ,,<”. Evident.
,»=". Sa observim pentru inceput cad dacd Xy, X2, ..., Xa € (@, b), A, A2, ..., Ay €

[0,1]cu 4 =1, atuncisi 3 4zx € (a, b).
i=1

i=1

Intr-adevér, avem cd  a < min{x,} <Y A,x, <max{x;} <b.
l<i<n =l l<isn

Sa revenim acum la demonstratia teoremei. Daca n = 2 totul este clar.
4
Fien=4; x|, Xy, X3,X4 € (3, b), A1, A, A3, M € [0, 1] 51 T4, =1.
i=l
A A A3 A4
= X + ¥la Y2 = i 2 "
A+ A+ A3+ Ay Ay + Ay
P=A+ 2 Sy =2+ Ay atunci [ +i3,)< 0 f () + 1/ (2)

Daca consideram  y,

4>



- A A A A4
ﬁf[gi;x;]s(il +zl;)f[;t1 . x + i xz}r (A5 + 4, )f(;1'.3+/14 X3 +£3 o deﬁ

B )sta s ) T2 st ﬂzf(xz)}
Slxs)+

i=l
*“3*"‘4{,13 e f(xq)J =24./().

Rationidnd din aproape in aproape (un fel de inductie matematicd) deducem cd

implicatia ,,=* este adevérata daci n este de forman=2"cuk € N.
Fie acum n un numir natural oarecare iar k cel mai mic numir natural cu

proprietatea cin < 2* cuk € N. Consideram

’?'J' i=1. 2
, penfru j=1, 2, ..n

2% ey
H; =1,k

-2—nzl, pentru j=n+l, n+2, .., X

e -n)

x;, pentru j=1, 2, ...n
N n .
/ %/’i.fxi, pentru j=n+1l, n+2, .., 9k

Avem

z 2 pIERIEN 2 bl
f(Zf‘;J’;JSZ SO e zﬁ.xf}:r-lkiJr(zk gl =n] $2 )
J=1 J=1 i=1 PN (Zk—n) =

" AT Lk
f[zz,xf]s‘ﬁ‘,: i ‘f(zzxiJ
i=]

2" -n 25 n i=1

: ShIG) o, f[g % x,]
f[‘_zl}.xf]<72k =Y +f(£i,1,x,)————-—2; = =3
i'?-:f(x;) f[f:’tifo

0<2 ot ﬁf(zi,x.}fzif(x)

2k n 2% —=n i=l

Observatie. Analog deducem ci f este concava pe (a, b) daca si numai daci pentru

orice Xi, X, ..o ¥a € (@ b) §i Ay Mo i An €00, 1) cu T4 =1 avem
i=l

f[zi ;L,.x,.] > :2!/1,. f(x).

Aplicafii. 1. Fief : R—R sia,b €Rcua<biarx,, ..., x, € (a, b). Daci f este
X +...+x,,)£f(xl)+‘.‘+f(x,,)_

convexa pe (a, b) atunci f [ ; dacd f este concavé pe (a, b)
n n

¥ +..‘+J.c,,]2 f(x,)+...+f(xn)'

n n

atunci f [

Demonstratie. Totul rezultd din Teorema 7.3.3 ludnd 4, =..=4, =

S |-

60



2. (Inegalitatea lui Holder) Fie Xy, ..., Xp > 0 iar Ay, ..., Ay € [0, 1] cu f}j'.,. — L
i=1

Atunci avem inegalitatea A,x; +..+4,x, 2 x ... x>
Demonstratie. Fie f : (0, o) =R , f(x) = In x. Atunci f ’(x)-—:l si f(x)= —L: <0
x x

pentru orice X € (0, o). Deci f este concava, conform Teoremei 7.3.1, pe (0, o). Conform

teoremei 7.3.3 putem scrie

f[% l,vxsz ilff(x,-)@ In[i A,xsz i;?., ln(x;)
i=l i=1

i=1 i=l

= ln[i Z,x,] 2 ln[ﬁxf’ ] = i}l,-x‘ 2 ]2[.7c;11 .
; i=1

i=] i=1 i=1

Observatii. 1. Daci ,i'.,=...=,i'.,,=l obtinem cd, =—>7/x-..-x,,
: n n

inegalitatea mediilor .
2. O varianta generalizatd a inegalitédtii lui Holder este urmitoarea:
[}

AiX Y S[g:}l,-xf )%(i&y;})é >
_ i=1

i=1

I

unde l+l=l, Ps Gohits: oo 5l Ko - Akbis N ws Y O iar =2,
q
Pentru demonstratia acesteia recomandim cititorului de exemplu lucrarea [19, p.
248].

3. Sa se arate cd dacd ay, ..., a; = 0 atunci

(1+a f1+a,).(1+a,)> (l +%a,..a, r .

Solutie. Putem scrie
(1+a, Xl +ay).(1+a,)=1+Ya +Saa, +..+ 2a41Gy..4; +...+@qa,..a,.

Conform megalititii mediilor, pentru 1<k <n avem

(Cauchy)

ck 1 75
Y 318:.08: 2C 5 s 3 (a,a,..a, )C"" S Y aja,..a; ZC,I: (aya,..a,) /ct &

Yaa,..a; 2Ck . (ayay..a, )% , astfel cd obtinem:

(1 +a|X1+a2)...(1+an)21+ i(Zalaz...ak)z 1+ i[C: -'{f(alaz...a,,)k ] =(1+”,h::.'l...a,I r
k=1 k=1

Bamiany ool e A i
Satralvad. i walva
4. Daci a,, a,, a3 > 0, atunci '3 "; iz L i 1

Solutie. Consideram functia f:(0, ) —R , f(x) = x%, care este convexi pe (0, o).

2 2 2
. a; ay a;
F16 A= =il Py
al +aj +a} al +a? +al al +al +a?
= s Xy = X3 =———=
2a,a, 2a, a4 2a, a,

Conform Teoremei 7.3.3 putem scrie



2

2 2
f[%’lfxiJsi’lif(xf)‘:’[ = 2 a% L3 = ]5

2a2a3 2a,a, 2a,a,

a?la? +a} +a?) atlat +a} +a?) aila? +a} +a3)
s 2.3 o Y 5 9.2 o
d4ajsa; 4ay ay 4ay a,
3 3 3 2 2 2Y 4 4 4 2 2 2 3 3 3
(a, +a; +a3) <(a, +a, +a3Xa, +a, +a3)¢ ay +a; +a3 5 a; +a; +a;
4a|2022a§ 4a3a§a§ a13 + a% + a33 af +.v.z§1 + a;

5.Dacia; =0, Ya,=15i0<x;<1pentrui=1,2,..,n, si se demenstreze ci
i=1

n
S : ,n € N.

=S1+x 14xLoxn

Solutie. Putem presupune faré a restrange generalitateacd a; > O pentrui=1,2, ...,
n. Notim y; = In(x;) si deoarece x; €(0, 1], rezulta cd y; € (- @, 0]. Consideram functia
f:(-o0, 0]—R, f(y) = (1+e*)". Aceasti functie este de doui ori derivabila si f'’(y) = e'(e’-1)

(e'+1)? <0, pentru orice y € (- , 0]. Deci f este concavi pe intervalul (- e, 0] si conform

: S n n 1 1
inegalitétii lui Jensen avem Y - P B 1" = = ;
wl+%  ell+e Za, 1+]£[e“"" R R
1+e™ =i
cu egalitate dacd §1 numai dacdy, =y, = ... =yp,adicd X; =Xy = ... =X,

6. Fic ISR un interval iar f;, f;, ...f, : >R, functii concave, n€EN. Si se

demonstreze ci functia %/f, - f, -...- f, este de asemenea concava.

(OIM)
Solutie. Fie F(x)= fi(x): f5(x)-...- f,(x) . Prin ipoteza avem

Fee+(1-0)p)>T] (0 +0-0f,0)= ét"(l 0" 3 S Sy, (DS, O f;, (), unde a
i=1 =

doua suma contine C : termeni corespunzétori posibilitatilor de a alege submul{imile {1;, 1,,

-}y olehn {l, 2, ..., 0}
Din inegalitatea mediilor deducem ca
k n-k

> S, @fy B, )., )2 CE [F(x)"f—'l‘ F(y)S” ]%’5 = ck.(FQ)" -(FOo) " .

1 1 1 1
Deci F(tx+(1-1)y) = Ea Cr [HEFEE)" T - [A=-F@H" 1™ =[(F )" + A-FON"]",

adicd tocmai ceea ce trebuia probat.



