CATEVA RELATII METRICE IN PATRULATERUL
OARECARE SI IN TETRAEDRU

Fie ABCD un patrulater oarecare. Ne propunem sa evaludm pentru Inceput
unghiul format de doua laturi opuse, folosind functia trigonometrica cos.
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Fig. 1

Cu notatiile din figura 1 vom demonstra urmatoarea relatie
BD’ + AC* - AD* - BC”?
2AB-CD (1)
Vom scrie pentru inceput urmatoarea relatie vectoriala:

Cosa =

—_—

BC = BA+AD+DC . Ridicam la patrat aceasta relatie vectoriala si obtinem:
BC® = AB? + AD> +CD’ — (AB? + AD*> — BD?)-2AB-CDcosa — (AD* + DC* — AC?)
Am tinut cont de egalititile:

2BA- AD = 2AB- AD = —(AB* + AD” - BD?)
2AD-DC = -2DA-DC = (DA’ + DC* — AC?)
BA-DC =-AB-DC

oS — BD’ + AC* - AD* - BC”?
Explicitind cos@ din aceasta relatie se obtine relatia: 2AB-CD
Observatie: Aceasta relatie poate fi considerata ca un fel de teorema cosinusului pentru
patrulatere.
Ca aplicatie pentru aceasta relatie propunem urmatoarea:
1) Sa se arate cd intr-un patrulater oarecare ABCD are loc inegalitatea:
2(BD? + AC*)<(AD+BC)’ +(AB+CD)’
Solutie: Se observa mai intai cd avand cosa <1 se obtine:
BD’ + AC* < AD* +BC? +2AB-CD, cu egalitate daca cosa =1 adica AB//CD.

Analog se poate scrie ca: BD? + AC* <CD? + AB® +2AD - BC | cu egaliate din nou
cand CB//AD. Adunand cele doua relatii se obtine relatia din enunt.



Egalitatea are loc dacd ABCD este paralelogram.

Ne propunem 1n continuare sa evaludm unghiul format de diagonalele
patrulaterului ABCD.

A
Fig. 2
Cu notatiile din figura 2 putem scrie:
BC =BD+ DA+ AC
Ridicam aceasta relatie vectoriala la patrat obtinem:
BC? = BD® + DA’ + AC® —(BD? + AD* — AB?)—2BD - AC - cosa — (AD* + AC> —CD?
Am tinut cont de egalitatile:
2BD - DA =-2DB- DA =—(DB” + DA — AB?)
2DA-AC =—2AD- AC = —(DA? + AC* -CD?)
BD-AC = -DB- AC
Din relatia precedenta prin explicitarea lui oS« se obtine urmatoarea relatie:
AB* +CD’ - AD’ -BC”
2BD-AC (2)
Observatie: Obtinem ca o consecintd urmatorul rezultat cunoscut:
Un patrulater ABCD are diagonalele AC si BD perpendiculare daca si numai

Coso =

daca:
AB? +CD? = AD’? + BC*?

Urmand un procedeu similar in cazul unui tetraedru oarecare ABCD, cu notatiile din

\ACZ+BD2—BC2—AD2

cosl\U =
figura 3 vom avea: ( AB’CD) 2-AB-CD , (3)

unde prin Ue.co se intelege unghiul dreptelor AB si CD.

Vom scrie relatia vectoriala: AD = AB +BC +CD , care dupa ridicare la patrat devine:
AD’ = AB® + BC? +CD” —(AB? + BC” — AC?)+2- AB-CD - cos(li 5 cp )
-(Bc>+cD? - BD?)



Intrucat ne referim la unghiul ascutit al dreptelor AB si CD se va alege semnul

corespunzator in fata produsului 2-AB-CD- COS(U AB.CD )

trecerea la modul se obtine:

. Prin separarea acestui produs si

Figura 3

\Ac2 +BD>-BC? - ADz\

cos(U =
o) 2-AB-CD
A |AD* +BC” - AB” -CD’|
. . COS(U AC,BD ) = )
Observatie: Analog putem obtine: 2-AC-BD si
A |AB” +CD’ - AC” - BD’|
cos{dc )= 2-BC-AD

De aici se obtine o foarte cunoscuta problema care zice ca:
Muchiile opuse ale unui tetraedru ABCD sunt perpendiculare daca si numai daca:
AB’ +CD’ = AC* + BD? =BC? + AD*
Daca consideram acum ABCD un tetraedru echifacial, se stie ca acesta are
muchiile opuse congruente. Dacd notim AB=CD=a, AC=BD=b, BC=AD=c, se va obtine:
N TN R
COS(U AB.CD ) =7 COS(U AC.BD ) =T . COS(U BC.AD ) =T
a b si c
Se poate arata acum ca daca laturile opuse intr-un tetraedru echifacial formeaza
unghiuri congruente atunci tetraedru este regulat. In particular, daci laturile opuse in
tetraedru echifacial sunt perpendiculare atunci tetraedru este regulat.
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Intr-adevar, daci de exemplu am avea @ < b < C atunci rezulta ca:



c’—b?> c¢*-a’* b*-a’> c?*-a’

a’ b? c? a’+c? . Daci ¢’ —a’ #0 atunci b> =a” +¢” ceea ce

. o 2 2 . A . o -
este fals. Prin urmare vom avea neaparat C* =a" si tindnd cont de ipoteza rezultd a=b=c
ceea ce demonstreaza afirmatia.



