Prefaţă
Prezenta broşură cuprinde o elementară expunere a teortiei aşa numitelor “funcţii hiperbolice”, în multe preivinţe analoage funcţiilor trigonometrice obişnuite.

Funcţiile hiperbolice adeseori se întâlnesc în diferite cercetări fizice şi tehnice  având un rol foarte important deasemeni în geometria neeuclidiană a lui Lobacevski, participând la toate relaţiile (interdependenţele) acestei geometrii (vezi de exemplu cartea lui H. P. Norden “Introducere elementară în geometria lui Lobacevski”, ed. Tehnică de Stat, 1953; în privinţa conţinutului capitolul IX al acestei cărţi este apropiată de prezenta broşură). Dar independent de aceste anexe, teoria funcţiilor hiperbolice poate prezenta un însemnat interes pentru un şcolar sau un professor de şcoală medie, deoarece analogia dintre funcţiile hiperbolice şi trigonometrice lămureşte într-un chip nou multe probleme ale trigonometriei. Broşura este alcătuită din trei capitole. Primul capitol este consacrat – studiului hiperbolei şi a proprietăţilor sale; acest lucru poate prezenta şi interes de sine stătător. Un loc de bază ocupă capitolul II, în care se expun elementele teoriei funcţiilor hiperbolice. Capitolul III este strâns legat de broşura lui Marcuşevic “Suprafeţe şi logaritmi” broşură – completare la “Lecţii populare de matematică”. Ea stabileşte legătura teoriei funcţiilor hiperbolice cu teoria logaritmilor.
O altă structură a teorieo funcţiilor hiperbolice , teorie ce nu utilizează – studiul hiperbolei se cuprinde în articolul lui D. J. Perepelkin “Teoria geometrică a funcţiilor hiperbolice”, tipărită drept completare la două culegeri “Învăţământul matematic - 1934”. Spre regret în prezent această culegere reprezintă o raritate bibliografică. Cititorului i se poate recomanda deasemeni cartea lui B.N. Delone şi D.A. Raikova “Geometria analytică”, ed. Tehnică de stat M-L-1948 unde se află un vast material legat de cele expuse în capitolul I.
Broşura se adresează participanţilor şi conducătorilor de “cercuri de matematică”, deasemeni poate fi folosită şi la cercurile din învăţământul superior. Cu scris mărunt în capitolul III este dat un material mai greu, care nu se adresează şcolarilor.
Autorul exprimă sinceră recunoştinţă faţă de I.M.Iaglomy, ajutorul şi indicaţiile căruia au avut un rol important în elaborarea broşurii.

V.G. Servatov

Capitolul I
1. Omotetia

Adeseori la rezolvarea problemelor de geometrie se aplică noţiunea de omotetie. 
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FIG. 1

Omotetia de centru O şi raport k, constă în aceea că fiecare punct A al planului trece în A’ care se află pe dreapta OA, a.î. 
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. Punctul O însuşi prin omotetie rămâne pe loc. Fiecare figură F prin omotetia de centru O trece în figura F’ asemenea celei iniţiale, având raportul de asemănare egal cu k. 
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FIG. 2

Dacă k<1, atunci figura se micşorează, iar dacă k>1, atunci figura se măreşte. Transformata prin omotetie a unei drepte este tot o dreaptă, paralelă cu aceasta (fig. 3.a). 
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                                FIG. 3 a                                            FIG. 3 b

Dreptele paralele se transformă în drepte paralele. (fig. 3.b). Cercurile se transformă tot în cercuri. (fig. 3.c). 
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FIG. 3 c

 Lungimea segmentelor se modica prin omotetie, multiplicându-se cu k iar aria suprafeţelor se modifică multiplicându-se cu k2. 
Într-adevăr, fie F o figură plană. Să considerăm încă o reţea de suprafeţe pătrate mărunte. 
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FIG. 4

Aria suprafeţei F este aproximativ egală cu suma ariilor pătratelor cuprinse în interiorul lui F. Eroarea de aproximare a ariei figurii F va fi cu atât mai mică cu cât sunt mai mărunte pătratele reţelei. Alegând pătrate destul de mici se poate obţine o eroare oricât de mică. Prin omotetie, reţeaua pătratelor trece într-o reţea de pătrate, iar figura F în figura F’ în interiorul căreia se vor cuprinde tot atâtea pătrăţele ale noi reţele câte pătrăţele ale reţelei iniţiale se cuprind în interiorul lui F. Aria suprafeţei F este aproximativ egală cu numărul pătrăţelelor cuprinse de ea, înmulţite cu aria unui pătrăţel. Dar aria fiecărui pătrat al figurii F’ este egală cu aria pătratului iniţial înmulţită cu 
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 ceea ce justifică faptul că aria figurii F’ este aproximată de 
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, unde S este aria figurii F. Ca exemplu de aplicaţie a omotetiei vom lua următoarea problemă: Să se înscrie în triunghiul dreptunghic ABC dreptunghiul BDEF având laturile într-un anumit raport dat.  
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FIG. 5

Vom construi la început dreptunghiul BD’E’F’ respectând raportul laturilor aşa încât vârfurile D’ şi F’ să fie pe laturile AB şi BC. Vom nota cu E punctul de intersecţie al dreptei BE’ cu latura AC a triunghiului. Se vede uşor că omotetia cu centrul în B şi raport 
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 mută dreptunghiul BD’E’F’ în dreptunghiul BDEF. Folosindu-ne de aceasta e uşor de construit acest dreptunghi. 
Uneori în geometrie se dovedeşte a fi util a se aplica o altă transformare numită omotetie axială. Fie d o dreaptă numită axă omotetică şi k un număr real pozitiv. Omotetia axială constă în faptul că fiecare punct A al planului trece în punctual A’ care se află pe dreapta PA perpendiculară pe dreapta d a.î. 
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. Toate punctele dreptei d prin omotetia axială de axă d rămân pe loc. Prin omotetia axială figura F trece într-o nouă figură F’ care nu mai este asemenea cu F. 
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                   FIG. 6 a                   FIG. 6 b                         FIG. 7
Omotetia axială are o serie de particularităţi, analoage particularităţilor omotetiei. Anume:
· Printr-o omotetie axială fiecare dreaptă trece într-o dreaptă

· Dacă o dreaptă l este paralelă cu axa omotetică şi se află faţă de ea la distanţa x, atunci trece în dreapta l’, deasemenea paralelă cu axa omotetică şi aflată la distanţa kx.
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                  FIG. 8 a                                                  FIG. 8 b

· Fie ca l să nu fie paralelă cu axa omotetică. Punctul de intersecţie al dreptei l cu axa omotetică îl notăm cu O. Prin omotetia axială punctul O rămâne pe loc. Fie A un punct arbitrar al dreptei l (diferit de O), A’ transformatul lui A prin omotetia axială şi deci 
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. Luăm pe dreapta l un alt punct B; Dacă B’ este un punct de intersecţie al perpendicularei BQ coborâtă din B pe axa de omotetie cu dreapta OA’, atunci: 
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, (decurge din asemănarea triunghiurilor OQB şi OPA, OQB’ şi OPA’) sau 
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. De aici se vede că prin omotetia axială punctul B trece în punctul B’. Deoarece B este un punct arbitrar al dreptei l, această dreaptă prin omotetia axială de axă d trece în dreapta OA’, care se va nota cu l’. 
· Prin omotetia axială drepte paralele trec în drepte paralele. Fie ca dreptele l şi m să fie paralele. Atunci ele nu au un punct comun. Dar în cazul acesta nici dreptele l’ şi m’ corespunzătoare prin omotetia axială nu au punct comun (care ar putea rezulta doar dintr-un punct comun al dreptelor l şi m) înseamnă că aceste drepte deasemeni sunt paralele. 
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FIG. 9

· Printr-o omotetie axială se menţine raportul segmentelor aflate pe o dreaptă. Dacă φ şi φ’ sunt unghiuri formate de o dreaptă l şi transformata sa l’ prin omotetia axială de axă d, atunci rezultă uşor că: 
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. De aici, deasemeni rezultă că dreptele paralele intersectând sub axa omotetică sub acelaşi unghi φ se transformă în drepte paralele intersectând axa omotetica sub acelaşi unghi φ’. Într-adevăr 
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după proprietatea dreptelor paralele 
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FIG. 10

· Prin omotetia axială aria figurilor se schimbă în raport egal cu raportul de omotetie k. Să privim figura F şi reţeaua de pătrate mărunte; aria figurii F este aproximativ egală cu suma ariilor pătratelor cuprinse în interiorul figurii F.  Vom considera că una din direcţiile liniilor reţelei este paralelă cu axa de omotetie. Prin omotetie axială reţeaua pătratelor trece în reţeaua dreptunghiurilor, aria fiecărui dreptunghi fiind egală cu aria pătratului corespunzător multiplicat cu k. (o latură a pătratului rămîne neschimbată iar lungimea celei dea doua se înmulţeşte cu k). În continuare se procedează ca la omotetia cu centru punctual. 
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FIG. 11

Exemplu de aplicaţie a omotetiei axiale.

Să se înscrie în triunghiul dreptunghic ABC dreptunghiul BDEF a.î. 
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FIG. 12

 Pentru rezolvare considerăm omotetia axială de axă BC având raportul de omotetie 
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. Triunghiul ABC va trece în triunghiul A’BC, la care: 
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 şi a cărui arie va fi egală cu kS (unde S este aria triunghiului ABC). Dreptunghiul BDEF trece prin aceasta transformare în dreptunghiul BD’E’F cu aria 
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 (conform proprietăţii g). Acum trebuie înscris în triunghiul dreptunghic A’BC dreptunghiul BDE’F cu aria 
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.  Acest lucru nu este greu de făcut căci: 
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 şi în consecinţă: 
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, dar pe de altă parte: 
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. Aici se foloseşte faptul că triunghiul A’BC şi triunghiurile asemenea lui A’D’E’ şi E’FC au aceaşi arie. Astfel vom obţine: 
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. Acum cunoscând lungimea segmentului BE’, fără greutate vom afla punctul E’, iar apoi se construieşte dreptunghiul BD’E’F înscris în triunghiul A’BC şi dreptunghiul BDEF înscris în triunghiul ABC. În funcţie de mărimea d problema poate avea două, una sau nici o soluţie. Soluţia geometrică a acestei probleme, nefolosind omotetia axială este necunoscută. Opus omotetiei centrale (cu centru) omotetia axială nu transformă cercul în cerc. Cercul, prin omotetia axială se transformă într-o altă curbă, numită elipsă.
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FIG. 13

 Folosind particularităţile a)-g) ale omotetiei axiale, se pot scoate şiruri de particularităţi geometrice ale elipsei, însă acest lucru iese din limitele prezentei lucrări.
2. Cotitura hiperbolică
În continuarea expunerii un mare rol are grafica dependenţei invers proporţionale, adică curba de ecuaţie: 
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 sau xy=a. Această curbă se numeşte hiperbolă. (vezi desenul 14).
[image: image35.jpg]



FIG. 14

 Este evident că cu cât este mai mare x cu atât este mai mic y şi invers: dacă 
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. Din punct de vedere geometric aceasta înseamnă ca hiperbola se apropie nelimitat de axele de coordonate, niciodată intersectându-se cu ele. Dreapta faţă de care o oarecare curbă se apropie nelimitat fără să o atingă se numeşte asimptotă a acestei curbe. Astfel axele de coordonate constituie asimptote ale hiperbolei. Hiperbola se compune din două ramuri care la 
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 sunt aşezate în cadranele I şi respectiv III. Ecuaţia xy=a are sens geometric simplu: Aria dreptunghiului MQOP, mărginit de axele de coordonate şi de paralelele la axele de coordonate ce trec printr-un punct al hiperbolei este egală cu a, adică nu depinde de alegerea punctului M. Este într-adevăr evident că OP=x, PM=y şi 
[image: image41.wmf]a

xy

PM

OP

S

MQOP

=

=

×

=

. Dacă numim dreptunghiul MQOP dreptunghi coordonant al punctului M atunci se poate spune că hiperbola este locul geometric al punctelor aflate în cadranele I şi III ale sistemului de axe de coordonate pentru care dreptunghiul coordonant are arie constantă. Hiperbola are ca centru de simetrie originea sistemului de axe de coordonate. Dovada acestei afirmaţii decurge din faptul că dreptunghiurile coordonante sunt simetrice relativ la O, MQOP şi M’Q’OP’ (des. 15) au arii egale. Hiperbola are deasemeni două axe de simetrie, bisectoarele I şi II ale axelor de coordonate (dreptele aa’ şi bb’, vezi fig 16). 
Într-adevăr, dreptunghiurile cordonante simetrice faţă de aa’, MQOP şi 
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 au arii egale, deasemeni şi dreptunghiurile coordonante MQOP şi 
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 simetrice faţă de bb’, au arii egale. Centrul simetriei O şi axele de simetrie aa’ şi bb’ adeseori sunt numite simplu centru şi axe ale hiperbolei, punctele A şi B, în care hiperbola se intersectează cu axa aa’ sunt numite vârfurile hiperbolei. 

Fie hiperbola de ecuaţie xy=a. Efectuăm omotetia axială a planului la axa Ox şi raport k. În felul acesta hiperbola xy=a se transformă în hiperbola xy=ak, căci abscisa x fiecărui punct rămâne neschimbată, iar ordoonata y se înlocuieşte cu yk.
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 Efectuăm apoi încă o omotetie axială cu axa Oy şi raport 
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. În felul acesta hiperbola xy=ak trece în xy=a, oordonata fiecărui punct la această nouă transformare nu se schimbă, iar abscisa x trece în 
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. Astfel vedem că prin compunerea celor două transformări ale planului, hiperbola xy=a se invariază. Compusa celor două transformări a planului este o transformare numită cotitură (sau viraj) hiperbolică.
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FIG. 17

 Denumirea de cotitură hiperbolică este legată de faptul că la o asemenea transformare toate punctele hiperbolei “alunecă în curbă”, (des. 17). Punctul M la început trece în punctul M1, iar apoi punctual M1 trece în punctul M’, adică cotitura hiperbolică trece punctul M al hiperbolei în punctul M’ al aceleiaşi hiperbole. Această poziţie este analoagă învârtirii circumferinţei – hiperbola parcă se învârteşte, se întoarce.
Remarcăm următoarele particularităţi ale cotiturii hiperbolice:

a) La această transformare fiecare dreaptă trece într-o dreaptă (consecinţa proprietăţii a) din paragraful 1)

b) Axele de coordonate se invariază la această transformare căci ele se invariază la fiecare din cele două omotetii axiale.

c) La cotitura hiperbolică dreptele paralele trec în drepte paralele (urmare a particularităţii b) din paragraful 1)

d) La cotitura hiperbolică se menţine relaţia segmentelor ce se află pe aceiaşi dreaptă. (urmare a particularităţii c) din paragraful 1).
e) La cotitura hiperbolică se menţine aria figurilor (căci la prima omotetie axială aria unei figuri se înmulţeşte cu k, iar la a doua omotetie axială se împarte cu k. (vezi particularitatea d) din paragraful 1). 

Este foarte important de observat că cu ajutorul cotiturii hiperbolice se poate trece fiecare punct al hiperbolei în oricare altul. Într-adevăr prima omotetie axială trece punctul  (x,y) al hiperbolei xy=a, în punctul (x,yk) al hiperbolei xy=ak şi apoi a doua omotetie axială îl duce mai departe în punctul (
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,yk) al hiperbolei iniţiale, vezi desenul 17. Astfel ca rezultat al cotiturii hiperbolice punctul (x,y) trece în punctul (
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,yk). Se poate arăta acum că, cu ajutorul cotiturii hiperbolice corespunzătoare putem trece punctul (x,y) al hiperbolei în orice alt punct (x1,y1) al aceleiaşi hiperbole; pentru aceasta e suficient a alege k a.î.: 
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Câteva proprietăţi ale hiperbolei.

Folosind cotitura hiperbolică se pot dovedi o serie de particularităţi geometrice interesante ale hiperbolei. Vom defini mai întâi noţiunea de coardă şi hiperbolă tangenţială.
Dreapta care intersectează hiperbola în două puncte se numeşte secantă a hiperbolei; segmentul de dreaptă cuprins între punctele de intersectie ale dreptei cu hiperbola se numeşte coardă a hiperbolei. Secantele hiperbolei (ca şi coardele) pot fi de două feluri; 

1) secante care intersectează o singura ramura a hiprbolei

2) secante care intersectează ambele ramuri ale hiperbolei

Să urmărim o oarecare secantă de primul gen. Printre dreptele paralele ale acestei secante vor fi din acelea care intersectează hiperbola în două puncte; vor fi drepte care nu intersectează hiperbola; în sfârşit două dintre aceste drepte numite tangente la hiperbolă vor avea un punct comun cu hiperbola fig. 18 b. La cotitura hiperbolică coarda UV a hiperbolei trece într-o nouă coardă U’V’ astfel încât dacă U şi V aparţin aceleiaşi ramuri (sau la ramuri diferite) atunci şi U’ şi V’ sunt pe aceiaşi ramură (sau pe ramuri diferite). Într-adevăr punctele U şi V ale hiperbolei trec în punctele U’ şi V’, unde de exemplu U’ aparţine aceleiaşi ramuri ca şi U. Fig. 19.
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                              FIG. 18 a                                                          FIG. 18 b

Obsevaţie: Tangenta la hiperbolă poate fi definită deasemeni ca o dreaptă, având cu hiperbola un punct comun, neparalelă faţă de asimptotă. (fiecare dreaptă paralelă cu asimptota intersectează hiperbola într-un singur punct, dar nu constitue o tangentă.). 

O tangentă la hiperbolă într-un punct M se transformă prin cotitura hiperbolică tot într-o tangentă la hiperbolă în punctul M’ care este corespondentul lui M prin această cotitură hiperbolică. 
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FIG. 19

Pentru justificare să urmărim coarda UV şi dreapta paralelă cu UV tangentă la hiperbolă în M. Prin cotitura hiperbolică coarda UV se transformă în coarda U’V’, iar tangenta la hiperbolă va trece în tangenta în M’ la hiperbolă. Fig 19.
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FIG. 20

Să trecem acum la demonstrarea proprietăţilor hiperbolei.

1) Segmentul tangentei la hiperbolă, cuprins între asimptotele curbei are punctul de tangenţă cu hiperbola la mijloc.
Deoarece bisectoarea aa’ a cadranului I este axă de simetrie a hiperbolei, Fig. 20 atunci segmentul K0L0 al tangentei în vârful A, închis între axele coordonatelor are mijlocul în punctul A; segmentele AK0 şi AL0 trec unul în altul la simetria referitoare la axa aa’. Fie acum KL segment de tangentă la hiperbolă într-un punct oarecare M al ei. Efectuăm cotitura hiperbolică, trecând punctul M în punctul A. Este evident că tangenta în M trece în tangenta în A. Mai departe segmentul KL trece în segmentul K0L0 (vezi proprietăţile a) şi b) de la paragraful 2), astfel M este mijlocul segmentului KL, ceea ce trebuia dovedit.
2) Aria unui triunghi format de axele de coordonate şi o tangentă la hiperbolă este constantă. 

Pentru demonstraţie să urmărim triunghiul KOL format de tangenta la hiperbola xy=a în punctul M şi axele de coordonate. Des. 20. Cotitura hiperbolică care transformă punctul M în punctul A va transforma triunghiul KOL triunghiul K0OL0, unde K0L0 e tangentă la hiperbolă în punctul A. De aici conform proprietăţii e) din paragraful 2 avem:
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, adică aria triunghiului KOL nu depinde de alegerea punctului M, ceea ce s-a cerut a se dovedi. Din proprietăţile 1 şi 2 decurge că o ramură a hiperbolei poate fi definită ca loc geometric al mijloacelor segmentelor având extremităţile pe axele de coordonate şi formează cu axele de coordonate triunghiuri de aceaşi arie. Des. 21.
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FIG. 21

3) Mijloacele tuturor coardelor paralele ale hiperbolei sunt pe o dreaptă ce trece prin centrul hiperbolei. 
Fie UV0 o coardă oarecare a hiperbolei, S- mijlocul ei, T – punctul de intersecţie al dreptei OS cu hiperbola desenul 22.
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FIG. 22 a
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FIG. 22 b

Efectuăm cotitura hiperbolică ce transformă punctul T în vârful A al hiperbolei. Dreapta OT va trece în axul aa’ al hiperbolei, coarda UV va trece în coarda U0V0 care se intersectează la mijloc cu axa de simetrie aa’ deoarece U0V0 este perpendicular pe aa’. Dacă U0V0 nu ar fi perpendiculară pe aa’ vom considera coardele U0Z şi V0W, perpendiculare pe aa’ – axa de simetrie a hiperbolei. Trapezul U0ZV0W0 este un trapez isoscel, având dreapta aa’ ca axă de simetrie. Dar axa de simetrie a trapezului isoscel nu poate împărţi în jumătăţi diagonala lui (des 22 b, V0S0=S0R<S0U0) ceea ce duce la contradicţie. Toate coardele paralele UV trec în coarde paralele U0V0, adică perpendiculare pe axa de simetrie aa’ a hiperbolei. Mijloacele tuturor acestor coarde sunt pe dreapta aa’. De aici rezultă că mijloacele tuturor coardelor paralele UV sunt pe dreapta OT ceea ce se cerea.
Fiecare dreaptă ce trece prin centrul hiperbolei se numeşte diametrul hiperbolei (analog faptului că diametrele cercului sunt dreptele ce trec prin centru cercului). În cazul hiperbolei prin diametru vom înţelege toată dreapta şi nu doar segmentul ei cuprins între ramurile hiperbolei. Diametrul hiperbolei ce împarte în jumătate toate cooardele direcţiei date se numeşte cuplat (legat) de aceste coarde; invers, coardele se numesc cuplate de diametrul ce le împarte în jumătate. Prin urmare vom putea vorbi de razele hiperbolei, înţelegând prin aceasta segmentul de diametru plecând de la centrul hiperbolei până la punctul de intersecţie al diametrului cu hiperbola (adică razele hiperbolei se determină în mod analog razelor cercului). 
Să remarcăm că în cerc există o proprietate analoagă proprietăţii 3 a hiperbolei. Mijloacele tuturor coardelor paralele între ele în cerc, sunt pe o dreaptă ce trece prin centrul cercului (sunt pe diametrul cercului perpendicular pe coarde) fig 23.
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FIG. 23

4) Paralelele la axele de coordonate ce trec prin capetele unei coarde ale unei hiperbole se intersectează pe diametrul cuplat cu această coardă.

Fie UV o coardă arbitrară a hiperbolei; S – mijlocul ei, T – punctul de intersecţie al dreptei OS cu hiperbola des. 24. Vom efectua cotitura hiperbolică, ce transformă punctul T în vârful A al hiperbolei. Coarda UV va trece în coarda U0V0 perpendiculară pe axa aa’ (vezi proprietatea 3). 
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FIG. 24

Dreptele UR şi VR paralele cu axele de coordonate trec în dreptele U0R0 şi V0R0 paralele cu axele de coordonate (vezi proprietăţile b) şi c) din paragraful 2). Deoarece aa’ este axa de simetrie a hiperbolei şi bisectoarea I a axelor de coordonate, atunci punctul R0 se află pe OA şi deci şi punctul R se va afla pe OT, ceea ce trebuia demonstrat.
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FIG. 25 a

5) Tangentele la hiperbolă la capetele unei coarde arbitrare se intersectează pe diametru cuplat la acea coardă. (des 25 a). Demonstraţia acestei proprietăţi este perfect analoagă proprietăţii anterioare (des 25 b).
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FIG. 25 b

 Observăm că şi cercul posedă o proprietate analoagă: tangentele la cerc la capetele unei coarde arbitrare se intersectează pe diametrul cercului perpendicular pe această coardă. (des 25 b).

Capitolul II
Funcţii hiperbolice
§. 1. Echilibrarea hiperbolei raportată la axe.
Fie ca şi până acum hiperbola de ecuaţie xy=a şi M(x,y) un punct al hiperbolei. Schimbăm acum axele de coordonate ale sistemului astfel încât noile axe vor fi axele aa’  şi bb’. Coordonatele punctului M le vom nota cu X şi Y. Vom exprima vechile coordonate x şi y prin cele noi, X şi Y. Vom nota proiecţia punctului M pe axa aa’ cu N iar proiecţiile punctelor M şi N pe axa Ox şi Oy le vom nota corespunyător prin P,Q şi K,L des 26. 
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FIG. 26

Atunci: 
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Dar OP=x, OQ=y, ON=X, NM=Y şi vom avea:
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Vom pune în formula xy=a valorile obţinute şi vom avea:
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 sau X2-Y2=2a.
Ecuaţia precedentă se numeşte forma echilibrată a ecuaţiei hiperbolei. Hiperbola: X2-Y2=1 se numeşte hiperbola unitară echilibrata şi este analoagă cercului unitar: X2+Y2=1. Hiperbola: 
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 este echivalentă cu hiperbola unitara echilibrata.
§5. Definiţia şi proprietăţile de bază ale funcţiilor hiperbolice.

Vom trece acum nemijlocit la construirea teoriei funcţiilor hiperbolice, în multe privinţe analoage teoriei obişnuitelor funcţii trigonometrice (circulare). Pentru a sublinia analogia dintre funcţiile circulare şi cele hiperbolice, aproape permanent vom face expunerea prin două coloane: la stânga vom enumera situaţiile cunoscute din teoria funcţiilor trigonometrice circulare, iar la dreapta vom expune teoria funcţiilor hiperbolice.
[image: image71.jpg]



                            FIG. 27 a                                            FIG. 27 b

	Cercul unitar
	Hiperbola unitară

	X2+Y2=1
	X2-Y2=1

	Unghiul a (măsurat în radiani) cuprins între razele OA şi OM este numărul egal cu lungimea arcului AM sau numărul egal cu dublul ariei sectorului de cerc OAM.
	Unghiul hiperbolic t cuprins între două raze OA şi OM ale hiperbolei este egal cu dublul ariei suprafeţei determinate de raze şi hiperbolă

	Coborâm din punctul M al cercului perpendiculara MP pe diametrul OA; în punctul A, construim o tangentă la cerc care se intersectează cu OM în punctul N. Segmentul PM al perpendicularei este linia sinusului, segmentul OP al diametrului este linia cosinusului şi segmentul AN al tangentei este linia tangentei. Lungimile segmentelor PM, OP şi AN sunt corespunzător egale cu sinusul, cosinusul şi tangenta unghiului a: 
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	Vom duce din punctul M al hiperbolei perpendiculara MP pe diametrul OA – axa de simetrie a hiperbolei, ce intersectează hiperbola în punctul A, vom duce o tangentă la hiperbolă până la intersecţia cu diametrul OM în punctul N. Segmentul PM al perpendicularei se numeşte linia sinusului hiperbolic, segmentul OP al diametrului – linia cosinusului hiperbolic, iar segmentul AN al tangentei – linia tangentei hiperbolice. Lungimile segmentelor PM, OP şi AN se numesc corespunzător sinus, cosinus şi tangentă hiperbolică a unghiului hiperbolic t şi se notează: 
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Se ştie că funcţiile trigonometrice circulare sunt periodice având perioada egală cu 
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. Contrar acestora funcţiile hiperbolice nu sunt periodice.

Observaţie: Definiţiile anterioare au proprietatea că funcţiile trigonometrice circulare nu se modifică la o rotaţie a sectorului circular în jurul lui O. Analog acestui fapt unghiul hiperbolic t şi funcţiile hiperbolice ale sale nu se modifică la cotitura hiperbolică a figurii ADM (vezi paragraful 2 cap I).
Rapoartele: 
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 uneori se numesc: cosecantă hiperbolică, secantă hiperbolică şi cotangentă hiperbolică.

Unghiul hiperbolic t se poate schimba de la 0 până la ∞. 

Pentru a demonstra aceasta (adică a demonstra că suprafaţa sectorului hiperbolic AOM poate fi oricât de mare) să urmărim un unghi hiperbolic oarecare AOM1 de mărime t1. Efectuăm cotitura hiperbolică ce trece punctul A în punctul M1; fie ca astfel punctul M1 să treacă în M2, M2 în M3, M3 în M4 şi aşa mai departe. (des 28). 
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FIG. 28

Conform proprietăţii e) din §2, cap. I, ariile sectoarelor hiperbolice AOM1, M1OM2, M2OM3, M3OM4 sunt egale între ele, prin urmare unghiurile hiperbolice AOM1, AOM2, AOM3, AOM4, ..., sunt corespunzător egale cu t1, 2t1, 3t1, 4t1, ..., şi de aici concluzia că unghiul hiperbolic poate fi oricât de mare. 
Din definiţia funcţiilor hiperbolice des. 27 b, se vede uşor că la schimbarea unghiului hiperbolic t de la 0 la ∞ cht se scimbă de la 1 la ∞ şi tht se schimbă de la 0 la 1. Dacă în perfectă analogie cu funcţiile circulare se consideră unghiul AOM1 (des. 27 b) drept negativ, egal cu – t1, şi se presupune:

Sh(-t1)=- M1P1=- sht1, ch(-t1)=OP1=cht1, th(-t1)= - N1A= - tht1, atunci graficele funcţiilor hiperbolice pot avea aspectul reprezentat in des. 29. Observăm încă faptul că sh0=th0=0, iar ch0=1. (analog faptului că sin0=tg0=0, iar cos0=1.
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FIG. 29

Vom evidenţia acum dependenţele de bază dintre funcţiile trigonometrice circulare şi cele hiperbolice.
	Din asemănarea triunghiurilor OMP şi ONA (des. 27 a) rezultă: 
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 (I). Mai departe, coordonatele punctului M al cercului sunt OP=x, PM=y. Ecuaţia cercului este x2+y2=1. Prin urmare OP2+PM2=1, sau cos2a+sin2a=1,    (II). Din (II) prin împărţire cu cos2a, respectiv sin2a, se obţin formulele: 
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	Din asemănarea triunghiurilor OMP şi ONA (des. 27 b) rezultă: 
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, (căci OA=1); Pentru punctul A, y=0, şi în consecinţă: OA2=X2=1+Y2=1, iar 
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. Mai departe coordonatele punctului M al hiperbolei sunt OP=x, PM=y. Ecuaţia hiperbolei unitare echilibrate este: 
X2-Y2=1. Prin urmare: OP2-PM2=1 sau ch2t-sh2t=1    (II). Din (II) prin împărţire mai întâi cu ch2t şi apoi cu sh2t vom obţine:
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§3. Formulele de compunere (adunare)
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                            FIG 30 a                                                FIG. 30 b
Vom da acum formulele de compunere pentru funcţiile circulare şi hiperbolice.

	Fie o rotaţie în jurul unui punct O care duce razele OA şi OM ale cercului în razele OA’ şi OM’ des. 30 a. Fie ca în continuare liniile PM şi OP ale sinusului şi cosinusului unghiului MOP să treacă în segmentele P’M’ şi OP’; evident M’P’ este perpendiculară pe diametrul OA’. Deoarece P’M’=PM şi OP’=OP (rotaţia nu schimbă lungimea unui segment) deci din egalităţile: 
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Fie acum 
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FIG. 31 a

Vom duce din punctele M şi M’ perpendicularele MP şi M’Q pe OA; în continuare, din punctul M’ vom duce perpendiculara M’P’ pe OM, şi din punctul P’ perpendiculara P’D pe M’Q şi P’K pe OA. În fiecare caz avem: 
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Triunghiurile OMP şi OP’K sunt asemenea: ambele sunt dreptunghice şi au unghi comun.
Triunghiurile OMP şi M’P’D sunt asemenea: ambele sunt dreptunghice şi 
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 ca unghiuri cu laturi reciproc perpendiculare.

Evident: 
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Din asemănarea triunghiurilor OMP şi OP’K rezultă: : 
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. Din asemănarea triunghiurilor OMP şi M’P’D rezultă: 
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Considerăm acum că 
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Din formulele V, VI şi formulele I şi II ale paragrafului precedent reies deja toate celelalte formule ale trigonometriei circulare. Aşa de exemplu avem: 
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Simplificând cu 
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Dacă 
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Din formulele V şi VI găsim: 
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Din XI şi XII prin împărţire se obţine:
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Vom mai exprima 
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 prin tangentele semiunghiului. Din formulele VIII, X şi III rezultă: 
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	Fie ca cotitura hiperbolică să treacă razele OA şi OM ale hiperbolei (A- vârful hiperbolei; unghiul hiperbolic AOM=t) în razele OA’ şi OM’, des. 30 b. Fie în continuare liniile PM şi OP ale sinusului şi cosinusului hiperbolic al unghiului t care vor trece în segmentele P’M’ şi OP’. Dacă 
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Cu alte cuvinte coardele 
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         des. 30 b. În virtutea proprietăţii 4 paragraful 3 cap. I, punctele R şi R’, aparţin diametrelor OA şi OA’. 

Deoarece 
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FIG. 31 b

Fie acum unghiurile hiperbolice AOM şi MOM’ egale cu t şi u des. Xxxx. Vom duce din punctele M şi M’ perpendicularele MP şi M’Q pe OA, apoi din punctul M’ ducem o coardă 
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Din formulelele (V) şi (VI) şi formulele I şi II, ale paragrafului precedent se pot obţine toate celelalte formule ale trigonometriei hiperbolice. Aşa de exemplu avem: 
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Dacă u=t, atunci formulele V, VI şi VII devin: 
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Din formulele V, VI găsim:
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Din XI şi XII prin împărţire se obţine:
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Vom mai exprima sht, cht şi tht prin tangenta hiperbolică a semiunghiului. Din formulele VIII, IX şi III urmează:
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Vom remarca că la extragerea formulei de compunere pentru funcţiile hiperbolice nu era nevoie de a reaşeza primul unghi t de la axa de simetrie OA a hiperbolei.
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FIG. 32

 Aproape exact ca mai sus putem scoate formulele V şi VI şi în cazul aşezării arbitrare a diametrului OA ( Des. 32), unde unghiurile hiperbolice AOM şi MOM’ au măsurile t şi u MP şi M’Q sunt cuplate – OA, M’P’ este cuplat cu OM şi în consecinţă: 
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 de unde vor rezulta formulele V şi VI ca şi mai sus.
CAPITOLUL III

Legătura cu logaritmii

§.1 Teoria geometrică a logaritmilor
Să urmărim hiperbola xy=1. des 33. 
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FIG. 33

Vom lua la această hiperbolă două puncte arbitrare M şi N şi vom coborî din ele perpendicularele MP şi NQ pe axa Ox. Vom lua trapezul curbiliniu PQNM. Aria acestui trapez depinde de abscisele OP=x1 şi OQ=x2. 

Vom demonstra înainte de toate că aria lui PQNM depinde doar de raportul 
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Vom efectua cotitura hiperbolică ce transferă MP în M’P’. În virtutea proprietăţii d) paragraful 2, cap I, punctul Q va trece în punctul 
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 coincid. Deci NQ va trece în N’Q’ şi trapezul curbiliniu PQNM va trece în trapezul curbiliniu P’Q’N’M’ şi prin urmare conform proprietăţii e) paragraful 2, cap I, 
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Evident S(z) este aria trapezului, mărginită de hiperbolă, axa absciselor şi de dreptele x=1 şi x=z (căci 
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Funcţia S(z) este determinată pentru fiecare z mai mare decât 1. Din interpretarea sa geometrică rezultă că aceasta este o funcţie strict crescătoare (dacă 
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) şi continuă. Este firesc a considera că S(1)=0. Trapezul degenerează în segment. Pentru y suficient de mare, valoarea S(z) poate fi cât se poate de mare (demonstraţia acestei afirmaţii este analogă cu demonstraţia faptului că unghiul hiprbolic poate fi oricât de mare. De aici rezultă că există un număr z>1, a.î. S(z)=1. Acest număr ulterior poate avea un rol însemnat şi-l vom nota cu e. Aşadar S(e)=1, (des. 34.) 
Să aflăm acum formula pentru funcţia S(z). Vom demonstra mai înainte că pentru oricare două numere z1 şi z2 supraunitare avem: 
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Dacă de exemplu z1=1, atunci relaţia devine evidentă deoarece S(1)=0

[image: image214.jpg]



FIG. 34

Într-adevăr S(z1) este aria trapezului curbiliniu KP1M1A unde OK=1, OP1=z1
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FIG. 35

 (des. 35); S(z2) – aria trapezului curbiliniu KP2M2A, unde OP2=z2, sau aria trapezului P1QNM1 unde OQ=z1z2 (căci 
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, ceea ce trebuia demonstrat.
Folosind relaţia obţinută se poate demonstra că pentru fiecare număr pozitiv a,
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Să analizăm separat o serie de cazuri:

Dacă a=n număr întreg atunci succesiv se obţine:
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Dacă 
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Dacă 
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În fine, dacă a este iraţional, atunci za se defineşte ca limită a numerelor :
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Fie acum z un număr arbitrar, mai mare ca 1. Evident, 
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 , unde ln este logaritmul natural (cu baza e). Deoarece e>1 şi lnz>0 (căci z>1) avem:
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Aşadar în final avem: S(z)=lnz.

Aceasta şi este formula pe care voiam s-o obţinem. Din ea decurge, că aria trapezului curbiliniu, PQNM, mărginită de hiperbola 
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Neper şi Burgi, independent unul de celălalt, au ajuns la logaritmul cu baza e (şi nu la baza 10, ceea ce ar fi fost, se pare mai simplu). Această definire “geometrică” a logaritmilor se leagă de faptul că logaritmul natural adeseori apare în probleme de matematică şi fizică la prima vedere părând a nu avea nici un fel de legătură cu funcţia logaritmică.

Să aproximăm numărul e. Aria S(2) a trapezului curbiliniu KPMA, OK=1, OP=2, este mai mică decât a unui dreptunghi 
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FIG. 36

Se poate aproxima numărul e şi mai exact. Să urmărim trapezul curbiliniu KPMA, unde OK=1, 
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Aria acestui trapez este egală după demonstraţia de mai sus cu 
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Din inegalitatea: 
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Aceste ultime inegalităţi permit aproximarea lui e cu orice grad de exactitate: trebuie doar să dăm lui n valori destul de mari. Aşa de exemplu, luând n=100, obţinem:
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Această formulă adeseori se ia drept definiţie a numărului e.

Mai remarcăm că formula (*) poate fi generalizată în felul următor:
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Demonstrarea formulei anterioare aproape că nu diferă de a formulei (*). Presupunem că pe desenul 36, 
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Perfect analog se poate demonstra că formula (**) este justă şi pentru valori negative ale lui a. Fie ca pe des. 36, 
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Vom clarifica în încheiere cu ce este egală aria trapezului PQNM, mărginită de o hiperbolă arbitrară xy=a, axa absciselor şi dreptele x=x1, x=x2 (des 37).
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FIG. 37

 Vom efectua omotetia cu centru în O şi coeficient 
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§ Exprimarea analitică a funcţiilor hiperbolice

Să urmărim din nou hiperbola unitară 
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Coordonatele punctelor M şi A în sistemul coordonatelor, având asimptotele hiperbolei drept axe de coordonate vizibil sunt egale corespunzător lui 
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FIG. 38

În continuare nu e greu de văzut că ariile trapezelor curbilinii QKAM şi RLAM sunt egale între ele şi egale cu aria sectorului hiperbolic OAM. Evident, după definirea hiperbolei ariile dreptunghiurilor coordonatoare ale punctelor M şi A sunt egale: 
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Deoarece hiperbola unitară în sistemul coordonatelor ale cărui axe coincid cu asimptotele are ecuaţia 
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În mod analog avem: 
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Prin formulele (*) şi (**) se stabileşte legătura dintre funcţiile hiperbolice şi logaritmii naturali. Din aceste formule obţinem:
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Aceasta este expresia analitică pentru funcţiile hiperbolice. Prin ele în mod obişnuit se şi definesc funcţiile hiperbolice în învăţământul superior.

Aşa de exemplu:
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Analog se pot scoate şi alte formule. Pentru a obţine din formulele (1)-(2) corolare ulterioare, vom transforma formula (**) a paragrafului precedent.
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unde : 
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Înlăturăm acum din suma 
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De aceia suma 
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Să presupunem că: 
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Notăm 
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Deoarece raportul 
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În definitiv: 
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Substituind în formula (***) a=t şi a=-t avem:
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Ţinând cont de (1) şi (2) vom obţine:
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Formulele (4) şi (5) permit calcularea valorilor sht şi cht (si 
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§ 3. Formula lui Euler
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FIG. 39

De aici obţinem:
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Să comparăm această expresie cu:
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Dar la 
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Ne rămâne doar să apreciem expresiile:
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.  În virtutea formulei (**) avem:
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 şi în formula analoagă formulei (a) semnele inegalităţii trebuie înlocuite cu cele contrare (opuse). În continuare demonstraţia rămâne cea dinainte. Astfel la orice 
[image: image381.wmf]b



[image: image382.wmf]1

2

1

1

lim

2

2

2

2

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

+

+

¥

®

n

n

n

n

n

b

b

a

 şi înseamnă: 
[image: image383.wmf]b

b

e

R

   

,

1

=

=

e

R


Trecem acum la definirea lui 
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Acum putem verifica că definiţia numărului complex 
[image: image395.wmf]a

e

 este reuşită. Într-adevăr această definiţie satisface două cerinţe de bază, şi anume:
1) Definiţia numărului 
[image: image396.wmf]a

e

, cu a complex, conţine definiţia lui 
[image: image397.wmf]a

e

 cu a real
2) Este satisfăcută proprietatea de bază a puterilor


[image: image398.wmf]2

1

2

a

a

a

a

e

e

e

a

+

=

×


În realitate dacă: 
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Vom substitui în expresia obţinută pentru 
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Şi deoarece 
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Aceasta este formula lui Euler, ce stabilişte legătura între funcţiile trigonometrice şi funcţia indicatoare. Leonard Euler 1707-1783 este cel mai mare matematician al secolului XVIII, membru al Academiei ruse de ştiinţe, a trăit şi muncit la Petersburg. Din formulele (1) şi (2) se pot obţine corolare ulterioare. În adevăr, vom substitui în formula (***) valorile 
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Ţinând seama de formulele (1’) şi (2’) vom obţine de aici:
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Formulele (4’) şi (5’) permit calcularea valorilor 
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 fixat, cu orice grad de exactitate. Pentru aceasta trebuie luaţi destul de multi termeni ai şirurilor nesfârşite corespunzătoare. Parţial cu ajutorul acestor formule se alcătuiesc tabelele funcţiilor trigonometrice.
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