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Matematica...altfel (partea a XII-a)
loan Dancila, Bucuresti

Numarul 11

Cel mai mic numar prim de doud cifre, cel mai mic numar

palindromic. Mai mult, numerele 11211%,11* sunt si ele numere
palindromice. Numerele palindromice cu un numar par de cifre sunt toate
divizible cu ... 11. In teoria numerelor, un numar prim pse numeste

numar prim Sophie Germain dacd si 2p+1 este numar prim; printre

primele numere de acest fel se regiseste si 11: 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, ...
(care este urmatorul ?). Deasemenea, o pereche de numere prime se
numeste Sexy prime pair daca este de forma (p,p+6)si astfel 11 face

parte din doua astfel de perechi.

Istoria ne aminteste de numarul 11, in primul rand poate pentru ca
primul rdzboi mondial s-a incheiat la ora 11, in ziua a 11-a a lunii 11 a
anului 1918 (dupa ce a facut 11 milioane de victime!). Apoi, primul zbor
cu un aparat mai greu decat aerul, a lui Orville (unul dintre fratii Wright),
a durat 11 secunde; primul echipaj uman a ajuns pe Lund cu nava spatiala
Apollo 11.

Numarul 11 este obsesiv legat de simbolurile Canadei: 11 varfuri
are frunza de artar de pe drapelul Canadei, 11 muchii are moneda de un
dolar canadian, orologiul de pe biletele emise de banca Canadei indica ora
11. Numarul 11 este si un numar cheie in Divina Comedie, Tntr-o echipa
de fotbal sunt 11 jucatori, ciclul de activitdti magnetice ale Soarelui
dureaza 11 ani, existd vitamina B;; (vitamina apetitului).

Sa revenim insa la matematica: Exista 11 tipuri de desfasurare a
unui cub. Poligonul regulat cu 11 laturi nu poate fi construit numai cu

rigla si compasul. Deoarece 11=2+3+6si 1 + 1 + 1 =1, numarul 11
2 3 6

este considerat bun. Numarul 11 face parte din seria lui n: 2, 5, 11, 17, 41

pentru care x?

laOla n-1.

— X+ nare valori numere prime pentru orice x natural de



Numarul 11 deschide seria de numere naturale alcatuite numai
din cifre de 1. 111..1 si care sunt numere prime:
if
n cirre

ne {11,19, 23,317,1031,...} .

Chestiuni poate interesante si generatoare de idei poate pentru
propuneri de probleme:

1243°+3 132433 +3% i 113 =51+1. lar cand autorul acestor randuri
a numdrat literele numelui sau ....

Matematica universalis
(probleme rezolvate si comentate din reviste striaine)

Prof. Dr. Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

Cand i-am propus profesorului Dragomir, un admirabil
propunator de probleme si ,,fauritor de reviste”, o rubrica cu acest titlu, nu
stiam la ce sarcind ingratd si dificila m-am angajat. Dificultatile provin
din multitudinea de reviste de matematicad elementara care exista in acest
moment 1n lume si, ca pasionat de matematica, nu stii asupra cireia sa
zabovesti cu lectura. Sarcina mi S-a parut ingratd pentru ca trebuie sa
impac gustul cititorilor, dacéd vor fi, si al editorului cu slabiciunile celui
care scrie aceste randuri.

Rubrica de fatd va contine rezolvarea si comentarea a trei
probleme publicate in reviste din strainatate. Problemele vor fi distribuite
pe grupe de clase. Orice sugestie din partea cititorilor este bine venita si
marturisesc cd 1mi doresc un schimb de mesaje la adresa
marinescuds@gmail.com.

Clasa a Vll-a si clasa a Vlll-a.

Problema B. 4484 din revista KéMal (Math. anal.Phisical Journal for
secondary Schools, Nov. 2012)

Sd se arate cd nu existd numere naturale nenule x,y,z cu z >1 astfel ca
1+2+2%+.. 42X =y,

Solutie: Cu ajutorul unei egglit cunoscute egalitatea revine la
2x+1 1= yz (1)


mailto:marinescuds@gmail.com�

(in cazul in care egalitatea amintid nu face parte din arsenalul nostru de

luptd impotriva problemelor, atunci, notdnd S=1+2+ 22 +..+2% avem
i S=25-S=2+224+..+2_1-2-22_ _2%=2""_1  adic

egalitatea pomenita).

In mod cert, din (1) deducem ca y este un numar impar. Daca z este par,
atunci z>2 si avem & y?=(2k +1)?P =4s+1 si astfel egalitatea (1)

revine la 2**' =4s+2, adiai 2% =2s+1egalitate imposibiki pentru ci
x>1. In concluzie, z si y sunt impare si in consecitt eg alitatea (1)

devine 2 =(y+1)(y*t-y?+..—y+1). Cum, in ultima egalitate a

doua parantezd a membrului drept este un numér impar (ca o sumi cu un

2X+1

numar impar de numere impare), deducem ca y-+1= si atunci

yl<y=2"1_1=142+..+2%, de unde y=1. Deoarece pentru y=1
egalitatea este imposibila, concluzia problemei se impune.

Cateva comentarii se impun a fi ficute legat de aceastd problema.
Tn primul rand, problema nu stluceste prin origi nalitate. Astfel de
probleme au apirut si in revistele de specialitate din Romania. Ceea ce
face din ea o problema instructiva si atractiva este rationamentul aritmetic
si algebric la care trebuie apelat pentru solutionarea ei. Speram cé cititorii
vor gasi motive de satisfactie dupa lecturarea solutiei propuse de noi.

Clasa a I1X-a §i clasa a X-a.

Problema 981 din The College Mathematics Journal Vol. 43 No. 4
September 2012
(autor Michel Bataille, Rouen, Franta)

Gasiti cel mai mare numdr real A astfel ca inegalitatea
1 1 1
> A - —
r min(a,b,c) max(a,b,c)
sa aiba loc pentru orice triunghi cu laturile a,b,c si r raza cercului
nscris.

Solutie: S& remarcam de la bun Inceput cé problema este “frumoasa”. De
altfel, autorul acesteia este unul dintre cei mai redutabili rezolvitori si
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propunitori de probleme elementare din lume. In orice revista de prestigiu
din domeniu, numele lui Michel Bataille apare cu o constantd de invidiat.
Cum atacim o astfel de problemi? In mod cert ci aflarea lui A se va
obtine pe calea particularizrii triunghiului de laturi a,b,c. Tn astfel de
probleme, in general, se alege un triunghi special, adic , de exemplu,
b=c=1 si a=xe(0,1). Atunci inegalitatea din enunt devine

2(2+x) S /11— X
xv4 - x? X
triunghiului, iar p semiperimentrul sau).
2(2+X)

@-x)va4- X2

(am folosit faptulac r:i, unde S este aria
p

Ultima inegalitate conduce la > A pentru orice xe(0,1),

adica _N2HX “2+X>/1. Cum 242+x>2(1-x)\J/2—x pentru orice
(1—x)V2-x

x €[0,1] deducemca A<2.Vom arata acum ca A =2 este valoarea cea
mai mare. Inegalitatea A <2 a fost obtinuta mai sus.
Acum si ardtam ca are loc inegalitatea
1 1 1
—>2| — - .
r min(a,b,c) max(a,b,c)
Aceasta inegalitate nu este de tip standard. O vom solutiona insd cu o idee
destul de uzuala. O idee care o transforma intr-0 inegalitate algebrica. Se

stie, in caz contrar se poate apela la cartile din domeniul inegalitatilor
geometrice (O. Botema, D.S. Mitrinovi¢, ...), Ci existd X,y,z>0 astfel

ca a=y+2z, b=z+x, c=x+Yy.

Atunci rziz L.
p X+y+2
Admitand @ a<b<c, atunci z<y<x si avem de aftat ca
AXFY+2Z .
y >2 1 - 1 pentru orice x,y,z>0 cu z<y<Xx,
XYz Z+y X+Yy

adica (y+2)(y+X)JXx+y+2z>2/xyz(x—2) ceea ce este echivalent cu
(XZ+y(X+y+12))-JX+Yy+2>2xyz(x—2), inegalitate care este
adevarata deoarece X2+ Y(X+Y+2)>2YXyzZ - X+Yy+2 si

X+ Yy +2>X—z.In concluzie problema este solutionati.
8



Desi nu sunt adeptul problemelor in care apar inegaliti stricte,
trebuie sa fim de accord cé problema de fata este o reusita.

Clasa a Xl-a §i clasa a XII-a.

Problema 1967 din revista Mathematics Magazine Nr. 2/2011.

(autori : Angel Plaza si César Rodriguez, Las Palmas, Spania)
1

Fie f:[0,1] > R o functie continud astfel ca I f(x)dx=1 si n un numdr
0

natural nenul. Ardtati ca :

1. existd ¢,Cy,...,C, €(0,1) distincte astfel ca f(c;)+ f(cy)+...+ f(c,)=n.

2. existd ¢,Cy,...,c, €(0,1) distincte astfel ca L + Fot =n..
f(c) f(cy) f(cy)

Solutie : De remarcat & problema nu este noud. Prima parte a ei este
banald de-a dreptul. A doua parte a constituit, intr-o forma mai generala,
subiect la etapa finala a Olimpiadei de Matematicd din anul 1989, autorul
acelei probleme fiind T. Precupanu. Tn 2004, autorul acestor randuri a
publicat in Recreatii Matematice, o excelerit revista care apare la lasi,
urmdtorul rezultat :

Propozitia 1. Fie f,g:[0,]] >R doud functii care verificd
urmatoarele proprietati:

(i) f,g continue pe [0,1];

(i) f,g derivabile pe (0,1);

(i) ()= F(0) si g'(x)#0,¥xe(0,1).

Atunci, pentru orice neN i orice @,a,..a,>0 CU

o +ay+..+a, =1, existd X, X,,... X, €(0,1) cu x <X, <..<X, astfel
1 X- _

ca Zarg.( i) _90-9(0
f'(x) fO-10

teorema lui Cauchy. In mod cert, problema de mai sus este un caz

particular al rezultatului nostru.

Demonstratia acestui rezultat foloseste



O problem inrudita cu aceasta a aparut in The College Math.
Journal cu numarul 956, avandu-l ca autor pe Duong Viet Thong, Hanoi,
Vietnam, si al cédrei enunt este urmatorul:

Daca f:[0,1]] >R este o functie strict mond@togi continud, iar
1

_[f(x)dx:l, atunci  exist a.B.xe(01),a<B<y, astfel ca

0
f(a)f(B)f(y)=1. De fapt, pentru cele doua probleme se poate ardta un
rezultat de urmatorul tip.

1
Daca f :[0,1] > R este o functie continui, astfel ca j f (x)dx =0, atunci

0
pentru orice numar natural nenul n exista

1
a) X <Xy <..<X €(0) cu f(xl)+f(X2:+“'+f(X")=jf(x)dx.
0

1 n
b) Yi<Ys <<y e(0) cu f(yl)-f(yz)-...-f(yn)=[jf(x)d }
0

c) 1<12,<..<2,€(0,1) cu n

1 1 1
+ +

+...
f(z) f(z) f(z,)

f (x)dx.

O —
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Asupra unor identitati trigonometrice conditionate
Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

REZUMAT. Propunem in nota de fata obtinerea unor cunoscute
identitati trigonometrice pe o alta cale decdt cea obignuitd, anume
folosind proprietati geometrice ale triunghiului §i astfel poate o
modalitate mult mai instructiva sau cel putin mai atractiva.

Identitatile despre care este vorba (dealtfel binecunoscute) sunt
cele de mai jos:

(1) sin A+sinB+sinC=4-cosé-cosE-cos9
2 2 2

(2) sin2A+sin2B +sin2C =4-sin A-sinB-sinC
3) tgA+tgB + tgC =tgA-tgB - tgC
adica egalitati adevarate in orice triunghi ABC (deci A+B+C =7 ).

O buna cunoastere a formulelor trigonometrice si deprinderea de a
le aplica conduce la obtinerea acestor identitati pe cale “ standard “, asa
cum sunt prezentate, de exemplu, in [1], pag. 205 sau in [3], pag. 196 si
228 .

In cele ce urmeaza vom folosi binecunoscuta proprietate

geometrica:

Daca M este un punct in interiorul unui triunghi ABC , iarx,y, z
sunt distantele de la M la laturile acestuia ( care au lungimile a, b,
respectiv ¢ ), atunci

(*) ax+by+cz=2-S,
unde S este aria triunghiului .
Particularizand pozitia punctului M 1in relatia precedentd vom
obtine, pe rand, identitatile anuntate:
e Daci M =1 (adica M este centrul cercului Tnscris), folosind notatiile
uzuale, avem evident :

x=y=z=r=4R-siné-sinE-sinE

Egalitatea (*) devine
succesiv, folosind si teorema
sinusurilor:

(@a+b+¢)-r=2-2R? -sinA-sinB-sinC

11



sau 8R?(sin A+sin B +sin C)sin?singsin% =

= 32R2sin sin S sin EcosécosEcosE
2 2 2 2

Doar o simplificare conduce acum la identitatea (1). O
e Daca M =0 (centrul cercului circumscris), atunci avem :

X=RcosAy=RcosB,z=RcosC :
Egalitatea ( *) conduce astfel la :

R(a-cosA+b-cosB+c-cosC)=

= 4R? -sin AsinBsinC
de unde, cu teorema sinusurilor, obtinem

imediat identitatea (2 ). o \

e Daci M =H (ortocentrul triunghiului ABC) si D, E, F sunt picioarele
inaltimilor din A, B, respectiv C, avem:
x=DH =2R-cosB-cosC , \
y=EH =2R-cosC-cosA , ’
z=FH =2R-cosA-cosB .
Aceeasi relatie ( * ) conduce la :
sin A-cosB-cosC +sinB-cosC -cos A+
+sinC-cosA-cosB=sinA-sinB-sinC
de unde, prin Tmpartire cu
cos A-cosB-cosC =0, ajungem la |
tgA+tgB + tgC =tgA-tgB - tgC, adici e >
(3). o

Bibliografie :

[ 1] Becheanu Mircea , Enescu Bogdan —Manual pentru clasaa X a , Ed.
Teora, 1999

[ 2] Lalescu Traian — Geometria triunghiului , Ed. Tineretului , 1958

[ 3 ] Panaitopol Laurentiu , Baluna Mihai , Enescu Bogdan — Manual
pentru clasa a X a, Ed. Gil , 2000

[ 4] Voda Viorel Gh. — Vraja geometriei demodate , Ed. Albatros , 1983
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Un cadru unitar de rezolvare a unor probleme de

geometrie plana — metoda ariilor
Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

REZUMAT. In aceastd lucrare, inceputa in aprilie 1988,
regasita zilele trecute printre hartii si apoi completatd, prezentam cdteva
probleme frumoase de geometrie plana cu solutii simple bazate pe
consideratii de arii. Chiar daca majoritatea problemelor sunt cunoscute
si admit si alte solutii, dorim sa evidentiem astfel eleganta §i eficienta
acestei metode in abordarea multor probleme. Am ales n acest sens
probleme in al caror enunt NU apare notiunea de arie.

Ca idei esentiale 1n acest cadru remarcam:
e Folosirea simultana sau separatd a binecunoscutelor formule pentru
aria unui triunghi ABC:

(1) 2-S(ABC)=a-h, =b-h,=c-h;.

(2) 2-S(ABC) =absinC =bcsin A=casinB.

(3) S(ABC)=pr.

abc

4) S(ABC)=——.

(4) S(ABC) R

(5) S(ABC) =/p(p—a)(p—b)(p—c).

(notatiile sunt cele uzuale)

e Descompunerea convenabild a suprafetelor poligonale si folosirea
proprietatii de aditivitate a ariei. De subliniat aici este proprietatea absolut
remarcabild a unei mediane Intr-un triunghi de a imparti triunghiul in
doua suprafete de arii egale.

B E D C
Tntr-adevar, dac in triunghiul ABC avem AE L BC, E e(BC)si
13



D este mijlocul laturii (BC) = &' (ABD) =%BD~AE =%DC - AE = S (ACD).

Se poate merge si mai departe:
Mediana (AD) este locul geometric al punctelor M din interiorul unui

triunghi ABC pentru care S (ABM) =S (ACM).

o Cu observatia cd, dacd o + =180, atunci sina =sin 3, va
prezentam problemele promise:

Problema 1. Suma distantelor de la un punct M oarecare din
interiorul unui triunghi echilateral ABC la laturile acestuia este
constanta.
Solutie:

Dacd dy,d,,d; sunt distantele de la M
la laturile triunghiului, atunci
S (ABC) =S (MAB) + &' (MBC) + S(MCA) ,

de unde S(ABC)= IE (dy +d, +ds) si

2-S(ABC)

dy+d, +d3 = = const. B c

(evident, | reprezinta lungimea laturii triunghiului echilateral).

Problema 2. Daca (AD este bisectoarea interioara, iar (AE este
bisectoarea exterioara a unghiului <«<BAC a unui triunghi ABC,
DB EB AB

atunci — =——=——. (Teorema bisectoarei)
DC EC AC

Solutie:




S(ABD) AB-AD-sin(«xBAD) BD:h, _ AB_BD
S(ADC) AC-AD-sin(«DAC) DC-h, ~AC DC
Pe de alta parte avem:

S(ABE) AB-AE-sin(«BAE) EB-d(A,BE) _ AB_EB
S(ACE) AC-AE-sin(«xEAC) EC-d(ABE) AC EC

(1)

()

Din (1) si (2) se obtine concluzia dorita.

Problema 3. Daca ABC este un triunghi, iar d o dreapta care nu trece
prin niciunul dintre virfurile acestuia, dar intersecteazi dreptele BC,

CA, ABin M, N, respectiv P, atunci @ﬁﬂ
MC NA PB
(Teorema lui Menelaus)
Solutie:
M
b
d
M E] c
Solutie:

S(ANP) _ PA-PN-sin(«xAPN)  PA.PN
S(BPM) PB-PM -sin(«<BPM) PB-PM
S(BPM) MB-PM . S(CMN) NC-MN
S(CMN)  MC-MN & S(ANP)  NA-PN
membru cele trei relatii anterioare se obtine concluzia dorita.

.La fel se ajunge la

. Inmultind membru cu

Observatie: Reciproca teoremei lui Menelaus ofera un criteriu de
coliniaritate a trei puncte, anume: Daca ABC este un triunghi si
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M e BC\{B,C},N € AC\{A,C},P e AB\{A B} astfel incat

ﬁ-N—C-ﬂzl, atunci punctele M, N, P sunt coliniare.
MC NA PB

Problema 4. Daca ABC este un triunghi si AM, BN, CP

(M e BC,N €CA,P € AB) sunt concurente, atunci @&%

MC NA PB
(Teorema lui Ceva)

Solutie:

B M c
Notam cu O punctul de concurenta si avem (1):
S(BOM) MB-MO MB S(AOP) PA . S(CON) NC
S(COM) MC-MO MC' S(BOP) PB° &S(AON) NA
S(AOP) AO-OP S(BOM) BO-OM
S(COM) CO-OM ' S(AON) AO-ON

de alta parte avem (2):

S(CON) CO-ON
&S(BOP) BO-OP
din (1), apoi a celor din (2), se ajunge la

. Prin ITnmultirea, membru cu membru, a egalitatilor

S(BOM)-5(AOP)-5(CON) _ MB-PA-NC _,
S(COM)-S(BOP)-S(AON) MC-PB-NA

Observatie: Reciproca teoremei lui Ceva ofera un criteriu de concurent a
trei ceviene.
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Problema 5. Daci un patrulater este inscris intr-un cerc, atunci
produsul distantelor unui punct de pe cerc la doua laturi opuse este
egal cu produsul distantelor la celelalte doui laturi opuse. (Teorema

lui Pappus)

Solutie:

Consideram patrulaterul inscriptibil ABCD din enunt si M punctul
de pe cerc ale cérui distante la laturile [ AB],[BC],[CD],[ DA] sunt
respectiv a,b,csi d .

S(MAB)  AB-a  AB-MB-sin<ABM

Deoarece = = - , deducem
S(MAD) AD-d AD-MD-sin<ADM
%: % (1) ; pe de alta parte avem si
S(MCD) CD-c_CD-MD-sin<MDC
S(MBC) BC-b BC-MB-sin«<MBC
Se ajunge astfel la ¢ =@ (2). Din (1) si (2) se ob‘;ine3 =E:> ac=hd.
b MB d c¢

Remarca: Asa cum probabil se stie, se cunosc demonstratii prin
consideratii de arii si ale altor teoreme fundamentale ale geometriei plane,
cum ar fi teorema lui Pitagora, teorema catetei, teorema inaltimii, teorema
lui Pitagora generalizata, teorema lui Steiner, etc.

17



Problema 6. Se considera triunghiul isoscel ABC (AB = AC)si punctele
D, E € (BC) astfel incat (BD) = (DE) = (EC) . Demonstrati ca
m(xDAB) < m(xEAD) .

Concurs Arad, 1984
Solutie: Deoarece (BD) = (DE) deducem
imediat ca (ABD) = (ADE), de unde
AB - AD -sin<«DAB = AE - AD -sin<EAD
,adicd AB-sin<«cDAB = AE -sin<EAD .
Deoarece AABD = AACE se ajunge la
(AD) = (AE) si, din constructie,
AB > AD, de unde AB > AE .
Se obtine astfel sin<DAB <sin<EAD ,
deci m(«DAB) < m(«EAD).

Problema 7. Pe laturile [AB],[AC] se considera punctele M, respectiv

N astfel Tncat %“\I—C—k Aratati cad dreapta MN trece prin

AN
centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numal daca k=1.
Solutie: Reamintim faptul ca, daca AD

este mediana, atunci
S(ABD) = S(ACD). Notand
AD NMN ={G}, ne propunem si
2

L . AG
studiem in ce conditii avem ——=—.
AD 3

25(AGN) _ AG-AN . 25(AGM) _ AG-AM
S(ABC) AD-AC S(ABC) AD-AB’
S(AMN)  AM - AN
S(ABC) AB-AC
25(AMN) _ 25(AGN) | 25(AGM)
S(ABC)  S(ABC)  S(ABC)
egalitatile anterioare, deducem:
2AM -AN _ AG-AN  AG-AM AG(AN-AB+AM -ch

Avem imediat

. Evident insa ca este adevarata

totodata avem si

egalitatea de unde, tinand cont de

AB-AC  AD- AC AD-AB AD AB-AC
18



AG 2AM - AN

Deducem acum = = : Tn aceste
AD AN-AB+AM-AC AB +A7C
AM AN
conditii avem -0+ AC _3 gy AM+MB  ANENC o 403
AM AN AM AN

si deci G este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca
k=1.

Problema 8. Se considera un patrulater convex ABCD circumscris
unui cerc C(O,r) . Aratati ca mijloacele diagonalelor patrulaterului si

cu O sunt coliniare.
Solutie: Cazul in care toate laturile
opuse sunt paralele este trivial
(patrulaterul este romb); vom studia
astfel cazul 1n care exista doua laturi
opuse neparalele.

Fie M si N mijloacele
diagonalelor [AC], respectiv [BD].

Putem evident scrie

S(AMB) + S (CMD) = %S(ABC) +%5‘(ACD) - %S(ABCD) .
Analog: S (ANB)+ S (CND) = %S(ABCD) ; e propunem sa aratam ca

avem si S(AOB)+ 5(COD) = %S(ABCD) *).

Intr-adevir, din egalitatea tangentelor duse din varfuri, obtinem
AB +CD =BC + AD (relatie ce caracterizeaza patrulaterele
circumscriptibile), de unde avem:
1 1

S(AOB) +S(COD) = r-AB+-1-CD=

~r(AB+CD)=_r(BC + AD) = S(BOC) + S(AOD)

si astfel rezulta egalitatea (*).
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In sfarsit, si mai aratim ca locul geometric al punctelor L cu proprietatea

S(ALB)+ S(CLD) = %J(ABCD) (**) este o dreapta (ceea ce ar

conduce la coliniaritatea punctelor M, O, N). Fie ABNCD ={P} (AB si
CD fiind laturile presupuse neparalele) si Q € PA,R € PD astfel incéat
PQ = AB,PR=CD. Rezulta

2S5 (PQL)=PQ-d(L,PA)=AB-d(L,PA)=2S5(ABL), deci

S(PQL) =& (ABL) ; analog se ajunge la &’(PRL) =& (CDL) . Fie acum
L care indeplineste conditia (**) . Cum insa, conform celor anterioare,
avem '(PLQ) + &S’ (PLR) = S (ALB) + S (CLD) =

=S (PQLR) =S (PQR) + S(LQR) , rezulta

S(LQR) = %J(ABCD) — & (PQR) =constant; deoarece Q si R sunt

puncte fixe, obtinem ca punctul L se deplaseaza pe o dreapta paralelad cu
QR care trece deci prin O, M, N.

Bibliografie:

[1] Bogdan Enescu — Arii, Editura Gil, 2006

[2] M.E. Panaitopol, L. Panaitopol — Probleme calitative de geometrie
plana, Editura Gil, 1996

[3] lon Patrascu — Probleme de geometrie pland, Ed. Cardinal, 1996

[4] S. POpa, M. Pimsner — Probleme de geometrie elementara, EDP, 1979
[5] Viorel Gh. Voda — Vraja geometriei demodate, Ed. Albatros, 1983

20



Metoda reducerii la absurd (1)
Ovidiu Badescu, Lucian Dragomir

REZUMAT: Aceasta notd este o incercare de a prezenta diverse
probleme si solutiile lor folosind o metoda de demonstratie foarte
cunoscuta elevilor mai mari,metoda care utilizeaza un rezultat important
al logicii matematice.

Inca din clasele mici ne intalnim cu probleme de demonstrat in
care ni se da o afirmatie, o propozitie adevarata p (care constituie
ipoteza) si trebuie sa demonstram (sa aratam, sa dovedim) ca o alta
propozitie q (numita concluzie) este adevarata. O importanta clasa de
astfel de probleme se poate aborda cu succes folosind metoda anuntata;
aceasta consta, pe scurt, in: presupunem ca propozitia ( este falsa i,
printr-un sir de rationamente logice, ajungem la o contradictie cu
afirmatia p sau cu un adevar matematic cunoscut. in concluzie,
presupunerea facuta este falsa, deci propozitia q este adevarata.

Nu insistam aici cu justificarea logica a metodei, vom trece la
cateva exemple, credem sugestive, nu Tnainte de a cita din DEX: Reducere
la absurd = metoda de demonstrare a unui adevar, ardtand ca punctul de
vedere contrar duce la absurd (adica ceva care contrazice gdndirea
logica, care nesocoteste legile naturii §i ale societatii, contrar bunului
simg).

E;. Suma a zece numere naturale nenule este 54. Aratati ca printre
aceste numere se afla cel putin doua egale.

Solutie: Presupunem ca ar exista zece numere naturale nenule diferite cu
suma 54; dacd ludam pe cele mai mici, suma lor este
S=1+2+3+...+10=55. Deoarece suma aceasta este mai mare decét
suma din enunt, adica 54, rezulta cd presupunerea facuta este falsa, asadar
printre numerele considerate exista cel putin doud egale.

E,. Suma a zece numere naturale nenule distincte este 108. Aritati ca
printre aceste numere se afli cel putin doui numere impare.
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Solutie: Presupunem ca toate cele zece numere naturale nenule sunt
numere pare. Daca le ludm pe cele mai mici dintre acestea, atunci suma
lor este egald cu S=2+4+6+...+20=110, ceea ce insd contrazice
ipoteza. Deducem ca printre cele zece numere existd cel putin unul impar;
dacd 1nsa unul singur este impar, atunci suma tuturor celor zece numere
este un numar impar. Cum suma este 108, rezulta ca de fapt cel putin doua
numere sunt impare.

E;. Aritati cd nu existd numere naturale care impartite la 5 sa dea
restul 1, iar impartite la 10 sa dea restul 5.

Solutie: Presupunem ca existda un numar natural n astfel Tncét
n=5q+1 qeN si n=10p+5 peN. Am ajunge astfel la
50+1=5(2p+1), egalitate evident (!) absurdd, asadar presupunerea
facuta este falsa si problema este rezolvata.

E,. Demonstrati ca nu existi numere naturale nenule x si y astfel
incat 2007 - x+ 2008 - y = 2007 - 2008.

Solutie: Presupunem cé existd numere care verifica egalitatea din enunt;
deducem  astfel  imediat: 2008 -y = 2007 - 2008 — 2007 - x sau

2008 y = 2007 - (2008 — x) . Rezulta de aici ca 2007 divide numarul y

(2007 si 2008 sunt prime intre ele), asadar y = 2007 -k, k e N*. Se ajunge

acum imediat la 2008-k =2008— x, ceea ce este imposibil deoarece in
membrul stdng al egalitatii avem un numar mai mare sau egal cu 2008, pe
cand in cel drept avem evident unul mai mic decat 2008. Asadar
presupunerea facutd nu poate fi acceptatd, deci concluzia doritd este
adevarata.

Es. Demonstrati cd, pentru orice numér natural nenul n, numerele
a, =2n-1si b, =2n+1sunt prime intre ele.

Solutie: Presupunem ca exista

(2n-12n+1)=d>2= d|(2n+1-2n+1)=2= d =2, absurd,
deoarece 2n+1 este impar. Numerele a, si b, sunt asadar prime intre ele
pentru orice numar natural nenul n.
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E¢. Demonstrati ca, pentru orice numir natural nenul n, numarul
Jn+ Jn este irational.

Solutie: Presupunem, prin reducere la absurd, ca

yn+n=aeQ = aeN si/n=a’-neN =n=m? meN", de
unde: m? +m=a’ = 4m? + 4m+1=4a® +1, apoi
(2m+1-2a)(2m+1+2a)=1= 2m+1-2a=2m+1+2a=1=a=0,
contradictie.

E,. Demonstrati cd un poligon convex nu poate avea decét cel mult
trei unghiuri ascutite.

Solutie: Se stie (!) cd suma masurilor unghiurilor interioare ale unui

poligon cu n laturi este S, =180° -(n—2)=>suma masurilor unghiurilor

exterioare este n-180° — S, =360°. Daci prin absurd, poligonul ar avea
cel putin 4 unghiuri ascutite, am aveam 4 unghiuri exterioare obtuze, cu

suma mai mare decét 360°. Contradictie.

Eg. Aritati cd nu existi niciun triunghi in care lungimile fniltimilor
sunt egale cu 1, 2, respectiv 3.

Solutie: Presupunem ca existd un astfel de triunghi, cu lungimile laturilor
a,b,c. Aria sa se poate exprima atunci

astfel: S =a—'1=E:C—'3:> b+c=3+3<a, absurd!
2 2 2 2 3
Eg. Demonstrati ca nu exista niciun poliedru cu 7 muchii.

Solutie: Prin absurd presupunem cé existd un poliedru cu 7 muchii si
astfel toate fetele sunt triunghiulare. Intr-adevar, daca ar exista o fatd cu m
muchii, m >4, deoarece din fiecare varf al acestei fete mai pleaca cel

putin Tncd o muchie, numarul muchiilor ar fi cel putin 8, contradictie!
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. 3n
Daca n este numarul fetelor, numarul muchiilor este 7=7 (deoarece
fiecare fatd are 3 muchii §i fiecare muchie apartine la doud fete)
14
:n:?, absurd!

E(o. Pot fi asezate numerele naturale 1, 2, 3, ..., 20 in varfurile si in

mijloacele muchiilor unui cub astfel Tncat numerele situate in
mijloacele muchiilor sa fie egale cu semisuma numerelor situate la
extremitaitile acelei muchii ?

Solutie: Raspunsul este negativ. Presupunédnd ci este posibil, ar trebui ca
numerele situate pe varfuri vecine sa aiba aceeasi paritate (semisuma lor
fiind un numar intreg), deci toate numerele situate in varfuri au aceeasi
paritate. Numerele 1 si 20 nu pot fi semisume pentru nicio pereche de
numere din {1, 2,..., 20} , deci trebuie sa fie situate 1n varfuri; ele sunt insa

de paritati diferite!. Concluzia credem ca este imediata !

Remarca: Dupa cum ati observat din titlu, aceasta este o prima
incercare in paginile revistei noastre asupra temei. Va invitdm sa
continuati cu partea a II-a ! (elevi, profesori, orice om de fapt pasionat de
matematica, deci de cautari).

Bibliografie selectiva:
[1] Eduard Dancila, loan Dancila — Matematica pentru invingétori, clasele
V - VI, Editura Erc Press, 2008
[2] Lucian Dragomir, Adriana Dragomir, Ovidiu Badescu — Probleme de
matematica pentru clasa a IX — a, Editura Paralela 45, 2012
[3] lon Virtopeanu, Olimpia Virtopeanu — Metode de rezolvare a
problemelor de aritmeticad elementara, Editura Sitech, 1998

24



Probleme rezolvate din RMCS nr. 38
Clasa a V-a

V. 235 a) Suma a cinci numere naturale, diferite, este egald cu 10.
Determinati produsul acestor numere.

b) Suma unor numere naturale este egald cu 12. Stiind ca produsul
lor este egal tot cu 12, determinati aceste numere

Constantin Apostol, Rm. Sarat

Solutie :
a) Daca vom calcula suma primelor cinci numere naturale , obtinem

b—
a=

2b-1
deci, cele cinci numere, trebuie sa fie : 0, 1, 2, 3, 4.
Deducem ca produsul lor este egal cu 0, unul dintre factori fiind 0.

e 7 . Oricare alte cinci numere dau o suma mai mare decéit 10;

b) Stiind ca 2aeZ sau (1— jeZ sau 12=2-2-3, vom avea

urmatoarele cazuri :
N12=2+6+1+---+1=2-6-1-...-1; deci, numerele sunt: 2, 6, 1,...,1
—— —— [

4 termeni 4 factori 4 numere
2)12=3+4+1+...41=3-4-1-...-1; deci, numerele sunt ; 3,4, 1,...,1
— — —
5 termeni 5 factori 5 numere

V. 236 Determinati numarul X cu proprietatea cd, in sistemul zecimal,
este adevarati egalitatea x* =laabaab .
Prof. Aurel Dobogan, Lugoj
Solutie: Cum 31% = 923521 si
S=yp(p-a)(p-b)(p—c) =y/p(p-a)-(p~b)(p—c) <, rezulta
p+p—a p-b+p-c_(b+c)a
2 2

lapzp-a

; Calcule nu foarte complicate conduc
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V. 237 La un concurs de matematici au participat 100 de elevi.
Concurentilor 1i s-au propus spre rezolvare patru probleme. Dupi
evaluarea lucrarilor, s-a constatat ca 85 de elevi au rezolvat corect prima
problema, 80 de elvi au rezolvat corect a doua problema, 75 de elvi au
rezolvat corect a treia problema si 70 a patra. E adevérat ca exista 10 elevi
care au rezolvat corect toate cele patru probleme ?

loan Dancila, Bucuresti

Solutie : 10 elevi nu au rezolvat corect prima problema, 15 elevi nu au
rezolvat a doua problema, 20 nu au rezolvat a treia problema si 25 nu au
rezolvat ultima problema ; asadar maxim 90 de elevi nu au rezolvat cate o

(c +4a)b 5@ zb)c de elevi au rezolvat

problema, deci cel putin S <

corect toate problemele.

V. 238 Suma unor numere naturale consecutive este egald cu 42. Aflati
numerele.
OL Carags — Severin, 1986

Solutie: a+(a+1l)+(a+2)+...+(@+n)=(n+Da+ n(n2+1) =42 . Din

@ <42 deducem n <8; se analizeaza imediat cazurile posibile §i se

ajunge la mai multe solutii ale problemei : {13.14,15}, {9,10,11,12} si
{3,4,5,6,7,8,9}.

V. 239 Aratati ca, dacd n este un numar natural par nenul, atunci numarul

A=3"+63 este divizibil cu 72.
OL Carags — Severin, 1995

Solutic : A=3%" +63=9¢ +63=9:(9"1+7) sau

A=9:|(8+1)" +8-1|=9:(Bm+1+8-1)=72m+hmeN.

V. 240 Gasiti doud numere naturale a caror suma este egald cu 234, stiind
ca unul dintre ele este egal cu produsul cifrelor celuilalt.
OJ Carags — Severin, 2001
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Solutie : Trebuie sd remarcam pentru Inceput ca numerele nu pot fi decat :
unul de trei cifre, celalat de doua cifre (Justificare !). Asadar :

abc +de =234.Cum d -e <81, avem doar posibilitatea a-b-c=d
Obtinem astfel 100a+10b+c+10d +e =234, abc =10d +e, de unde
a=2,10(b+d)+c+e=34.Deducemca 2<b+d <3, de unde ajungem
la cateva cazuri posibile ; in final, numerele cautate sunt 218 si 16 sau
178 si 56, precum si 186, 48.

Clasaa Vl-a

VI. 235 Intr-un triunghi dreptunghic, misura unui unghi este de patru
ori mai mare decat masura altui unghi. Sa se determine masurile
unghiurilor triunghiului.

Constantin Apostol, Rm. Sarat

Solutie :Fie triunghiul ABC cu A=90°.
Vom deosebi doud cazuri: a) A=4B = 90°=4B =

0
=%=22°30'. Din B+C=90° = C=90°-22°30"'=67°30'

B
Deci masurile unghiurilor triunghiului sunt : 90° ; 22°30' ; 67°30"
Acelasi rezultat 1l obtinem daca vom considera A=4C .

b)B=4C.Din B+C=90°, = 4C+C=90° < 5C=90° <

90°

C= - =18° = B=4-18° =72°. Deci, misurile unghiurilor

triunghiului sunt : 90° ; 72° ; 18° . Acelasi rezultat 7l obtinem daci vom
considera C =4B.

V1. 236 Determinati multimile Asi B de numere naturale nenule care
verificd simultan proprietatile:
a) pentruorice a,be A= (a+b)eB.
b) AnB= {2, 3}.
c) card(A)=3.
d) elementele multimii B sunt mai mici decét 14.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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Solutie: 2e A= (2+2)=4eB; 3¢ A=>(3+3)=6€eBsi
(2+3)=5€ B; asadar {2,3,4,5,6}c B. Daca 4 A, cum
4eB=4<cAnB, contradictie cu b). La fel se ajunge la 5¢ A,6 ¢ A.

a)
Daca xe Ax>7=(x+Xx)=2xe B, dar 2x>14, contradictie cu d).
Avem asadar , folosind c), cd Z ( care verifica astfel si a) ). In final avem
A={1,2,3},B; ={2,3,4,5,6} c B. Asadar o solutie este perechea de

respectand conditia d). Puteti determina cate solutii are problema ?

V1. 238 Determinati numerele naturale xsi Y stiind ca sunt verificate
simultan conditiile:
a) W - X_y este patrat perfect;
b) 3y? -7-2% =19,

Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad
Solutie: Prima conditie conduce la 9(y —x) =k?, deci y—x e {1,4,9}.Pe
de altd parte, avem, notand cu u(n) ultima cifrd a numarului n:

u@3y*)e{2,357,8}, u(7-2")=(2,4,6,8}, de unde

u (19+ 7 ZX) € {1, 3,5, 7} . Analizam imediat cazurile posibile §i ajungem
la y=9,x=5.

V1. 239 Determinati numerele a,b,c stiind ca sunt indeplinite simultan
conditiile:
1) abc este cub perfect;

2) numarul 23abc este divizibil cu 7.
Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad

Solutie: 23abc =17-1353+abc -1 si abc <998=17-58+12 conduc la
abc-12

<58, de unde abc e {216,420,624,828} . Folosind conditia (1)

deducem a=2,b=1c=6. Acestea nu verifica insa conditia din enunt,
deci nu exista numere care verifica enuntul !
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4 n 11 .
V1. 240 Determinati numerele naturale n pentru care —<-—<— si

10 12
2 3 4
—<—<—.
7 n 9
OJ Caras — Severin, 1991 (enunt modificat)
Solutie: 16 bn >, n{3,4,56,7,8,9} si 2 .12 12 , de unde
60 60 60 42 4an 27

ne{7,8,9,10} si astfel, in final, avem ne{7,8,9}.

Clasa a Vll-a

VII.236  Saserezolve in Z ecuatia :
X+14 x+35 Xx+56 X+140
+ + +.o.+

3 10 17 45

=21.

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Solutie : Fara dificultate, stabilim ca in membrul stdng sunt sapte termeni.
Ecuatia se scrie, echivalent, astfel ;

X+14—3+X+35—3+X+56—3+...+X+140—3=0 -
3 10 17 45
X+14-9 x+35-30 x+56-51 X+140-135
& + + +..+ =0 <
3 10 17 45
X+5 X+5 X+5 X+5
+ + +..+ =0 <
3 10 17 45
1 1 1 .
(x+5) —+-—+...+— | =0. Deoarece al doilea factor este nenul
10 17 45

deducemca X+5=0«< x=-5.

VI1. 237 Salariul mediu lunar al unei categorii de muncitori dintr-o
intreprindere, pe cele 4 trimestre ale anului 2011, a fost de 850, 910, 930,
respectiv 980 lei/luna, iar fondul total de salarii corespunzator celor 4
trimestre a fost de 170 000, 227 500,
241 800, respectiv 284 200 lei/trimestru.

Calculati salariul mediu lunar al unui muncitor de la acea
intreprindere Tn cursul anului 2011.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

29



. S fondul de salarii anual o
Solutie: Salariul cautat este s = , adica

nr.de salariati

5= 51+32 +S3+S4

, unde s, reprezinta fondul de salarii din trimestrul

k, iar I, salariul lunar mediu al unui muncitor in trimestrul k . Se ajunge
astfel la s =923,51ei/luna.

VI1. 238 Doud orase Asi B sunt situate la 10 km, respectiv 20 km de un
rau care poate fi considerat o dreaptd d, iar proiectia segmentului [AB]
pe dreapta d are lungimea de 48 km. Cele doua orase trebuie alimentate
cu apa de la o uzina care urmeaza a fi construita pe marginea raului.
Determinati pozitia de amplasare a uzinei astfel incat costul constructiei
conductelor care vor lega orasele de uzina sa fie minim.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Solutie: Notam cu C si D proiectiile pe d ale punctelor Asi B, iar cu

U e(CD)pozitia uzinei de apa. Dacd AC =a,BD=h,CD=csi CU =X,
considerand E simetricul lui Afata de CD, avem:

AU + BU =EU + BU ; aceasta este minima dacd E,U, B sunt coliniare.

Deoarece ACEU ~ ADBU , avem C—E:C—U sau

DB DU
A—C=C—U:> a =L, de unde x =i=16(km) . Asadar, uzina
DB DU b c-x a+b

trebuie construitd pe marginea raului, la 16 km de proiectia lui A pe d.

VII. 239 a) Dati un exemplu de numere a,b € Q\Z pentru care
(a+b—2ab)eZ.

b) Determinati perechile (a,b)de numere ntregi pentru care

a+b-2ab=3.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

Solutie: a) Este dificil, credem, s ,,nimerim” direct o pereche de astfel de

. 1 ..
numere; fixam asadar unul dintre ele, de exemplu a = 5 1 impunem,
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pentru a oferi un exemplu ,,bun”, ca rezultatul a+b—2ab sa fie egal , de

exemplu, cu 3; ajungem imediat la b = % € Q\Z. Un astfel de exercitiu e

chiar nimerit pentru un test, mai ales ca e greu de crezut ca multi elevi
(dintre cei care au inteles ce trebuie sa facd) vor gasi acelasi exemplu. b)

€ Z ; o conditie necesard, nu si suficienta,

. o b-3
se ajunge imediat la a = 2

este 2aeZ, de unde (1— S
2b

J €Z,apoi (2b—1)e{-5,-11,5}.Se
obtine astfel b e {—2, 0,1, 2} ; corespunzator obtinem valorile lui a ; dupa

verificari necesare, se ajunge la perechile cerute:

(a,b)e{(L-2).(3,0),(-2.1)}.

VI1I. 240 Se noteaza cu S aria oricarui triunghi cu lungimile laturilor
ab+bc+ca

a,b,c . Demonstrati ca S < 5

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj

Solutie: S =+/p(p-a)(p—b)(p—c) =/p(p-a)-y(p-b)(p-c) <
p+p—a p-b+p-c_(b+c)a
2 2 4

; inegalitatea este stictd deoarece

(c+a)b (a+b)c

p#p-—a.Analogsearatica S < ,S< . Adunand,

membru cu membru, aceste trei inegalitati, se ajunge la inegalitatea
propusa.

Clasaa Vlll-a

VI1I. 235 Determinati numerele naturale n de doua cifre pentru care
4n+ 25

. . n . <
fiecare dintre numerele [Z} si [ } este un numar natural format

din doua cifre egale .
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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Solutie : 10<n <99 = [ﬂ € {11;22} si, pe de alt parte,

[4” - 25} € {11;22;33;44;55)

Se analizeazd imediat cazurile posibile si se ajunge la n e {90,91}.

VII1. 236 Determinati perechile (X, y)de numere intregi pentru

care x* - y2 =26-x.
Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad

Solutie: Prin Tnmultirea cu 4 a ecuatiei date ajungem la
2y? - (2x+1)* =103 sau (2y —2x—1)(2y +2x+1) =103.. Deosebim
. . . 2y +2x+1=103 )
astfel mai multe cazuri, primul fiind , cu solutia
2y —2x-1=1

(x,y)=(25,26); se ajunge analog la (x,y)e {(—26, 26);(—26,—26);...} .

V111, 237 Pentru orice numar intreg n se noteaza F(n) = n?+n+1 si
G(n)=n®+2n? +2n+4.
a) Determinati numerele n pentru care /F(n) € Q.

G(n) e N
n

b) Determinati ne N pentru care

Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad

Solutie: a) n? <n® +n+1<n®+2n+1=(n+1)?; ne{-10}; )

Gy (n2 +n+1)(n +1)+3

si astfel ajungem la

F(n) n?+n+1

3
5 eN:ne{O,l}.
n“+n+1
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VIII. 238 Aratati ca, dacd XY,z e(0,+%0)si X+y+2z=19,
atunci 2+ﬂ+§>19
X 'y z
Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad
Solutia autorilor:

(x—3)220:>9—6x+x2ZO:EZG—X.Anang se ajunge la
X

49 >14-ysi 8l >18 -z ; prin Insumarea celor trei inegalitati se
z
ajunge la cea propusa.
Solutie a I1-a: Folosind inegalitatea Cauchy — Schwarz avem:

3 9 9 49 81

= . Ix+ y+— -z [— —+—j X+Yy+2)si
[& R A
finalizarea este imediata.

VII11. 239 Se considera multimile A={0,1,2,3,...,50} si B={-1,0,1}.

a) Determinati cate functii se pot defini pe A cu valori in B.
b) Dati un exemplu de functie neconstantd f : A— B pentru care
f@Q+f(2=0si f(O)+f@)+f(2)+ f(3)+...f(50)=0.

¢) Aratati ca, daca f(0)- f(1)- f(2)-...- f(50) =0, atunci

fO+f@Q+ f(2)+...+ f(650)=0.

OL CS 1986, enunt modificat

Solutie: a) Cum fiecare dintre numerele f (0), f (1), f(2),..., f (50) poate
lua oricare dintre cele 3 valori din codomeniu, folosind principiul

produsului, obtinem cd numarul cerut este 3*L;

b) f(0)=0, f(2k +1)=-1, f (2k) =1... sau orice alt exemplu corect... sa
zicem, f(0) =0, f(1)=-1, f(2) =1 inrest, f(k)=0,vk =3,50.
¢) ipoteza conduce la concluzia ca f(0), f (1), f(2),...f(50) € {-1,1}. O

suma cu un numar impar de termeni, numerele fiind impare, este un
numar impar, deci nu poate fi egala cu 0.
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a% +b®

VI11. 240 Pentru orice a,b eR,a >b, se noteaza F(a,b) =

a) Determinati numerele intregi x pentru care F(x,1) € Z.

b) Aratati cd, daca a-b=1, atunci F(a,b)> 24/2.
OL Carag — Severin , 1997, enunt modificat

Solutie:
X2+l x2-1+2 2 _
= =X+1+—— cu x>1;
x-1 x-1 x-1
din (x-1)e{-2,-11,2} si x>1 ajungem la x € {2;3} . Verificare ? b)
Dupa calcule foarte abil conduse , inegalitatea propusa este echivalenta cu

(a—b+\/§)2 >0.

a) F(x,1)=

Clasa a IX-a

IX. 205 Pentru k, j € Z se considerd multimile
A(K) = {xe R x* +2x+3k =0} si B(j)={x<R|x* ~4x-5]j=0}.

Aratati ca, pentru orice numar intreg m, multimea A(m)w B(m)are cel

mult trei elemente.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

Solutie: AA=4—12m20<:>ms% st Ap =16+20m20©m2—g.

Pentru meZ,m<-1, Aare doud elemente, iar B=, pentru m=0
avem A(0) U B(0) ={-2,0,4}, iar pentru m e Z,m >1, avem
A=0,card(B)=2.

IX. 206 Se considera un paralelogram ABCD si punctele M, N pentru

care AM =k-MB, DN = p- NM. Determinati numerele naturale k si p
pentru care punctele A, N,C sunt coliniare.
Prof. Ovidiu Bddescu, Resita, Caras — Severin
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D+ P A=t aps P .k 55

Solutie: AN = . .
p+1 p+1 p+1 p+1 k+1

deoarece AC = AD + AB, se ajunge la conditia de coliniaritate:
k+1=kp sau 1=k(p-)=k=1,p=2

IX. 207 Determinati numerele reale x pentru care
x-[x]=x+2.
Carina Atinge, studentd, Timisoara
Solutie: Notdm [x]=k € Z,{x} = €[0,1) si astfel ajungem la
k? + (a—-1)k —a—2=0. Aceasta ecuatie de gradul al doilea in k are

discriminantul A =a%+2a+9; 0 conditie necesara pentru k € Z este ca
A s fie patrat perfect. Cum 9 < a’ +2a+9<12, deducem
A=9=a=0. Imdeiat se ajunge la k e {-1;2} si xe{-1;2}.

Metoda a Il-a. Evident, 0 nu este solutie a ecuatiei. Din

[x]:XLz:ugeZ:sx:%,keZ.
X X

Pentru k >3 ecuatia conduce la 0 =%+ 3, absurd; pentru k <-3 avem

X-[x]>0 si x+2<0, deci nu avem solutii. Avem asadar de analizat
doar k e{-2,-1,1,2} . Se ajunge imediat la x € {-1;2}.

x2+3 y2+3 p
x-1 y-1_
Prof. Aurel Dobogan, Lugoj
Solutie: Notdam x—-1=a,y—-1=b=x=1+a,y=1+b,cu a<0,b>0.
(a+2)* (b-2° .
a b

IX. 208 Aratati ca, daca x<1si y>1, atunci 8+

Inegalitatea propusa devine astfel

IX. 209 Aritati cd, dacd X,y e (0,+0)si X2y + y2x+x2 + y2 =18xy,
atunci xy <64.
Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad
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Solutie: 18:x+y+(1+1]2x+y+2,de unde 0< x+y<16. Cum
y X

162X+y22\/x—y,deducemcr§1 \/X—y£8:> Xy < 64.

. a° _5a’-b?
IX. 210 Aratati ca, daca a,b e (0, +oo) , atunci >
a+b 8

Prof. DM. Bdtinetu — Giurgiu , Bucuresti

Solutie: Inegalitatea propusa se reduce la (3a+b)-(a— b)2 >0.

Clasa a X-a

X.206 . Determinati multimea M a numerelor reale strict pozitive x
pentru care [Iog4 X], [|0g3(X +1)] si [I0g2 (x+ 2)] sunt, in aceasta

ordine, numere naturale consecutive ([a] reprezinta partea intreaga a
numarului real a ).

Prof. Nicolae Staniloiu, Bocsa,
Prof. Lucian Dragomir, OtelU - Rosu
Solutie:

k<log,x<k+1
Conditia din enunt conduce la : 1k +1<logz(x+1)<k+2 ,unde ke N.
k+2<log,(x+1)<k+3
Deducem astfel:
4% < x < 4
F<ox+1<342 (1)

2K+2 <y 4 9 < OkH3

Se demonstreaza imediat prin inductie matematica inegalitatea
4" > 23 _2 wn>3. Se deduce astfel ci pentru k >3 avem
x> 4K > k8 _o 5y
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Se ajunge asadar la k €{0,1,2}; notam cu M,k = 0,2, multimea
solutiilor sistemului (1) si se obtin
M, =[2,4),M; =[8,14),M;, =[26,30) = M =M, UM; UM,.

X. 207 Rezolvati ecuatia 1* +2* + 3" +...+ 2011 = 2011-(1005X +1).

Prof. Aurel Dobogan, Lugoj
Solutie: Observam cd x =0si X =1sunt solutii ale ecuatiei. Cum

f:R>R, f(x)=2011- (1005X +1) este o functie de gradul intai, asadar

graficul ei este o dreaptd, iar g:R - R, g(x)=1" +2* + 3" +...+2011"
este o functie strict convexa, deducem ca ecuatia f (x) = g(x) are cel mult

doua solutii (un mic desen poate e de mare ajutor). Ecuatia data are deci
doar solutiile observate initial.

X. 208 Aratati ca, pentru orice numar complex Z si orice numere
complexe z;,2,,23,2,, este adevarata inegalitatea
|21 )

<2-(|z-n|+|z- 25| +|z2 - 23|+ |2 - 24 ).

+|z2 —23|+|23—z4|+|z4 —zl|£

Prof. Aurel Dobogan, Lugoj
Solutie: Daca intr-un sistem xOy de coordonate consideram punctele
A(z1),B(2,),C(z3), D(z4), M (z), atunci, folosind inegalitatea
triunghiului, avem: AB < MA+ MB,BC <MB + MC,
CD <MC + MD, DA < MD + MA; insumand aceste inegalitati ajungem la
Z AB<2. Z MA , adica inegalitatea propusa (!).

X. 209 Daca z;,17,,zgsunt numere complexe nenule astfel incat

2% +2,° +2,°

2. 2.2
42y 23

22 +2,° + 232 =0, aratati cd numarul z = este real.

Olimpiada Buzau
Solutie: Notdm a = 212 b= 222,0 = 232 si astfel
a+b+c=0=c=-a-b, deunde imediat se ajunge la z=3eR.
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X. 210 Se noteaza cu O centrul cercului circumscris unui triunghi
ABCsi {A}=A0NBC, {B;}=BONCA, {C;} =COn AB. Exprimati
1 1

+ :

BB, CC;
Concurs Academician Radu Miron

Solutie: Folosim teorema sinusurilor in triunghiul AA B si celelalte
omoloage, apoi tg(A+ B +C) =0si astfel

. . o . 1
in functie de raza R a cercului circumscris suma AR, +

tgA+1tgB +tgC =tgA-tgB - tgC. Suma datd este egald cu %

Clasa a Xll-a

XI1. 205 a) Dati un exemplu de functie continua neconstanta f :R - R

1

pentru care exista k € Z astfel incat I f(xX)dx = ak+1 si
0

? 4k +15

[ £ odx= T

1
b) Dati un exemplu de functie continud neconstanta f :R — R

1
pentru care 4-Ix- f’(x)dx =3.
0

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie : a) Pare normal sé cdutdm o functie de gradul al treilea, tinand

1
. TN ... 1 3
cont mai ales de aparitia in dreapta a numarului —= J. x“dx ; un exemplu
0

este f(X)=xC+kkeZ.
b) Folosind metoda integrarii prin parti poate ne vin idei, dar nu e
obligatoriu... Un exemplu este in final f(x) = x°.

XI1. 206 Determinati ultimele trei cifre ale numarului a =17924920%,
Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad
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Solutie: 179249 = 249(mod1000) ; cum 2497 = 62001 si

1005
62001=1(mod1000) , avem (2492) -249 = 249(mod 1000).

XI1. 207 1) Pentru orice a,beR, se noteaza F(a,b)=2+(a-2)(b-2).
Arétati ca, dacd a,be[1,3], atunci F(a,b) €[1,3].
2) Demonstrati ca, dacd X, Y,z €[1,3], atunci

(xyz—2(xy +yz+2x) +4(x+y +12)—6) € [1,3].

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Solutie: a) Dacd a,b [1,3], atunci
la-2/<1|b-2|<1=|(a-2)(b-2)|<1, de unde -1<(a-2)(b-2) <1,
apoi F(a,b)e[13].
b) Definind pe R legea de compozitie "*" prin x*y=2+(x-2)(y-2),
avemcda H = [1, 3] este parte stabild a lui R in raport cu aceasta lege; se

verificd imediat ¢ legea este asociativa, deci (x*y)*z e H.

Probleme alese

A 17. Daca n numere prime formeaza o progresie aritmetica, atunci ratia
progresiei se divide cu orice numar prim p<n.

Cantor
Solutie: Consideram progresia a,a+r,a+ 2r,...,a+ (n—-21)r. Pentru

r =0, problema e banala. Consideram astfel r >1; se obtine imediat ca
a>n(daca a<n-1, atunci a+ar =a(l+r)este termen al progresiei i,
evident, nu este numar prim). Asadar a>nsi, pentru p numar prim,

p <n-1, consideram numerele a,a+r,a+2r,..,a+(p—-21r; cum
a>n, rezulta cd aceste numere sunt prime $i mai mari decat p, asadar la
impartirea cu p, niciunul dintre ele nu da restul 0. Exista deci doud dintre
aceste p numere care dau acelasi rest la impartirea cu p. Asadar

p|(a+h )F(a+kr), unde 0<k <h<p-1;cum p|r(h—k)si
O<h—-k<p,avemca p nudivide (h—k), deci p|r.
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A 18. Aratati ca, pentru orice numar natural n, numarul

X, = 78557-2" +1 este compus.

Selfridge
Solutie: Daca n este numar par, atunci X, :3; dacd n=4k +1, atunci
X,:5;daca n=12k +7, atunci x,:7; dacan=12k +11, atunci x,:13.
Pentru cazul n =12k + 3, deosebim urmatoarele subcazuri posibile: (1)
n=36p+3=1X,:73;(2) n=36p+15= x,:19; (3)
n=36p+27=X,:37.

A 19. Aratati ca un numar scris in baza 10, cu n > 2 cifre egale, nu este
patrat perfect.

Oblath
Solutie: Se stie cd orice patrat perfect este de forma M4 sau M4 +1,

asadar numerele n = aa...a nu sunt patrate perfecte pentru
ae {1, 2,5,6, 9} ; pentru ae {3, 7,8} numarul nu este patrat perfect

deoarece pitratele perfecte nu se termina in 3, 7 sau 8. In final , numarul
44..4=4-11...1 nu este patrat perfect.

A 20. Demonstrati ca, pentru orice numar intreg K , existd un numar
natural n si o alegere a semnelor "+" sau "—", astfel Tncat
k=+12+2%+..+n’

Erdds — Surany
Solutie: Este suficient sa facem demonstratia pentru k € N, deoarece prin

inmultirea cu —1 se obtine scrierea pentru —k € Z\N". Primele patru
cazuri se verifica imediat:

0=1%+22-3%2+4% 5262 +7%;

1=1%
2=-12-22_32 4 4%
3=-1%+22

Deoarece 4 =(n+1)? —(n+2)% = (n+3)% + (n+4)?, se poate da o
demonstratie prin inductie de tipul P(k) = P(k + 4), deoarece primele
patru cazuri au fost verificate si, daca k = +1% +2% + ... +n?, atunci
k+4=+12+22+. 0>+ (n+1)? - (n+2)2 = (n+3)2 + (n+4)2.
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Probleme propuse
(Se primesc solutii pani in data de 12 februarie 2013, nu mai tarziu!.
Pe plic scrieti clasa in care sunteti, va rugam DIN NOU !)

Clasaall-a

11. 151 Aflati numarul a stiind cé 53 este mai mare decat a—42 cu 31.
* % %

I1. 152 Care dintre urmétoarele numere credeti ca nu respecta regula pe
care o respectd celelalte: 12241, 23463, 44885, 33663, 19385, 27543 ?

* k%

11. 153 De la apartamentul meu cobor 4 etaje, apoi urc 6 etaje si observ ca
sunt la etajul 7. La ce etaj locuiesc ?

* k%

I1. 154 In trei cosuri sunt in total 60 de mere. Daci din primul cos se iau 4
mere si din al doilea se iau 2 mere §i se pun 1n al treilea cos, atunci n
fiecare cos va fi acelasi numar de mere. Cate mere au fost la inceput in

fiecare cos ?
* * *x

I1. 155 Aflati varsta tatalui meu stiind cd este un numar cuprins intre 35 si
40, dublul lui este intre 70 si 75, iar triplul lui este cuprins intre 105 si
110.

* k%

I1. 156 Sa se afle un numar de trei cifre, stiind ca: suma cifrelor sale este
20, suma primelor doud cifre este 15, iar diferenta ultimelor doua cifre
este 3.

Aurica Nitoiu, Resita

11. 157 Gasiti numarul de doua cifre care este egal cu dublul sumei

cifrelor sale.
Aurica Nitoiu, Resita
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I1. 158 Puneti cate un numar in fiecare dintre patratelele de mai jos astfel
incat sa obtineti o egalitate adevarata.
In cate feluri se poate face acest lucru ?

O+0+0—=06.
* k%
I1. 159 Andrei si Ioana au primit de la bunici un numar egal de portocale.
Daca loana 1i da fratelui sdu doud portocale, atunci Andrei va avea de
doua ori mai multe portocale decat sora sa. Cate portocale au daruit

bunicii celor doi nepoti ?
* k%

11. 160 Pentru a ajunge la scoald, Andrei si loana merg o portiune din
drum pe jos, apoi cu autobuzul. Andrei merge cétre scoald 10 minute pe
jos, apoi 5 minute cu autobuzul. loana merge de doua ori mai repede

decat Andrei. In cat timp ajunge Ioana la scoala ?
* k%

Clasaa lll-a

I11. 151 Suma a doua numere naturale este 135. Daca il dublam pe primul
si il triplam pe al doilea, suma devine 357. Care sunt numerele ?

* * *x
I11. 152 Doamna invatatoare le-a propus copiilor s rezolve un numar de
probleme si le-a sugerat sa rezolve cate 4 pe zi. Alexandru a lucrat insa
mai mult cu 2 probleme pe zi §i a terminat de rezolvat cu 5 zile mai
devreme. Cate probleme au avut de rezolvat copiii ?

* k%

I11. 153 Compuneti si rezolvati o problema plecand de la egalitatile
a+b=150 si b+c=350.

* k%

I11. 154 Un numar se aduna cu el 1nsusi, apoi cu jumatatea lui, cu sfertul
lui, cu intreitul lui, iar final i se mai aduna numarul 5 si se obtine 51. Care
este numarul initial ?

Andrei Popa, elev, Bdaile Herculane
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I11. 155 In timpul vacantei de iarnd, Andrei, Alexandra si Aurel au
cheltuit impreund, la munte, 952 lei. Dacd Alexandra a cheltuit de doua
ori mai mult decat Andrei §i jumatate din suma cheltuitd de Aurel, aflati
cati bani a cheltuit fiecare dintre cei trei prieteni.

Andrei Popa, elev, Baile Herculane

I11. 156 Care numere de doua cifre sunt egale cu de 4 ori suma cifrelor?
Eufemia Jurca, Resita

I11. 157 Ana, Maria si Daniela au impreuna 360 de servetele. Dacd Ana
i-ar da Mariei 15 servetele si Danielei 35 de servetele, atunci Ana ar avea
de trei ori mai putine decét Daniela si de doua ori mai putine decit Maria.
Cate servetele a avut fiecare?

Eufemia Jurca, Resita

I11. 158 Un penar costa cu 14 lei mai mult decat 3 stilouri de acelasi fel.
Cit costa impreuna doud penare si un stilou, daca pretul unui stilou este
egal cu cel mai mic numar scris cu doua cifre pare?

Eufemia Jurca, Regita

I11. 159 Armin §i Razvan au cateva mere. Daca Razvan 1i dd un mar
prietenului sdu, atunci cei doi vor avea acelasi numar de fructe. Daca
Armin 1i da lui Razvan un mar, atunci Razvan va avea de doua ori mai
multe mere decat prietenul sdu. Cate mere are fiecare ?

Alina Adam, eleva, Otelu — Rosu

I11. 160 Lungimea laturii unui patrat este de 30 m. O persoana pleaca
dintr-un varf al patratului si, mergand in acelasi sens pe laturile acestuia,
parcurge o distantd de 375 m. Din punctul in care a ajuns se intoarce si
parcurge 855 m. Aflati la ce distanta se va situa in final persoana fata de
punctul de plecare.

* K %
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Clasaa lV-a

1V. 151 Se dau doua numere naturale. Primul este cu 30 mai mare decat
sfertul celuilalt numar. Impartind cele doud numere, se obtine catul 1 si
restul 12. Aflati numerele.

Elisaveta Viadut, Resita

IV. 152 De Ziua Copilului, la scoala noastra s-a organizat un concurs de
biciclete si triciclete. S-au aliniat la start 35 de vehicule, avand in total 80
roti.
Cati copii au participat la concurs cu bicicleta?
Elisaveta Viadut, Resita

1V. 153 Se dad expresia: a.:a+a—a.a=408.
Determinandu-1 pe "a" vei afla o patrime din numarul "b".
Calculati diferenta dintre jumatatea lui "b" si dublul lui "a".
Elisaveta Viadut, Resita

IV. 154 Numdrul ,,2” din expresia 4x(ax5+5)+6x(ax5+5)=150

este marit de 1000 de ori, apoi rezultatul se mareste cu ,,n” pentru a obtine
2013. Care este valoarea lui ,,n” ?
Elisaveta Viadut, Resita

1V. 155 Suma a doud numere este 1032. Daca primul numar se
injumatateste, atunci suma devine 900. Aflati cele doua numere.
Eufemia Jurca, Resita

IV. 156 Suma a doud numere este 658. Daca primul numar se dubleaza,
suma devine 942. Aflati cele doud numere.
Eufemia Jurca, Resita

IV. 157 Suma a trei numere naturale este 1865. Dacad suma dintre primul
si al doilea numar este 1165, iar diferenta dintre al treilea si al doilea
numar este 177, sa se afle numerele.

Aurica Nitoiu, Resita
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1V. 158 Adunand descazutul cu scazatorul si cu restul (diferenta) se
obtine numarul 6 000. Afla cei trei termeni : descazutul, scazitorul si
restul, stiind ca scazatorul este dublul restului.

Aurica Nitoiu, Resita

IV. 159 Bogdan are de cinci ori mai multi bani decat Vlad (din
economiil!). Daci i-ar da lui Vlad 53 de lei si el ar cheltui 62 de lei, cei doi
frati ar avea sume egale.
Citi bani are fiecare?
Aurica Nitoiu, Resita

V. 160 Deasupra copacilor ruginii zboara céatre tarile calde un stol de
pasari. Daca mai vin tot pe atatea si inca jumatate din céte sunt i incd un
sfert si inca o pasare, atunci vor fi in total 100 de pasari. Cate pasari sunt

n stol ?
* % %

Clasa a V-a

V. 271 Se impart doud numere naturale. Daca impartitorul, catul si restul
sunt trei numere consecutive cu suma 24, aflati detmpartitul.

* * %
V. 272 Determinati numerele prime p, ¢, I pentru care
p+2q+3r=123.
* * %
V. 273 Ardtati ca 7° > 3%,
* * %

V. 274 Mos Craciun are 2012 cadouri pe care vrea sa le imparta in 5
localitati de pe Valea Bistrei. Aratati ca 1n cel putin o localitate Mosul va
imparti cel putin 403 cadouri.

Lorena Tolea, Razvan Toader, elevi, Otelu — Rosu

V. 275 Determinati cifrele a, b, ¢, d pentru care este adevarata egalitatea

abcd +3-bed +2-cd + 2d = 2012.
Andrei Eckstein, Timisoara
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V. 276 Determinati numarul natural nenul n pentru care numarul
a=1.2-3-...-n+1272 este patrat perfect.
Aurel Dobosan, Lugoj

V. 277 Determinati cel mai mare numar de patru cifre divizibil cu 120.
Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

V. 278 Se dau numerele a=1-2-3-...-23 si b=1-2-3....-21. Aratati ca
numerele asi b dau acelasi rest la impartirea cu 101.
Olimpiada Ddmbovita

V. 279 Fie a,b,c numere naturale. Artati ca, daca 2% 2°7¢ 2 sunt
numere naturale, atunci a=b=c.
Olimpiada Dambovita

V. 280 Determinati toate perechile ordonate de numere naturale distincte
care au proprietatea ca impartind primul numar din fiecare pereche la al
doilea si apoi pe al doilea la primul obtinem, de fiecare data, aceeasi suma
dintre cét si rest, anume 3.

Constantin Apostol, Rm. Sarat

Clasaa Vl-a

VI. 271 Aratati ca, oricare ar fi a,b,c e N, numerele ab+1,bc+1 si

ca+1 nu pot fi simultan patrate perfecte pare.
Concurs Calarasi

V1. 272 Aratati ca, daca 61| (6x+5y), X,y eZ, atunci 61| (6y —5X).
Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

V1. 273 Se dau punctele A,B,C, D coliniare, in aceasta ordine, astfel incat
AB +2BC +3CD =2AD. Aritati ca AB =CD.
Olimpiada Constanta

VI. 274 Fie a,b numere naturale astfel Tncat
(a-3)(b+5)=ab.

. .o . a
Determinati valoarea maxima a raportului r = E .

Olimpiada Ddmbovita
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VI. 275 Tn exteriorul triunghiului ABC se considera triunghiurile AMB si
ANC astfel incadt AM = AN,BM =CN, iar segmentul
(MN) intersecteaza segmentele (AB)si (AC). Aratati ca, daca

AB = AC, atunci BN =CM .
Olimpiada Gorj

V1. 276 Aratati ca nu existd numere naturale m,n pentru care

m?-2=1+3+3%+..+3".
Olimpiada Neamt

V1. 277 Determinati numerele naturale nenule a,b,c pentru care
a_b_ 3c+7
3 5 2c+1

Olimpiada lasi

V1. 278 Se considerd n unghiuri (n>4)1n jurul unui punct cu

proprietatea ca printre oricare trei dintre acestea exista doud unghiuri
suplementare. Determinati masurile lor stiind ca doud dintre acestea au

masurile de 30° si 60°.
Mircea Constantinescu, Tg. Jiu

V|.279Arﬁta§icéi+i+i+...+i>§.
11 12 13 30 6

* k%

V1. 280 Aratati ca, daca a si b sunt numere naturale astfel incat
(2a+b)|(2b+a), atunci a=b sau a=0.
Andrei Eckstein, Timisoara

Clasaa Vll-a

VI1. 271 Determinati numerele Intregi msi n pentru care
3m% —7mn+4n? =1,

* k%
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VII. 272 Determinati numerele intregi a si b pentru care
a a+l a

b+1 b b’
Concurs RMCS 2006

VI1. 273 Determinati numerele naturale abc cu cifrele distincte pentru
care vabc =a+b+c—2.
Aurel Dobosan, Lugoj

VII1. 274 Determinati numerele naturale m,n pentru care

7n% +16n+7=(2n+1)(m° +2).
Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

VII. 275 Ardtati cd, daca X,y e Rsi x+y =10, atunci x%+y? >50.
Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

VII. 276 Aratati cd nu existd numere intregi k pentru care

k®-15k +7=0.
* * %
VII. 277 Aritati ci, dacd a,b,c e N* si a2 +b este numadr rational,
bv2 +c
atunci ac este patrat perfect.
Olimpiada lasi

V1. 278 Pentru orice numar natural n se noteaza

E(n) = 2n+1+./n(n+1)
Jn+1+dn
Aratatica S=E(1)+E(2)+...+ E(120) este numar natural.
Olimpiada Grecia

VII. 279 Se considera un triunghi isoscel ABC cu AB = AC. Bisectoarea
unghiului «B intersecteaza AC n D. Daca BC = BD + AD, determinati
masura unghiului <A .

Olimpiada Canada
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VII. 280 Aritati cd, dacd X,y € Z"si p este un numir prim astfel incat

1 1 1 o X A
—+—=—, atuncl — este un numadr intreg.
Xy p y

Olimpiada Spania

Clasa a VIll-a
VI1I. 271 Determinati numarul elementelor multimii
A= {x| =0t e {1,2,3,...,100}}.
5m* +6
* k%

VII1I. 272 a) Determinati valoarea minima a expresiei
E(y)=4y2 +3y+3, yeR.
b) Determinati numerele naturale X,y care verifica egalitatea
x2 =4y% +3y+3.
Concurs RMCS 2006

VIII. 273 Rezolvati in R* x R* ecuatia 4x% —3xy — y? =0.
Constantin Apostol, Rm. Sarat

VIII. 274 Calculati suma primelor 3n zecimale
10n
ale numaérului a= (EJ .
Concurs Calarasi

VI11. 275 Determinati minimul expresiei

E=x +§9+x3, xeR.
Aurel Dobosan, Lugoj

VII1. 276 Se considera un triunghi ABC dreptunghic in A, cu
AB =c¢,BC =a,CA=Db. Exprimati suma b+ c in functie de raza r a

cercului inscris si raza R a cercului circumscris triunghiului.
* * %
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VI1I. 277 Determinati numerele reale X,y pentru care
o1 1
y+4X=4xy si —+—=1.
RN
Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

VIII. 278 Determinati tripletele (X, y,z)de numere reale pentru care

Xy=z—-X-Yy
yZ=Xx-y-z.
X=Yy—X—1

Olimpiada Canada

VIII. 279 Se considera triunghiurile ABC si ADE dreptunghice cu

<%B=<xD=90° si AB=AD. Daci F este proiectia lui B pe AC si G
proiectia lui D pe AE, aratati ca punctele B, F, E sunt coliniare daca si
numai daca punctele D, G, C sunt coliniare.

Concurs lasi

VI111. 280 Se considerd succesiunea de numere a;,a,,as,..., unde

a =3 8a,=a+a°, 83 =8 +ay°, ..., 8,,; =a, +a,°,.... Determinati
ultimele doua cifre ale numarului aygy5 .
Olimpiada Spania

Clasaa IX-a

I1X. 231 Rezolvati ecuatia [\/; } = XTH , unde [a] reprezinta partea

intreagd a numarului real a.
* * *x

IX. 232 Se considera numerele reale a si b pentru care b =3a - a’.

Ardtati ¢4 existd ¢ e R astfel incat 2b=5c —c?.
Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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IX. 233 Se considera multimea A, = {X eR| |X - m| +|X +ml< 2m|} , CU
meR.
a) Determinati cel mai mic numar intreg m pentru care A,, contine cel

putin patru numere intregi.
2012
b) Determinati multimea ﬂ A .

k=1
* * *

I1X. 234 Se considera ecuatia X2+ (m2 - 4) x—m?=0 si se noteazd cu

X, (M) cea mai mare solutie a sa. Determinati valoarea maxima a lui

X, (m) atunci cand m parcurge R.
OL Bistrita-Nasaud

IX. 235 Rezolvati inecuatia x-[x]<1—{x}.
OL Arges

IX. 236 Se considerd multimile A= {(X, Y)eRxR|x+y-1= O} si

B={(x,y)eRxR|x3+y3—2x2—2y2—xy+2x+2y—1=0}

Determinati A\Bsi B\A.
OL Hunedoara

I1X. 237 Suma cifrelor unui numar natural n este, in baza 10, egala cu
100, iar a numarului 44n este egala cu 800. Determinati suma cifrelor
numarului 3n.

Olimpiada Rusia
IX. 238 Aritati cd, dacd a,b,c>0si a® +b?+c? =3,
. 1 1 3
atuncl + >—.
l1+ab 1+bc 1+ca 2
Olimpiada Belarus
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IX. 239 Rezolvati sistemul de ecuatii

Olimpiada Canada

IX. 240 Fie ne N". Numirul A este format din 2n cifre de 4, iar numirul
B este format din n cifre de 8. Aratati ca A+ 2B + 4 este patrat perfect.
Concurs Turcia

Clasa a X-a

X. 231 Determinati numarul rational r pentru care
arctg 3—arctg 2=arctg r .

* * %
X. 232 Demonstrati ca egalitatea

nz . .
C,? —3-C§ +3° -C;1 -3 -C,? +..=2" -Cos? este adevarata pentru orice

numar natural nenul n.
* % *

X. 233 Ardtati ci, daci neN,n>2 si zeC,z#-12" =1, iar 2" =1,

. . 1
atunci numarul w=——+

1+z 147"

este Tntreg.

* k%
X. 234 Determinati functiile strict crescatoare f :IR — R cu proprietatea

ca f(x+f(y)=~Ff(x+y)+1 vx,yeR.

* k%
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X. 235 Arétati cd, daca M este o multime finita de numere reale si
f:M — M este o functie bijectiva cu proprietatea ca

f(x)+ f _1(x) =2x,VxeM ,atunci f =1y, . Afirmatia este adevarata si

dacd M nu este finita ?
OL Sibiu

X. 236 Se considera o functie f :[a, b] — R pentru care existd a (O,l)
astfel incat

f(x)—f (y)| < a-|X - y|, VX, y e [a,b] . Demonstrati ca
g:[ab] >R, g(x)=x+ f(X) este injectiva.
OL Arges

X. 237 Determinati ac Rsi Ac R astfel incat functia f :R* — A,

f(x)= aX2X—1 sd fie bijectiva.
OL Timis
X3 +x=y+8
X. 238 Rezolvati sistemul de ecuatii y3 +y=2+8.
2 +7=x+8
* % %

X. 239 Aratati ca, daca f :N — N este o functie injectiva si
g:N — Neste o functie surjectiva astfel incat f(n)<g(n),vneN,
atunci f =g.

Gheorghe Eckstein, Timisoara

X

X. 240 Se considera functia f :R >R, f(x)= Calculati suma

3+9%

1 2 3 2011
S=f] — |+ f + f +.o.+ fl ==
2012 2012 2012 2012

Olimpiada Canada, enunt modificat
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Clasa a Xl-a

Xl. 231 Aratati ca, daca A e M, (Z) este o matrice inversabild cu
det(A+ A‘l) <0, atunci det A<-1.
Concurs RMCS 2006

XI. 232 Demonstrati ca daca Ae A7, (R) satisface egalitatea

tr(A%)

=tr ( A? ) , atunci A este singulara.
tr(A)

Andrei Eckstein, Timisoara

1-cosnx

X1. 233 Se considera sirul (x, ) ., definit prin x, = lim 5

x—0 X
n
> X

Calculati lim *=L—.
n—o n
* % %
X1.234 Fie ABe A1, (R), n22,cu AB+eA+£°B=0,, unde
& =#. Demonstrati cd AB = BA.
OL Arad

30 -15% -10* - 6" +5* +3* + 2" -1

XI. 235 Calculati lim 3

x—0 X

Aurel Dobosan, Lugoj

N (2k +3)?

XI. 236 Calculati L= lim 3

N5 N

Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
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X1. 237 Se considera A,B,C e A7, (R)cu A+B+C =15. Aritati ca

det(AB + C)(BC + A)(CA+B)>0.
Aurel Dobosan, Lugoj

X1. 238 Se considera functia f : M, (R) — R definita prin f(A)=detA.

Studiati injectivitatea i surjectivitatea functiei considerate.
Amitere colegiu informatica lagi, 1991

Xl. 239 Determinati functiile continue f :R — R pentru care
f(3x)< f(x)< f(2x), VxeR.

* % %

XI. 240 Se considera o functie continud f :R — R care verifica
urmatoarele proprietati:
(1) f(1000)=999 si (2) f(x)- f(f(x))=1 VxeR.
Calculati f (500).
Concurs Italia

Clasa a Xll-a
XI1. 231 Determinati f%dx, x>1.
X(L+X+InX

* k%

XI1. 232 a) Aratati ca ecuatia 1+ X+ Inx =0 are o unica solutie reala
ae (0,1) X
b) Demonstrati ca orice primitiva a functiei

g:(a,+0) > R,g(x)=1+x+Inx este strict crescatoare.
* % %

9X

ox

XI1. 233 Se considera functia f :R—>R, f(x)= 3
+

1
Calculati I f(x)dx.
0

* % %
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1

3
X11. 234 Calculati |25 —dx.

o X +x°+1
* * %
XI1. 235 Determinati cel mai mic numar natural nenul n stiind ca
inversul lui 7 n grupul multiplicativ (Zn*,-) este 8.
* * *

X11. 236 Determinati ordinul elementului 27 in grupul aditiv (Z790,+) -

* k%

XI1. 237 Se considerd un polinom f e R[ X | cu proprietatea ca
XF (X +3)= (X +2) £ (X)—2. Calculati f(2020).
Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

n—o0

1
X11. 238 Calculati lim [In(L+x")dx.
0

Admitere Politehnica Bucuresti, 1991

1
XI1. 239 Calculati | '”(ZLl)dx.
o X" +1

Concurs Putnam 2005

XI1. 240 Daca a,b,c sunt solutiile ecuatiei x3—x-1=0, aratati ca
l1+a 1+b 1+4c

+ + este Tntreg.
1-a 1-b 1-c

numarul A=

Olimpiada Canada
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Probleme alese

A. 29 Sa se rezolve ecuatia
(x+a-b-c)(x—a)® +(x+b-c—a)(x—b)* +(x+c—a-b)(x—c)* -
—(x+a-b-c)(x+b-c-a)(x+c—-a-b)=0

Gheorghe Titeica, 1903

A. 30 Si se demonstreze ci expresia 3°"2—-32n2—-40n-9, in care
neN,n>2, este divizibila cu 512.

Gheorghe Titeica, 1904

A. 31 Se da o dreapta OL pe care avem punctul fix O si un punct A in
plan. Se duce prin A o secantd variabila, care intilneste pe OL in B.
Cercul tangent in B dreptei OL si avand centrul pe OA taie secanta
intr-un al doilea punct C. Si se demonstreze cd tangenta in C dusa
cercului precedent trece printr-un punct fix.

Gheorghe Titeica, 1903

A. 32 Se ia un punct D pe inaltimea AA a unui triunghi ABC. Dreapta
EF care uneste mijlocul E al lui AC taie pe AB ih M si pe CD in N. Sa se

demonstreze ca daca unghiul MA'N este drept, atunci punctul D este
punctul comun naltimilor triunghiului ABC.
Gheorghe Titeica, 1904
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Rubrica rezolvitorilor

Inainte de a scrie aici ceva, trebuie sa va rugam din nou ca, atunci
cand trimiteti rezolvdrile problemelor, sa scrieti pe plic, jos Tn stanga,
clasa in care sunteti !!!

Asa cum anuntam in RMCS nr. 39, la pagina 21, punctajelor
obtinute in urma evaluarii solutiilor trimise pe adresa noastra li se aduna
cele publicate in Gazeta Matematica (sau pe www.viitoriolimpici.ro
pentru participantii la concursul Gazetei), precum §i punctajul ponderat
obtinut (daca e cazul) la editia anterioard a Concursului RMCS.

Reamintim ca punctajele cumulate le puteti gasi (atunci cand
comisia de evaluare finalizeazd aceastd activitate) pe pagina
WWWw.nheutrino.ro, la sectiunea CS MATE, 2012 — 2013, Concursuri,
tabere, Rezolvitori _ concurs RMCS 2013.
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Miniconcursul revistei

Problema5

In momentul in care, in acea dimineata, Fantoma a intrat in
biblioteca din castel, acele batranei pendule au Inceput s se roteasca cu
aceeasi viteza in sens invers; astfel, cdnd Sir John a intrat, ca deobicei, la

ora 5 dupd amiaza fix, si isi bea ceaiul, pendula arata 7% Laceoria
vizitat, in acea dimineatd, Fantoma castelul ?

Rezolvarea trebuie trimisa pe adresa:
Ioan Dancila, str. Drumul Taberei nr. 67, bl. TD 44, ap. 42, Bucuresti, cod
postal 061366

Elevul care trimite primul solutia corectd va primi din partea
autorului cartea Invatd din greselile altora, autori Eduard si Toan Dancila,
editura Erc Press, 2011.

Revenind la un numar anterior al revistei noastre, sa vedem ce $-a
intdmplat cu Problema 3. Enuntul acesteia este:

Rezultatul inmultirii de mai jos nu este 2009.

%k kX

%k %

* k%

* *

*09

Daca nu este 209, atunci care este rezultatul inmultirii ?

Solutie :

Deoarece produsul este diferit de 209, acesta ar putea fi 109, 309, 409,
509, 609, 709, 809 sau 909. Cum 1insd 109 este numar prim,
309=3-103(cu 103 numar prim, deci fara divizori de doua cifre), 409
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este numar prim, 509 la fel, 609=3-7-29, 709 este numar prim, 809 este
numar prim, 909=3-3-101, cu 101 numar prim (deci fard divizori de
doua cifre), raimane :

21x

29

189
42

609

Asadar rezultatul inmultirii este 609.

Impecabila solutie de mai sus apartine domnului profesor Aurel
Dobosan din Lugoj, un permanent colaborator al revistei noastre. Domnia
sa a primit din partea autorului, asa cum v-ati obisnuit, un premiu pentru
biblioteca si studiu; de data aceasta este vorba despre, asa cum s-a promis
dealtfel, cartea Matematica distractiva pentru clasele V — VI, Editura Art,
2012, autor I. Dancila.
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