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Proverbe chinezesti

e Rubinul nu poate fi slefuit fara frecare si nici omul nu poate fi
perfectionat fard mai multe Tncercari.

e Invatatorii ti deschid usa, Insa tu insuti trebuie sd treci prin ea.

e Cel care intreaba este prost pentru 5 minute, dar cel care nu
intreabd ramane prost pentru totdeauna.

e Trebuie facut repede ceea ce nu ne preseaza pentru a putea face
incet ceea ce ne preseaza.

e Viitorul unui an depinde de primavara; viitorul unei zile, de ora 5
dimineata.

e Tiglele care feresc de ploaie au fost facute pe vreme buna.

e Un cuvant pornit din inima tine cald trei ierni.

e A deschide un magazin este usor, a-1 pastra deschis este o arta.
e Daca vrei sa zbori ca un fluture, nu te zbate ca un cocos!

e Gloria nu este a celor neinvinsi, ci a celor care se ridica dupa
fiecare lovitura.

e [ubeste-ma cand o merit cel mai putin; atunci am nevoie cel mai
mult.

e A-ti stdpani o clipa de manie inseamna a evita un secol de
regrete.

e Ne trebuie doi ani sa invatam sd vorbim si intreaga viatd sa
invatdm sa tacem.
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Matematica...altfel (partea a XI-a)
loan Dancila, Bucuresti

Numarul 10

Binecuvanteaza-ne, numar divin, tu care i-ai zamislit pe zei §i pe
oameni! O sfant, sfdant tetraktis, tu care cuprinzi raddcina suvoiului
vesnic al creatiei!

Asa recunosteau pitagoreicii importanta numérului  10.
Reprezentat ca un numar triunghiular, suma a primelor patru numere
naturale, interpretat ca o cifrd, pentru antici, decada sacrd — tetraktis —
inseamna totalitatea, desavarsirea, finalitatea. Un canon pentru tot.

Prima data i-am banuit importanta atunci cand mama fericitd i-a
spus entuziasmata unei vecine, si ea mama: Al meu stie sd numere pana la
zece!

Tocmai imi raspunsesem la intrebarea:

Cate degete am la ambele maini?

Baza in sistemul de numeratie utilizat astdzi de toti locuitorii

planetei, numar tetraedral (de forma w ), coeficient binomial,

numarul 10 are o proprietate tipica: 10x N = NO.

Intre multiplii si submultiplii unititilor de masurd, in aproape
toate cazurile, unicul pasaj utilizeaza scara zecimala. Utilizarea prefixelor
grecesti deca, hecto, kilo pentru multipli si cele latine deci, centi, mili
pentru submultipli vrea sa sublinieze universalitatea sistemului metric,
sistem ce se conjuga in aerul lui 10.

Ne amintesc de zece intervalul de 10 ani decada, proba masculina
de atletism decatlon, cele zece porunci ale lui Moise, un decalog, ordinul
decapodelor (crabii, crevetii, homarii care au cate 5 perechi de picioare).

Atunci cand romanii au numit-o, decembrie era a zecea luna.

Decagon este numit poligonul cu 10 laturi, decaedrul poliedrul cu
zece fete.

Cartea ta de identitate are valabilitate un deceniu, numaérul
popicelor la bowling este 10, utilizdm 10 tipuri de retele de comunicatie
(rutiera, fluviala, feroviard, aeriana, distribuitoare de apad, de gaz, de
electricitate, telefonie, neuronala si internet). Mitica Atlantida avea zece



regiuni, zece regi. In cugetarile oamenilor, zece reprezinta suficient de
mult (mai jos urmeaza cele zece cugetari).

Existd o reguld a lui 10 | Tn marketing (invatare, integrare,

interactivitate, promptitudine, interconexiune, informatie, intermediere,
individualizare, iteratie, invitatie).

Lucrarii flamandului Simon Stevinus La Disme (zecimea) fTi

datoram utilizarea generalizatd a numerelor cu virgulda n lumea
europeana.

Zece In intelepciunea popoarelor

1.
2.

o

6
7
8.
9

Unul slab traieste mai mult decat zece grasi.

Zece justificari sunt mai putin convingatoare ca una singura.

O singura pasare in mana valoreaza mai mult decat zece pasari
pe gard.

Zece destepti nu pot sd dezlege ceea ce a legat un prost.

Ferice de cel caruia 1i spui o vorba si pricepe zece si vai de cel
caruia 1i spui zece si nu pricepe niciuna.

Da una ca sd ti se dea zece.

O fapta buna valoreaza mai mult decat zece consolari.

Daca vara te plimbi o zi, iarna flimanzesti zece.

Un singur inamic face mai mult rau decat fac bine zece amici.

10. Un dascal adevarat valoreaza mai mult decat zece carti.



Asupra unei probleme de numarare
Nicolae Staniloiu, Bocsa

REZUMAT. In aceasti notd prezentam doud solutii (instructive
credem) si o generalizare ale unei probleme de numdarare. Problema a
constituit subiect de concurs la o olimpiada din Polonia si in [1] este
oferitd o solutie.

Problemi. Fie neN* si multimea A={12,..,2-n}. Si se giscascd
numarul submultimilor multimii A in care ecuatia x+y=2-n+1 nu are

solutie.

Vom da doud solutii acestei probleme, ambele diferite de cea
prezentatd in [1] (care are si mici erori de tehnoredactare) si apoi vom
enunta cateva variante similare schimband conditia din enunt.

Solutia 1. Sa considerim submultimile A ={k,2-n+1-k}, k=1..n.

Vom numadra, folosind principiul includerii si al excluderii,
numarul de submultimi in care ecuatia respectiva are solutie. O astfel de
submultime trebuie sa contind cel putin o submultime A, 1<k<n.

Daca notam cu By, k=1...n, multimea tuturor submultimilor care contin

A si daca n(X) este numarul de elemente ale multimii X, atunci
2n-2 2n-4 2n-2
n(By, )=22"2, n(B, NB,)=22"", n(BklﬂBkz N..N ka)=2 n-2p
unde 1< p <n. Conform cu principiul includerii si al excluderii avem:
n(B,UB,U..UB,)=CL.22"2 _c2.p20~4 . c3.2206 _ | (_1)"*cP
Numarul submultimilor multimii A 1n care ecuatia Xx+y=2-n+1 nu are
solutie va fi egal cu: 22" —n(B,UB, U...UB,)=
=22 .22 Ryt ol 2t v (-1) gl = (4-1)" =3"

Solutia 2. S considerdm submultimile A ={k,2-n+1-k}, k=1..n.
O submultime oarecare a multimii A care are proprietatea din enunt preia
din submultimile A, cel mult un element.



Submultimile cu p elemente avand proprietatea din enunt se

formeaza din p submultimi A, care pot fi alese in CP moduri, 1< p<n.

Un set de p submultimi A, produce insd 2P submultimi cu proprietatea
cerutd, deoarece un element din A, se poate alege in doud moduri. Prin
urmare numarul total de submultimi care au aceasta proprietate este:
N=Cp-2°+Ch-2t+C2- 22 +..+C]-2"=(2+1)" =3"

Sa ne punem acum urmatoarea intrebare:

Ce se intampla dacd schimbam conditia data cu aceea prin care
ecuatia X — Yy =n nu are solutie intr-o submultime a multimii A?. Solutia a

doua functioneaza perfect insd pentru submultimile A ={k,n+k},

k =1...n, rezultatul fiind acelasi. Aceasta observatie ne duce cu gandul la
urmatoarea

Generalizare. Fie ne N* si multimea A={12,...k-n}. Si se giscasca

numarul submultimilor multimii A in care diferenta X —y nu se divide cu

n, oricare ar fi x si y din acea submultime.

Solutie:

Se considerd submultimile A ={i,n+i,2-n+i,...(k-1)n+i}, k=2,
_ n

k,ieN, i=1..n. Este clar ca UA, =A si cd o submultime cu

i-1

proprictatea din enunt nu poate contine doud elemente din aceeasi

submultime A . Cum un set de p submultimi A produce kP submultimi

cu proprietatea cerutd (deoarece un element dintr-o submultime A se

poate alege in k moduri), deducem cd numarul submultimilor cu p

elemente avand proprietatea din enunt va fi CPkP si deci numérul tuturor

submultimilor cu proprietatea din enunt va fi:

N=CJ -k®+Cl k' +CZ-k? +..+C] k" =(k+1)".

Bibliografie

[1] A. Dragomir, L. Dragomir, O. Badescu, 1.D. Birchi — Exercitii si
probleme de matematicd pentru clasa a IX —a (si nu numai), Ed. Birchi,
2010



Asupra unor probleme de concurs
Nicolae Staniloiu, Bocsa

REZUMAT. In cele ce urmeazd vom da solutii alternative la
cateva probleme de concurs.

Problema 2, clasa a VII-a, ONM 2011.
in patrulaterul convex ABCD avem m(£BCD)=m(~ZADC)>90°.

Bisectoarele unghiurilor BAD si ABC se intersecteaza in M. Demonstrati
cd dacd M eCD , atunci M este mijlocul lui [CD].

Solutie: Vom construi conform cu figura de mai jos urmatoarele:
[AE]=[AD], E€[AB] si [BF]=[BC], F e[AB]. Din congruenta
triunghiurilor ADM si AEM rezultd usor urmatoarele:

D

A E F B
Fig. 1.

[DM]=[ME] si ZADM = ZAEM D
si analog din congruenta triunghiurilor BCM si BFM rezulta urmatoarele:
[MC]=[MF]si ZMCB=ZMFB . (2
Din (1) si (2) rezultd ca ZMEF = ZMFE si deci triunghiul MEF este
isoscel si de aici folosind din nou (1) si (2) rezultd cd [MD]=[MC]

Problema 4, clasa a VII-a, ONM 2011.
Se considera triunghiul ABC n care m(ZABC)= 60°. Punctele

M si D sunt situate pe laturile (AC), respectiv (AB) astfel Tncét
m(£BCA)=2-m(£MBC) si BD =MC . Determinati m(£BMD).

9



Solutie:
Construim figura de mai jos, n care triunghiul DBM a fost rotit
cu 60° in sensul acelor de ceasornic, avand ca centru de rotatie punctul B.
In aceastd rotatie, corespondentul punctului D este punctul

E €[BC], corespondentul lui M este punctul F.

Deasemenea bisectoarea unghiului C intersecteaza dreapta BM Tn
punctul G. Evident triunghiul GBC este isoscel si, dacd notam
m(£MBC)=x, atunci: m(ZMGC)=2-x.

Se observa ca triunghiurile BEG si CMG sunt congruente §i va
rezulta ca [GE]=[GM |, deci triunghiul GME este isoscel;

cum m(Z£EGB)=2-x deducem cd m(ZGME)=x, asadar triunghiul

BME este isoscel.

Se aratd acum usor ca triunghiurile BFE si MFE sunt congruente
si, cum triunghiul BFM este echilateral, va rezulta cd FE este bisectoarea
unghiului BFM , care are masura de 60°.

Se observd mai departe ca triunghiurile DBM si EBF sunt

congruente ceea ce duce la concluzia ¢ m(£DMB) =m(£BFE)=30°
A

Figura 2.
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Problema 2. Balcaniada pentru juniori 2012 (OBMJ 2012)
Cercurile k; si k, se intersecteaza in A si B. Dreapta t este

tangenta cercurilor k; si k, In M si respectiv N. Daca t L AM si
MN =2-AM , determinati m(ZNMB).

Solutie: Problema este una din categoria celor mai simple dar merita sa
vedem o alternativa de rezolvare bazata pe cunostinte extrem de simple.
Solutia se rezuma la urmatoarele observatii: Daca notam cu r raza
cercului k;, atunci MN =2r, AT =TN =5r (rezultd din triunghiul APT
cu teorema lui Pitagora) si folosind asemanarea triunghiurilor EKM si
ETN se deduce EM =r, ceea ce aratda ca triunghiul KEM este
dreptunghic isoscel si, cum MBI ET (ambele fiind perpendiculare pe

AB), va rezulta ca m(LNMB) =450,

Figura 3.

Bibliografie:

[1] A 62-a Olimpiada Nationala de Matematica — Supliment al revistei
Gazeta Matematica

[2] Maria Mihet — Asupra unei probleme de la ONM 2011 (articol
publicat in RMT 3/2011
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Cronica ieseana (se intoarce...)

.» Ai grija ce-ti doresti, ca s-ar putea sa ti se intdmple...”.

In urma cu un an, impresionat de frumusetea inegalabila a Iasului,
trecand pe la Mitropolie - acasa la Sf. Cuvioasa Parascheva - mi-a trecut o
dorinta prin gind, aceea de a reveni pe aceste ,,uliti”, poate chiar insotit si
de apropiati. Asa cd, intre doud concursuri, ,,cineva de-acolo, de sus” mi-a
indeplinit dorinta - am mai fost de doua ori...

Cel de-al patrulea drum la Iasi (din toata existenta mea), a debutat
la Oravita, de unde am ,,pescuit-0” pe lasmina, adusa din Moldova-Noua
— ,,capatul celilalt” al ,,diagonalei” (evident, imaginard) ce uneste doua
dintre ,,colturile” Roméniei. Pana la Resita, printre vreo doud melodii ale
unor formatii sarbesti (muzica din timpul copildriei mele), am urmat norii
de ploaie (sau ei pe noi...). La municipiu, am ,,completat” cele doua locuri
disponibile ale masinii mele cu Daniel si Oana. Intr-una din benzinariile
de la iesirea spre Caransebes am facut "jonctiunea" cu masina care aducea
pe Raluca si Monica. Echipa s-a intregit la Lugoj, unde ne astepta
Roxana.

Cine zicea ca CFR-ul nu e punctual ? La ora scrisa pe bilet, trenul
era ,fix” pe peron. Ne-am despartit incercand inevitabilele emotii
parintesti si nelipsitul ,,Sa fiti cuminti...!” De data aceasta, la Tndemnul
Roxanei (viitoarea sefd de la Regionala de Cai Ferate, nu peste mult timp
- am mai scris in cronica trecutd), am cumpdrat bilete la cusetd, asadar,
timp de 17 ore am avut timp si de somn, dar si de ceva matematica...
»#Admiratoarele Hannei Montana” mi-au propus un pariu: pentru fiecare
premiu luat la concurs, eu imi voi vopsi cate o unghie cu 0ja de la fiecare
(10 degete impartit la 5 fete este egal cu... 2 degete vopsite - numai bine,
macar le voi vopsi simetric; in grup nu erau doud cu aceeasi culoare la
0j).

Printre functii surjective, cateva integrale si vreo doua seturi de
»cruce”, ascultdnd ,,glasul rotilor de tren”, am ajuns 1n frumoasa gara a
Iesilor. Pe peron ne-a asteptat domnul profesor de matematica de la
Cotnari (cum o fi petrecut ,,Saptamana altfel" pe acolo ?). De aceasta data
am fost cazati in ,,buricul targului” - la Colegiul de Arta ,,Octav Bancila”.

Nici acum nu stim dacd noi am adus ploaia sau ea ne-a urmat...
Cu ecusoanele in piept (la fel de méandri ca pe ele scrie Caras-Severin),
am ,,pus o vorba” la Sf. Parascheva pentru toti cei care au nevoie de ajutor
si am pornit pe urmele lui Eminescu. Ca ofiter (in rezerva) ce sunt (am
facut armata in urma cu vreo 15 ani), am invatat ca, Tnainte de batalie
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soldatul trebuie sa manance pe saturate, asa cid am ,,dovedit” o portie
zdravana de tochiturd moldovineasca cu muraturi (oare si razesii faceau la
fel ?)...

Ploaia ne urmaérea, precum turcii pe Stefan... ,Béatdlia” cu
picaturile de ploaie avea sa se dea dupa ce am vazut parcul Copou. Desi
ne-am luat uscator de par, nu am mai avut loc de umbrele sau sapca in
multitudinea de bagaje, asa cd ne-am retras ,strategic” (intocmai ca
Stefan la Daniil Sihastrul) intr-un magazin, de unde ne-am ,,inarmat” cu
umbrele. Uscatoarele de par s-au dovedit utile, totusi...

Seara am servit masa la cantina internatului, dupa care, noi,
profesorii am fost la sedinta tehnica de la ,cartierul general” stabilit la
Colegiul Tehnic ,,G. Asachi”. Am avut prilejul de a sta de vorba cu
venerabilul academician Radu Miron, un fost student al profesorului A.
Haimovici, care ne-a povestit cu nostalgie si mult umor intdmplari cu si
despre matematicieni.

A doua zi - concursul ! Emotii inevitabile, fiori, ,.,eu nu mai stiu
nimic”, etc.

Ne-am trezit devreme si viteji precum razesii, nu am mai asteptat
ghidul care urma sa ne duca la locul celeilalte ,,batélii”, matematice de
aceastd datd. Ne-am urcat in tramvaiul 13 (ghinion) si am ocolit o buna
parte din lasi, desi erau altele care ajungeau mai repede... Cu ajutorul
unor doamne respectabile, am gasit Facultatea de TCM, locul in care se
desfasura cea de-a 16 editie a concursului, la cea de-a 100-a aniversare a
nasterii lui A. Haimovici.

Timp de 4 ore, cei aproape 650 de participanti au avut cu ce sa se
lupte... Subiectele au fost ,,frumoase”, jumadtate din ele fiind de
matematica aplicatd. De remarcat este efortul organizatorilor care au
»suportat”, aldturi de acest concurs, incad doud olimpiade concomitent.
Dupa ce au servit masa, concurentii au fost invitati la un tur al orasului,
impreuna cu ghizi de la o agentie de turism... Fie ploaie, fie vant, in lasi ai
ce vedea (cele aproape 500 de poze facute cu camerele de fotografiat nu
pot surprinde chiar tot)... A urmat misiunea noastra - de a corecta. De
aceastd datd, am corectat la clasa a 9-a Servicii, impreuna cu colegul meu
din Brasov. Subiectele au fost nu prea ugoare, mai ales ca multi dintre
concurenti au incercat "traditionala" inductie, chiar daca cei care au
propus subiectele au oferit o solutie ,,clasica”...

Seara, am 1inteles superstitia fetelor in legatura cu numarul 13 -
ne-au despartit putine puncte de ultima mentiune (1 punct Monica, 1,5
puncte Madilina). Graba, oboseala, stresul Bacalaureatului care nu e
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departe, tramvaiul 13... Noi sd fim sanatosi...! O noud experientd a fost
trecuta in ,,CV”’-ul personal... Cel mai castigat a fost ,,cronicarul”, care nu
a mai fost nevoit sa isi vopseasca unghiile.

Sambdta am petrecut-0 Tn splendidul parc botanic din dealul
Copoului, la Bojdeuca lui Creanga si la ,,shopping”. Cu bagajele ,,obeze”
ne-am urcat in tren, bucurdndu-ne cd am fost primii, macar in ordinea
sosirii la concurs, ultimii care au plecat din lasi si ca ne-am situat pe un
loc ,,de mijloc” in concurs.

Am fost, precum Chirita din ,,provincie” la Iagi: Monica Epure si
Mid:lina Goian de la Liceul Teoretic "General Dragalina" din Oravita,
Oana Rosu de la Liceul Teoretic ,,Tata Oancea" din Bocsa, Roxana
Margan de la Liceul Pedagogic "C.D. Loga" din Caransebes, lasmina
llievici de la Grup Scolar Industrial din Moldova Noua si Daniel Guia de
la Colegiul National ,,Traian Lalescu” din Resita.

Tn rolul ,,cronicarului” - subsemnatul.

Prof. Mihai Lazarov - Liceul Teoretic General Dragalina Oravita

A XVI-a Conferinta Anuala a SSMR

Mihai Monea, Deva

Societatea de stiinte matematice din Romaénia, in colaborare cu
filialele din regiunea Prahova, a organizat, la Universitatea de Petrol —
Gaze din Ploiesti, a XVI a Conferintd anuald a SSMR, 1n perioada 19.10
— 21.10. 2012. Evenimentul din acest an a fost dedicat celei de-a 70-a
aniversari a Domnului Profesor Univ. Dr. lIoan Tomescu, membru
corespondent al Academiei Romane (printre altele si Presedinte al
Comisiei Nationale de Matematica in perioada 1984 — 1993).

Au fost sustinute cateva conferinte in plen, apoi lucrarile
conferintei s-au desfasurat pe urmatoarele sectiuni:

(1) Cercetare matematica

(2) Problem solving

(3) Didactica matematica. Istoria matematicii.

Credem cid merita amintite cateva dintre titluri si autorii lor, unii
dintre ei personalitati absolut
marcante ale scolii matematice romanesti:
o Conferinte in plen:

14



e Prof. Univ. Dr. Preda Mihdilescu, Universitatea Gdttingen,
Germania — Ecuatii diofantice clasice si aportul lor la istoria matematicii

e Prof. Univ. Dr. Viorel Barbu, Universitatea Al. I. Cuza, lasi —
Determinism, haos si auto organizarea starilor critice

e Prof. Univ. Dr. loan Tomescu, Universitatea Bucuresti —
Cateva aplicatii ale grafurilor in chimie; indici topologici
o Lucréri prezentate pe sectiuni:

o Prof. Univ. Dr. Ion D. lIon, Universitatea Bucuresti —
O variantd polinomiala a cifrului RSA

e Cercetator st, Mihai Cipu — Variatiuni pe o problema de
olimpiada

e Prof. Univ. Dr. Radu Gologan — Reprezentari grafice si
combinatorica

e Prof. Dr. Dan Marinescu, Prof. Mihai Monea, Prof. Mihai
Opincariu, Prof. Marian Stroie — Caracterizari ale functiilor convexe

® Cercetator st. C.M. Cazacu — Teoria de control in viata reala

e Prof. Univ. Dr. Cristinel Mortici — O abordare naturald a
raportului lui Wallis

e [ector Univ. Dr. Mihai Chis — Aplicatii ale metodei
coordonatelor baricentrice

e Prof. Dr. Manuela Prajea, Prof. Marius Mainea — Stabilirea
unor inegalitati integrale

e Prof. Roxana Soare, Prof. Constantin Soare - Ecuatii
diofantice

Mai multe informatii puteti gasi pe site-ul conferintei:
http://www.ssmprahova.ro/confmath.html.

Nu putem incheia fard a remarca organizarea de exceptie a
manifestarii, eforturile deosebite ale gazdelor pentru reusita deplina a
Conferintei (si absenta profesorilor din Caras — Severin).

Tabara Raul Alb 2012

Antoanela Buzescu, Ovidiu Badescu

Si anul acesta, ca 1n fiecare an, s-a desfasurat in Caras-Severin
»Tabdra de matematica si nu numai”, editia a IV-a. Fatd de anii trecuti,
locatia s-a schimbat putin, Tabdra de la Raul Alb fiind ideala pentru
asemenea activitati. Nu credeam sa trdesc vremurile cand aceste cabane
parasite sa renasca, si asta doar datorita doamnei Liliana Dacica.
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Ideea de a fi o tabara nu numai de mate a fost ciocolata cu care
olimpicii nostri au fost convinsi si anul acesta sa participe si s le fie drag
sa facd matematicd si in vacanta. Si-au dezvoltat gandirea, si-au
imbunatatit logica matematica, au ascultat si povesti din frumoasa istorie
a matematicii. Tar cei cdrora matematica le parea seacd si imposibila,
discutiile in miez de noapte sper si le fi schimbat putin stilul de gandire.

Noi, profesorii organizatori, Antoanela Buzescu si Ovidiu
Badescu, multumim profesorilor-lectori a caror calitate profesionald nu
mai este necesar si o subliniem aici: Marius Sandru, Irina Avramescu,
Mirela Radoi, Mariana Draghici, Ramona Calin, Ciprian Calin si nu in
ultimul rand celui mai bun rezolvitor de probleme din judet, Nicu
Staniloiu, nimeni altul decat cel care are timp sa fie si inspectorul de mate
al judetului.

Multumim elevilor prezenti acolo, asa cum am spus de fiecare
data, ei au facut tabara, asa cum tot ei ar trebui sd continue acest articol.
Si...le dam cuvantul, in ordinea primirii mailurilor de la ei:

Imi amintesc si de inviorarea de dimineatd (care nu mi-a placut
deloc, recunosc), meciul de fotbal cu domnu' Bddescu, drumetia in
padure, printre copaci i carari, frunzele si aerul proaspat. Era sa uit:
noptile lungi, cu povesti la care copiii nu adormeau.

Epuras Georgian,
clasa a Vlll-a, Liceul Banatean Otelu — Rosu

Dincolo de problemele de mate, mi-au ramas vii in amintire
momentele in care ne amuzam cu jocurile de autocunoastere, cu numerele
de iluzionism sau Karaoke, atelierele de fotografie si regie de film...Ar fi
multe de spus, imi las prietenii din tabara sa-mi continue povestea...

Buzescu Malina, Caransebes

Dorinta de a ajunge in tabara de matematica m-a impulsionat, de

altfel, sa muncesc mai mult. Pentru mine, tabdara de matematica a fost o
noud §i placutd experientd, prima tabara din viata mea..

Balanoiu Ana Maria
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Drumetii prin padure, seri tarzii §i inviorari matinale, amenzi §i
versuri de melodii, foc de tabara si cel mai important...extraordinare
prietenii. Asa as caracteriza, in minimul de cuvinte, ultima mea editie a
Taberei de Matematicd de la Raul Alb.

Imi ramdne sa ofer un simplu multumesc pentru aceastd tabdrd si
pentru tot ce s-a realizat prin ea.

Georgi Vernicu
Colegiul National “Traian Lalescu” Resita

Multa culoare, chipuri vesele, distractie, cunoastere si, evident,
competitie...sunt momente pe care le-am impletit cu drag, in cateva zile,
la Rdul Alb, toate imbrdacdnd vesmintele unui inceput de vacanta asa cum
imi place mie, imbindnd utilul cu placutul.

Arta de a cauta, a ndscoci si a te juca cu cifrele a fost la rang
Tnalt Tn aceste zile. Ne-am intrecut cu totii, elevi si profesori, cu ajutorul
rationamentului deductiv, reugind sa faurim un Univers exact, Universul
nostru!

Teodora Aura Potocean
Clasa a VI-a B, Scoala Gimnaziala Nr.2 Resita

O provocare placuta a fost problema zilei, o problema de logica,
a cdrei rezolvare ne-a dat de multe ori mari batdi de cap dar i satisfactia
gasirii raspunsului corect.

Partea cea mai frumoasd s\ mai interesantd a fost partea “si nu
numai...”.

Atelierele de psihologie, comunicare, fotografie dar si de
realizare a unui reportaj, ne-au invarat sa ne descoperim intr-un mod
nou chiar si pentru noi. Am ajuns sa ne cunoastem mai bine, sa ne facem
prieteni deosebiti, sa colabordam intr-un mod pldcut.

Oana Rédoi
Clasa a VIll-a, Scoala Gimnaziala Nr.2 Resita

M-am distrat, am luat parte la numeroase ateliere cum ar fi:
magie, fotografie, documentar, psikologie, jocuri de cunoastere si am
invatat multe lucruri interesante, nu numai in domeniul matematicii.

Ultima seara a ajuns repede, seara in care am avut concursul de
talente si ne-am strans in jurul focului de tabara vorbind pdna tarziu.
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Tmi va lipsi atmosfera, glumele, inviorarea, pand si matematica.
A fost frumos, o saptamdnd departe de calculator, internet, alaturi de
oameni extraordinari.
Mereu imi voi aminti cu mare drag de tabard de matematicd,
locul in care am legat prietenii si am pdatruns in lumea matematicii.
Adina Linta
Colegiul National “Traian Lalescu” Resita

In edifia anului acesta, am avut ocazia, bineinteles, de a ne
aminti ce am invatat in anul scolar ce tocmai se incheiase §i de a ne
exersa in continuare cunostintele, insa §i de a invaga foarte multe lucruri
noi §i de a ne dezvolta ca si caractere.

Mie mi-au placut atdt cursurile de fotografie si montaj video, cdt
si jocurile care ne-au ajutat sa ne cunoastem unii pe ceilalti inca din
prima zi.

Azap Denisa
Colegiul National “Traian Lalescu” Resita

In vacantd...

Sase zile fara semnal, 3 ore pe zi matematicd, adica matematica
timp de 18 ore, 1080 de minute de calcule, 64800 de secunde in care
creierul a inregistrat o activitate maximd.

Dar de ce? De ce in vacanta? De ce chiar matematica? De ce nu
orice altceva?

Tocmai pentru ca noi, cei care au participat in vara anului 2012
la Tabara de Matematica si nu numai de la Raul Alb sunt cei care doresc
raspunsuri, care pun intrebari si nu citesc solutiile de la sfarsitul paginii,
ci le cauta cu propria minte.

Dolot Nicole
Colegiul National “Traian Lalescu” Resita

Am avut ocazia sa invat lucruri foarte interesante cu profesori
indeletniciti. Cine s-ar fi gandit ca Teorema lui Thales a fost inventatd
pentru a mdsura indltimea unei piramide?

Nu am sa uit tabara de matematica si cu sigurantd ceea ce am
invdtat md va ajuta mult, iar amintirile vor ramdne mereu.

Oana Fara
Clasa a VIll-a, Scoala Gimnaziala Nr.2 Regita
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Probleme rezolvate din RMCS nr. 37
Clasa a V-a

V.230 Determinati numerele prime p si g pentru care p2 - q2 =16+p
Prof. Lucian Dragomir, Otelu Rosu
Solutie:
Metoda I: Dacd psi q sunt impare, atunci p2 - q2 este numdr par,
absurd (16 + p este impar); asadar psi qau paritati diferite. Imediat se
ajunge astfel la q=2, apoi p(p-1)=20= p=5.
Metoda II: (care depiaseste tehnica de lucru a unui elev de clasa a V-a).
Inmultind egalitatea cu 4 si avem:
4p2 —4p+1-4q? =65=> (2p—1)° —4q? =65 sau
(2p-1-2q)(2p-1+2q)=1-65=5-13
2p-1-2g=1 2p-1-2g9=5
Avem astfel P a sau P a
2p-1+2g9=65 2p-1+29=13

V.231 a) Aritati ca dintre oricare trei numere naturale putem alege doua
astfel incat suma lor sa fie un numar par.
b) Daca avem la dispozitie sapte numere naturale, aratati ca putem alege
patru dintre ele astfel incat suma lor sa fie divizibila cu 4.

Prof. Cristian Lazar, lasi
Solutie:
a) Conform principiului cutiei, fiind date trei numere, cel putin doud din
ele au aceeasi pariate, asadar suma acestora este un numar par.
b) Alegand la intamplare trei numere dintre cele sapte, exista doud cu
suma S;, numar par. Ludm acum trei dintre cele cinci numere ramase si

existd doud cu suma S,, numdr par; dintre aceste trei rdmase in final,
doud au suma S3, numar par. Numerele S;,S,,S; sunt de forma 4k sau

4k + 2, asadar existd doud de aceeasi forma, deci suma lor este divizibila
cu4.
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V.232 Determinati cifrele a sib pentru care abb +baa +aaa =777

Olimpiada, Caras-Severin
Solutie:

Se ajunge imediat la 2a+b =7 si astfel (a,b)<{(15),(2,3).(4,1)}

V.233 O sala de spectacole are 400 de locuri. Pentru un spectacol care
incepe la ora 20:00 se deschid usile silii la ora 19:00. In primul minut
intrd un spectator, in al doilea minut intrd trei spectatori si, tot asa, in
fiecare minut intra cu doi mai multi spectatori decat au intrat in minutul
anterior. Aflati la ce ora s-a umplut sala.

Prof. lulia Cecon, Otelu Rosu
Solutie:

1+3+5+..+(2n-1)=n® =400 = n = 20.

Ora cautata este asadar 19: 20 (adica inainte cu 40 de minute de inceperea
spectacolului!)

V.234 Determinati numerele naturale a, patrate perfecte mai mici decéat
100, stiind ca restul impartirii lui 2003 la numarul natural a este egal cu
403-6a.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu Rosu
Solutie:
Folosind teorema impartirii cu rest, obtinem a>50; asadar ae {64, 81} .

Imediat ajungem la a =64

Clasaa Vl-a

VI1.230 La un moment dat, intr-o parcare, numarul autoturismelor rosii
reprezinta 25% din numarul total al autoturismelor parcate. Dupa o ora,
se constatd ca numarul total de autoturisme a crescut cu o unitate, iar
procentul celor rosii a devenit 12% din numarul total. Aratati cd, in
intervalul de o ord scurs, au plecat din parcare cel putin 3 autoturisme
rosii.

Olimpiada, Bragov
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Solutie:

* . .o, . . .. -
Notdm cu r e N numadrul initial de autoturisme rosii; numarul total de
autoturisme aflate initial in parcare este astfel 4r, iar dupa o ora acesta

: 1 (4+1) 3(4r+1) ,
este 4r +1, din care = sunt de culoare rosie.
100 25

Daca v este numarul autoturismelor rosii venite in parcare, pnumaérul
autoturismelor rosii care au plecat, atunci, pentru y =v— p, avem:

3(4r+1)
r+y=2—5:>13r+25y:3:13(r+2y)=y+3.

Deducem astfel: y+3=13k,k € Z;
Cum insa p-v>0=y=v-p<0= y+3<0(!);deducem acum:
-y=p-v>3=p>v+3, deci p>3.

V1.231 Se considera multimile
A={123,..,2011}, B={neZ|n=x-y,xeAyeA} si

C={meZ|m=a-b,aeA,beB}.

a) Calculati card B.
b) Calculati suma elementelor multimii C
Prof. Mircea Fianu, Bucuresti
Solutie:
a) Se deduce imediat ca B ={0,%1,+2,...,4+2010} = card B = 4021
b) Observam ci, dacd x € B, atunci si —x € B; ajungem astfel ca, pentru
orice axeC si —ax € C = suma ceruta este egala cu 0.

VI1.232 Aratati ca daca X,y,zeZsi 3x—-8y—-6z=0, atunci

y(x+2z)
12

€

Concurs, Giurgiu
Solutie:

3(x-2z)=8y=3/y (1) 3(x+2z)=4(2y+3z)=4/(x+2z) (2)
Din (1)si £ ) concluzia e evidentd.
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Clasaa Vll-a

VI11.230 Aratati cd, dacd a,beZ si 9 divide numirul ¢ =a? +4ab+b?,
atunci 3 divide numarul d =2011-a+ 201-b.

Solutie:
c=(a+2b)2—3b2 si 9/c=3/(a+2b), de unde 9/(a+2b)2:

9/30> = 3/b. Cum 3/(a+2b) si 3/c=3/a, asadar 3/(x-a+y-b),
VX, Yy € Z. E suficient sa luam x=2011, y =201.

VI11.231 Se considera un triunghi ABC dreptunghic in A, in care M este
mijlocul lui [BC] si BD L AM,D e[AC]. Aratati ci m(«ACB)=30°
daca si numai daca BD =2- MD.

* * *
Solutie:
Dacid m(<«ACB)=30°, deoarece MA=MB=MC si m(<ABC)=60°,
deducem ca triunghiul ABM este echilateral.
Cum BD Ll AM = BD (fiind inaltime in triunghiul ABM ) este
bisectoarea unghiului ABC; triunghiul ABD este astfel dreptunghic, cu
m(<«ADB) =30° = 2AD = BD.
Cum AADM este isoscel () = AD =MD, asadar BD =2- AM

VI11.232 Se considera un triunghi ABC n care AB = AC, iar DeBC
astfel Tncdt AD este bisectoare exterioara a unghiului <BAC.
Perpendiculara din B si C pe AD intersecteaza dreapta AC in E, respectiv
dreapta AB in F. Aratati ca punctele D,ki  F sunt coliniare.

Concurs, Sibiu
Solutie:
In triunghiul AEB avem AD 1 EB; cum AD este bisectoare deducem

cd AD este mediatoarea lui (BE); avem astfel AE = AB. Analog, avem
cd AD este mediatoarea lui (FC)=> AF = AC. Se ajunge acum la
AABC = AAEF(LU.L)= EF =BC.
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De asemenea, D se afld pe mediatoarea lui (BE), de unde DB=DE ;

cum D se afla pe mediatoarea lui (FC)= DF =DC. Cum D,B,C sunt

coliniare si, de exempluy, DC=DB+BC = DE+EF =DF = D,E,F
coliniare.

VI11.233 Calculati cate numere de zece cifre au proprietatea cd suma
patratelor cifrelor sale este egala cu suma cifrelor.

Prof. Sorin Radulescu, Bucuresti
Solutie:

Dacid a este cifrd, atunci a® >a, cu egalitate pentru ae {O,l}. Cautdm
asadar numere de forma ay...80 pentru care
a12 + a22 +ot+ alzo >a +ay+...+ayy; conform observatiei initiale, avem
cd a,ay,..., 8 €{0,1}.

Prima cifra nu poate fi 0, asadar (cu principiul produsului) exista

1.2.2-..-2=2%=512 numere cu proprietatea din enunt(frumoasa
problema, potrivitd pentru un concurs).

VI11.234 Aratati ca pentru orice a,b,ce [O,oo) este adevdrata inegalitatea:

a® +b? +¢® +2abc+1>2(ab+bc +ca).
Dorij Grindberg

Solutie:
Trebuie remarcat pentru inceput cd, dintre cele trei numere, doud au
aceeasi pozitie fatda de 1(sunt fie ambele subunitare, fie ambele
supraunitare!);

De exemplu, cele doud numere sunt b si c, asadar
(b—1)(c—1)>0 (cu egalitate pentru b=1sau c =1).

Deoarece inegalitatea propusa se mai poate scrie:
(a —1)2 + (b —1)2 + 2a(b —1)(0 —1) >0,avand 1n vedere remarca initiala
(absolut subtild), aceasta este evidenta.

Desigur, egalitate se obtine pentru a=b=c=1.
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Clasaa Vlll-a

V111.230 Se considerd multimea A= {X IS Z‘X =a% +b? ,a,be Z} )
Aratati ca: (1) daca x,y € A, atunci x-ye A

() 10 <A

(3) dacd x e A atunci x° € A

Solutie:

(1) Dacd X,y e A, atunci existd a,b,c,d eZ astfel incat x=a?+b? si
y=c?+d?,

Cum, x- y=...=(ac+bd)2 +(ad —bc)2 si ac+bdeZ,ad -bceZ
rezultd x-ye A

(3) Daca xe A(folosind cele demonstrate anterior) deducem X2 eA,
apoi X =x-x2 e A= x° =(x3)3 eAsix¥=xx2cA

Pentru x =10 se obtine si (2).

Observatie: Pentru (2), fara a rezolva asadar (3), se poate si astfel:

1010 =108 -(62 +82) =(6-1o4)2 +(8-1o4)2 cA

VI111.231 Determinati perechile (X,y) de numere naturale pentru care

x-(x-y)=5(y-1).
Prof. Lucian Dragomir, Otelu Rosu

Solutie:

X2 +5 —y_54

X+5 X+5
x+5€1{5,6,10,15,30} (x este natural!).
Perechile cerute sunt:
(0,2),(12),(5,3),(20,7),(25,21).
Verificare!

Se obtine imediat y = eN=
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VI11.232 Aratati ca nu existd numere naturale nenule X giy pentru care

numerele a = x?+2 ysib= y2+2 X sunt simultan patrate perfecte.

Prof. Maria Pop, Cluj Napoca
Solutie:

Presupunem ca a si b sunt patrate perfecte. Cum a=x? +2y>x2,

< 2 o -
rezultd x2+2 y> (X +1) = ¥y > X; analog se deduce ca X > Y, contradictie.

VI11.233 Determinati tripletele (a,b,c)de numere reale strict pozitive

pentru care a> —2b=1,b?-2c=1,c?—2a=1

Prof. Lucian Dragomir, Otelu Rosu
Solutie:
Primele doua egalitati conduc la

a®-2b-b?+2c=0=(a-b)(a+b)=2(b-c). (1).

Analog se obtine (a—c)(a+c)=2(h-a) (2) si (b—c)(b+c)=2(c-a) (3).
Daci azb=b=#csic#a. Inmultind membru cu membru egalitatile
(1),(2),(3) in aceasta ipoteza, obtinem:

(a+b)(b+c)(c+a)=8=8abc (Cesaro) = abc <1.

Pe de alta parte, a®=1+2b>1=>a>1 analog b>1sic>1=>abc>1,
contradictie.

Asadar, a=b, apoi b=c si c=a, de unde a’-2a-1=0=
a=b=c=1++2

Exista deci un singur triplet care verifica enuntul: (1+ \/E 1+ \/E A1+ \/E )

VI11.234 Se considera trei drepte a,b,cincluse intr-un plan o« si se
noteazi anbnc={0}. Prin O se duce o dreapti m care formeaza, de

aceeasi parte a planului «, cu dreptele a,b respectiv c, unghiuri
congruente.
Aratatica m L a.
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Solutie:

Consideram Aeca,Bebh,Cec si M e m astfel incit OA=0B =0C.
Din AOAM =AOBM =AOCM rezulta AM =BM =CM.

Dacd P si Q sunt mijloacele segmentelor (BC), respectiv (AB), din
faptul ca AMBC = AOBC sunt isoscele, deducem MP | BC,OP | BC =
OM L BC. Analog, obtinem OM L AB, de unde OM L «.

Clasa a IX-a

IX. 200 Aratati ca, daca X,y,ze(0,) si xyz=1, atunci:
1+xy+1+yz +1+xz S

>3.
1+z 1+x 1+y

Olimpiada, lasi, 2007

Solutie:
Suma din stanga inegalitatii propuse se poate scrie
1
1+=
= L_— 4=
1+z z vy

folosind inegalitatea mediilor obtinem S >3- 3 = =3
\ xyz

IX. 201 Un numdr real x verifica cgalitatea X2 —x"+x° —x® +x=13.

Demonstrati ca: 5< x° <13.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu Rosu

Solutie:
Cum x =0, egalitatea din enunt poate fi scrisa

2 4 2

x5{x4—x2 +1—i+i]=13 sau, cu 24ty >2:
x2 X X

xs(uz—u—l):13
2 13 5
Deoarece u” —u-1=u(u-1)>1=="->1= x> <13.

X5
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Pe de alta parte,
x2+1

x20 +1=(x2 +1)(x8 “x8 xt X2 +1)= -13:[x+%j-13>26:

x0>25=5x%>5

IX. 202 Se considera sirul (Xn)nzl’ definit prin x,=a-4"+b-n+c,

vn=1, unde a,b,c sunt numere intregi date.
a) Aratati ca, daca primii doi termeni ai sirului sunt divizibili cu 3,
atunci orice termen al sirului este divizibil cu 3.
b) Demonstrati cd, in cazul b=0, sirul nu contine trei termeni in
progresie aritmetica.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu Rosu
Solutie:
1) xy =4a+b+c,x, =16a+2b+c. Cum 3 divide

Xp — X =12a+b = b:3; deoarece 3 divide x, =3a+b+(a+c)=3
divide a+c si astfel x, =a-(4” —1)+(a+c)+b-n este divizibil cu 3,

pentru WneN"
2) Presupunem c@ existd Xy, Xn, X (m <n< p) in progresie aritmetica,
rezultd 2(a-4” +c)=a-4m +c+a-4P+c=2.4"=4" + 4P sau

2-4"™M =14 4P™™ ceea ce e imposibil(din motive de paritate).

IX. 203 Determinati functiile f :R — R care au proprietatea ca

f (x3 + y): f(x)+f (yS),VX,ye]R.
Prof. Maria Pop, Cluj Napoca
Solutie:

pentru x=y=0= f(0)=0; pentru y=0= f (x3)= f(x),vxeR.
Relatia functionald din enunt devine: f (x3 + y) =f (x3)+ f(y),

vx,yeR ,deunde (1) f(u+v)=f(u)+ f(v),vu,veR.. Accastd
ecuatie functionala(care face parte sau ar trebui sd faca parte din cultura
matematica a unui olimpic) conduce la f (nx)=nf (x),vneN,vxeR.
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Avem acum f(8x3): f (2x) sau inca 8f (xs): f(2x)=2f(x)=
8f(x)=2f(x)= f(x)=0,vxeR (frumoasi problema de tehnic).

IX. 204 Se stie ca {X} este notatia pentru partea fractionara a numarului
real x. Determinati numerele naturale n pentru care

{1+l+l+...+l}=0,08(3).
2 3 n

Concurs, Bacau
Solutie:
Un elev obisnuit ar trebui sa faca cateva incercari pentru a calcula partea
. . . 11 1
fractionard a numarului X, =1+ 2 + 3 +.o.+ o

Avem astfel {x }=0,{X,}=0,5{x;} =0,83(simtim ca ne apropiem), apoi
{X¢}=0,08(3).

Mai gasesc si alte valori pentru n?. Bunul simt matematic ar trebui sa imi
spund cd nu. Cum demonstrez ca unica solutie a problemei este n =47

(E bine si ce am facut pana aici, avem cel putin 1 punct din cele 7).
Ar trebui acum sd stim, sd observam, sd intuim ca pentru m<n,

. 1
numarul ——+

1 . C e
+...+— nu poate fi intreg (Daca rasfoiti revistele

m+1l m+2 n
noastre din urma, veti gasi si justificari). Hai sa vedem totusi...
« . 1 1 1
Daca ar exista a € N pentru care —— + +.+—=a,
m+1l m+2 n

atunci notdm cu p cel mai mare numar prim aflat printre factorii
(m+1)(m+2)...-n
Y

numitorilor. Prin inmultire cu

ajungem la o

contradictie...
Nu existd deci m#n pentru care {x,|={x,} si astfel numarul
n=4 este unica solutie a problemei.
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Clasa a X-a

X. 200 Rezolvati ecuatia:

cos? X + 4sin Xxcos X — 2sin® x = 2.
Admitere Politehnica, 1988
Solutie:

Membrul drept este egal cu 2(sin2x+cos2 x) (ce idee 1) si astfel

ecuatia se poate scrie:
4sin? x — 4sin xcos X +cos? x =0..
Daca cosx=0=sinx=0, absurd, asadar prin impartire cu

cosx # 0 obtinem 4tg%x —4tg x +1=0= tg x =% si astfel

XE{arctg%Jr k| eZ}.

X. 201 Aratati cd, daca in triunghiul ABC are loc egalitatea
BC =+/2- AC, atunci mediana (AM) formeaza cu latura (BC) un unghi

congruent cu unghiul «xBAC .

Admitere facultate, 1987
Solutie:

Notim AB=c,AC =b,BC=a=>BC =b/2.
Deducem astfel:
b?+c?—a? c?-b?

cos(<«A) = =
2bc 2bc
2 2 2
In AAMC avem cos(<«AMC) = AM” +MC” ~b .
2AM -MC
Cu teorema medianei avem:
2(b2+02)—a2 2 _p?2
AMP=+ T cos(«AMC ) =————= «AMC = «BAC
2bc 2bc

X. 202 Se considera un triunghi ABC in care tgA=3 si tgB =2. Aratati

ca ortocentrul triunghiului coincide cu mijlocul indltimii (AD).
Admitere Institutul Politehnic, 1987
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Solutie:
Cum A+B+C =7 ,avem imediat

tgC=tg(A+B)=—9A*1B ;) .

__9A+1gb z
1-tgA-tgB 4

Daca H este ortocentrul, atunci <<HBD =%:> HD = BD.

Din th:% deducem AD =2BD =2HD.

X. 203 Aratati ca, daca a,b,ce (0,1) ,atunci
1 1 1
+ + <1.
2+log,b 2+log,c 2+log.a
Olimpiada Caras-Severin, 2008

Solutie:

Notdm log, b=x,log,c=y,log.a=z siavem X,y,z>0,x-y-z=1.
. - . 5 1 1 1

Inegalitatea propusa este echivalenta cu + + <1 sau

2+X 2+y 2+12
XYy + Yz + zx > 3. Aceastd ultima inegalitate poate fi obtinuta, de exemplu,
din inegalitatea mediilor pentru xy, yz,zx .

X. 204 Determinati numerele naturale distincte Xj,Xp,...,X, $i YeN

pentru care are loc egalitatea: 2™ +2%2 +...+2 =2Y —1,
Olimpiada Suceava
Solutie:
Presupunem(fard a restrange generalitatea problemei) cd X; < X, <...<X,;
evident ye N" (membrul stang este strict pozitiv).
Cum membrul drept este numar impar rezultd X, =0.
Egalitatea devine: 2°2 +2%8 + ...+ 2" =2Y -2 rezulti
2l Xty g%yl
Procedand analog, obtinem X, —1=0= x, =1.

infinal: x, =k -1, vk =1,n si y=n.

30



Clasa a Xl-a

XI. 200 Se considera sirul (X, )nzl’ definit prin

. = 1, daca n este patrat perfect
"0, nrest

n
Se noteazd s, = Z X -
k=1

C e e S .[ S
Aratati ca sirurile (—”j si (—”] sunt convergente.
nx1 nx1

n Jn

Concurs, Arad
Solutie:Se observd ci s,=k,Vne {kz,k2 +1,..,(k +l)2 —l} si astfel

. Jn
Sh =[\/ﬂ,neN . Cum 03%‘:¥§%—>0:> Iim%”:OeR, deci

S
(—”J este convergent.
N Jnx1

Jn-1 s . (s ]
Pe de altd parte, < <l=lim 2 |=1
N N A Y

XI. 201 Se considera sirul (X,) ., dat prin X >0,X,,1 =X, +4/X,,Vn 21,

a) Aratatica lim x, =
X—>00

b) Calculati lim Q/Z

X—0

n>1’

Xn

c) Determinati lim 5

X—o N
Olimpiada, Brasov
Solutie: @) X1 — X =+/X, > 0= sirul este crescator, deci exista

L =limXx,, . Prin trecere la limita in relatia de recurentd obtinem
0

L =0 (contradictie) sau L =c0.
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b) Din lema lui D’ Alembert deducem

X
|imQ/Z=|imﬂ=|im[1+ ﬂ]=1

Xn o0 Xn

¢) Folosind lema lui Cesaro-Stolz avem:
Xy . X JXn N %

lim22 = [im =L 70— Jim = lim I+t n —

w né o 2n+1 o 2N+1 2
I|m Xn1 — 1I|m \/7 t 1

w\/Tf JTW [

XI. 202 Determinati numerele naturale X,y,z stiind cd triunghiul
determinat de punctele A(x,y),B(y,z),C(z,x) are aria egald cu g iar

centrul de greutate al triunghiului ABC este G(2,2).

Olimpiada, Caras-Severin
Solutie:

y
Pentru A=y z avem A=§=%|A|:>Z(x—y)2=6. Folosind
X

N < X

G(2,2), deducem x+y+z=6, apoi x*+y*+2°=14, xy+yz+zx=11=
(X, Y, Z) = (1, 2,3) si permutdrile acesteia.

XI. 203 Se considerda Ae Mg(R*) astfel incat A' A=1;. Calculati
det(A2 - I3).

Solutie:

det(A? 1) = det( A — A- 'A) = (det A) det (A~ 'A)).

Deoarece det(A—tA)zdett(A—tA)zdet(tA—A):(—1)3.det(A—tA):

= —det( A~ 'A)= det(A*~ 15)=0
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XI. 204 Se considerd Ae M, (IR) pentru care det A=tr(A)=1. Calculati

cate elemente are multimea H = {An neN }

Solutie:
Folosind relatia Cayley-Hamilton avem ca:

A2=A-1,= A3 =—I,,A* =—A A° =—A% A® = A Agsadar, card H =6.
Clasa a Xll-a

XI1. 200 Demonstrati ca 0< X-(In X)2 < %,VX e (0,1).
Admitere Universitate Bucuresti, 2000

Solutie:
Consideram functia derivabila f :(0,1) >R, f (X) =X- (In X)2 =
f'(x)=(Inx)(Inx+1). Avem f'(x)=0 x= e2.Inplus,

lim f (x)=0 (folosind I"Hopital pentru cazul 2, jar lim f (x)=0.

x—0 o0 x—1

x>0
Studiind variatia functiei f ,avemca x= e 2 este punct de maxim si,

imediat, obtinem 0 < f (X) <f (e‘2)=i2<%=g,w e(O,l) .
e

XI11.201 Determinati functiile continue f :R — R care verifica egalitatea
f (arctgx) = (1+ xz)- f(x),vxeR.

Alexandru Gabriel Mirsanu, lasi
Solutie:
Deoarece f ese continua, f admite primitive; notam cu F 0

primitivd a sa si deducem ca F (arctgx)=F(x)+c. Se obtine imediat ca
c=0= F(arctgx) =F(x),vxeR.
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Considerand g:R — (—%%J g(x)=arctgx se aratd ca sirul
(Xn )5 definit prin xg €R",X,,1=9(X,) este convergent si are limita
egala cu 0. Ajungem astfel la F (Xn ) =F (XO) = F (0) =F (XO) =
F(x)=F(0),vxeRsideci f(x)=0vxeR

XIl. 202 Se considera un grup G cu 10 elemente in care existd
a,beG\{e}, distincte, astfel incat a®=b”=e. Aritati ca G nu este

abelian.
Olimpiada, Caras-Severin

Solutie:
Presupunem, prin reducere la absurd, cd G este abelian. Se arata
astfel cd H ={e,a,b,ab} este subgrup al lui G. Conform teoremei lui

Lagrange avem: ord(H)/ord(G), deci 4/10, fals. Asadar G nu este
abelian.

XII. 203 Aratati ca nu existd functii strict crescatoare f:R — R care
admit o primitiva F pentru care F(1-x)-F(x)=F (Xz),VX eR.
Olimpiada, Caras-Severin
Solutie:
Metoda 1: Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd 0 astfel de
functie. Facem Xx—(1-x) si obtinem F(x)-F(1-x)=F ((1— X)Z) ,
vxeR. Pentru x=0=>F(0)=F(1) si, conform teoremei lui Rolle,
existai ce(0,1) cu F'(c)=f(c)=0; pentru x=-1=F(1)=F(4)si
deci existi de(0,1) cu F'(d)=f(d)=0. Asadar exista c=d cu

f(c)=f(d),deci f nueinjectiva, asadar f nu e strict monotona.
Metoda 2: Presupunand ca exista astfel de functii, derivand egalitatea din

enun, obtinem — f (1- x)- F (x)+ F(1-x)- f (x) = f (x*)-2x, vxeR.
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Pentru x=0avem F(1)-f(0)-F(0)-f(1)=0, iar pentru x=1avem
F(0)- f(1)-F(1)- f(0)=2-f(1), de unde se deduce ca f(1)=0, apoi

#0= F(1)=0. Pentru x=01n inegalitatea din enunt, obtinem
0)=0. Folosind teorema lui Rolle, deducem ca existd ¢ e (0,1)

=f(c)=0.Cuminsd f(1)=0,avemcd f nu e injectiva.

XI1. 204 Se considerd un grup (G,-) si a,beG astfel incat suma dintre

numadrul elementelor lui G care comutd cu a si numarul elementelor lui
G care comutd cu b este un numar prim. Determinati numarul
elementelor care comuta sicu asicu b.

Marian Andronache, Bucuresti
Solutie:

Pentru x € G , notdm C(x)={y e G|xy = yx}.

Cum eeC(x),vxeG= C(a) si C(b) sunt finite, nevide, iar
C(a)|+[C(b)|=p=2, p prim.

Deoarece C(a) si C(b) sunt subgrupuri ale lui G=C(a)nC(b) are
aceeasi proprietate. Folosind teorema lui Lagrange

= ord(C(a)nC(b))/ord(C(a)) si ord(C(a)nC(b))/ord(C(b))

= ord (C(a)nC(b))/(ord(C(a))+ord(C(b)))=p.

n plus, |C(a)mC(b)|£|C(a)|+|C(b)|< p, deci |C(a)mC(b)|=1.

Asadar, singurul element care comuta si cu asicu beste e.

Probleme alese

A 13. Dacd f este o functie reala continua, definita pe circumferinta C a
unui cerc, ardtati ca exista o pereche (P,P,) de puncte diametral opuse
pe C pentrucare f(R)="f(P,).

Alexandru Froda

35



Solutie:

X =1rcost
. tef0,2x]
y=rsint :

Consideram  functia  contiuna  F:[0,27] >R  definita  prin

Ecuatiile parametrice ale lui C sunt : {

F(t) = f(rcost,rsint) . Problema revine la a ardta ca existd t; [0, 7]
astfel incat F(ty) =F(tg+7) .

Cum F(O)=F(2z), avem  pentru g(x)=F(x)-F(x—7x);
9(0)- 9(7) =[F(0) - F(m)I[F (=) - F(0)] < 0.

Concluzia este imediata.

A 14. Demonstrati ci dacd a,b,c €(0,), atunci
a b c
+ +
a+2b+c b+2c+a c+2a+b

>3
4
Gheorghe Eckstein
Solutie:
Notam Xz\/L, yz\/L, 7= _c s1
a+2b+c b+2c+a Vc+2a+b

a=4Ja@@+2b+c), B=bb+2c+a), y=.c(c+2a+b).

Folosind (0{X+ﬂy+;/z)2 < (az +,82 +)/2)(X2 + y2 + 22) obtinem

(a+b+c)2 S(a2+ﬂ2+7/2).
E suficient astfel sa aratam ca (a+b+ C)2 > %(az + %+ ;/2).

Calculele destul de rapide conduc la inegalitatea
a?+b?+c®>ab+bc+ca , care este echivalentd cu
(a-b)2 +(b—c)® +(c—a)? >0, evident adevarata.

A 15. Aratati ca pentru orice neN,n> 3, existd un poligon convex cu n

laturi, nu toate egale, cu proprietatea ca suma distantelor de la orice punct
interior la laturi este constanta.
Dan Schwarz
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Solutie:

Remarcam ca triunghiul echilateral are proprietatea ca suma distantelor de
la un punct interior la laturi este constantd; laturile sale sunt insa egale,
asadar n> 3.

Enuntul invita la o abordare inductiva.

Pentru n =4, dreptunghiul este poligonul care verifica enuntul.

Pentru n=5, tdiem un triunghi echilateral cu doud drepte paralele,
care nu sunt paralele cu nicio latura.

Obtinem astfel pentagonal ABCDE ; suma distantelor unui punct
interior acestuia la laturi este egala cu suma distantelor la laturile
triunghiului echilateral (care este constantd) plus suma distantelor la cele
doua noi laturi aparute (acestea sunt paralele, deci distanta dintre ele este
constanta).

Asadar, adca afirmatia este adevarata pentru un poligon cu n laturi,
atunci pentru un poligonul cu n+2 laturi neegale se foloseste aceeasi
constructie: se duc doud paralele (neparalele cu nicio laturd) care taie
poligonul convex cu n laturi astfel incat niciun varf nu este indepartat si
se rationeaza ca si in cazul treceriide la n=3 la n=5.

A 16. Aratati ca n orice poliedru convex exista cel putin doua fete care au
acelasi numar de laturi.
Kémal

Solutie:

Alegem fata cu cele mai multe muchii; aceasta este un poligon cu, de
exemplu, n laturi. Deoarece poliedrul este convex, fiecare muchie este
situata pe doua fete. Cum numarul de muchii pentru poligoanele (fetele)
poliedrului este cuprins intre 3 i n, conform principiului Dirichlet, avem
ca exista cel putin doud fete cu acelasi numar de laturi.

37



Probleme propuse
(Se primesc solutii pani in data de 17 decembrie 2012, nu mai tarziu!.
Pe plic scrieti clasa 1n care sunteti, va rugam DIN NOU !)

Clasaall-a

Il. 141. Dupa ce a parcurs cu bicicleta, dintr-un drum, in prima zi 19
kilometri, iar in a doua zi cu 5 kilometri mai mult, Alex a observat ca mai
are de strabatut o distantd mai mica cu 8 kilometri decat cea parcursa in a
doua zi. Ce lungime are drumul?

Mariana Mitricd, Resita

I1. 142. In 3 zile Daniela a citit un sfert din paginile unei cirti. Aflati cate
pagini are cartea daca in prima zi a citit 15 pagini, iar in urmatoarele zile
un numar dublu de pagini fatd de ziua precedenta.

Neta Novac, Resita

11. 143. Compuneti si rezolvati o problema pornind de la urmatorul desen:

OO0 5

Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

I1. 144. Familiile Adam, Bona si Chis au numerele de telefon urmatoare:
514 624, 532 853, respectiv 541 211; dacd numdrul familiei Duma
respecta aceeasi reguld ca si celelelalte si este de forma 52a 9b6 , puteti
gasi numarul de telefon al familiei Duma?
(Explicati ! Acest ultim indemn nu ar trebui dat, ar trebui sa stiti ca orice
rezultat trebuie, intr-un fel sau altul, justificat)

Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

I1. 145. Mama, tata, Alina si Petrisor sunt in sufragerie si dau drumul la
televizor. Pe un canal sportiv, se transmite un meci de tenis la care
participa patru sportivi. Cate persoane sunt acum in sufragerie?

* k%
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I1. 146. La un concurs al tdietorilor de lemne organizat la Baile
Herculane, una dintre probe a constat in tdierea unui trunchi de brad lung
de 10 metri in bucati de cate 2 metri.

Cat timp i-a luat aceasta proba castigatorului, daca pentru fiecare
taietura a avut nevoie doar de 2 minute?

* k%

I1. 147. Puneti semnul + sau — in fiecare dintre urmatoarele egalitati
pentru a obtine propozitii matematice adevarate:
(1)10=8060109;

(2) 100=830 150 18 O 30;

(3) 200 00 450 38=300 00 105 0O 12.

* k%

I1. 148. Care cuvant credeti cd ar trebui tdiat din urmatoarea insiruire (asa
cum am mai spus, explicati de ce): padure, scoald, lumina, toamna,

crater?
* % *

11. 149.

Completati cerculetele cu
numere de la 1 la 6 astfel
incat sa obtineti aceeasi suma
pe fiecare dintre laturile
triunghiului.

Compuneti si rezolvati o
problema aseméanatoare legata

O O de un patrat.

* k%

I1. 150. Mos Opinca de la Deva are 12 litri de must §i vrea sa-i daruiasca
nepotului sdu Mihai jumatate. Bunicul are numai trei vase: cel de 12 litri
in care tine mustul, unul de 8 litri si unul de 5 litri. Poate masura bunicul

cantitatea pe care vrea sa i-o daruiasca nepotului?
* k%
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Clasaa lll-a

I11. 141. Rila-Iepurild are varsta egald cu sfertul treimii numarului 36
madrit cu produsul ,,vecinilor” numarului 3. Ce varsta are el?
Mariana Mitrica, Resita

I11. 142. Pentru o ora de lucru, un muncitor primeste 6 euro.Stiind ca se
lucreaza 8 oe pezi, afla ce sunii va pimi o ech p a formata din 5
persoane n 10 zile.

Mariana Mitrica, Resita

I11. 143. Pentru rezolvarea unei probleme, Armin trebuie sd inmulteasca
un numir cu 6 si apoi si adune la rezultat 9. In loc si faci aceste operatii,
el Inmulteste numarul dat cu 9 si scade din rezultat numarul 6. Cu toate
acestea, rezultatul final obtinut este cel asteptat (corect). Care a fost

numarul dat?
* % %

I11. 144. Raul are de rezolvat intr-o saptaméana de scoala cateva probleme
de matematica. In fiecare zi, Raul rezolva cu o problema mai putin decat
in ziua precedenta. Cate probleme a rezolvat Raul in total, daca miercuri a
rezolvat 11 probleme?

* k%

I11. 145. Cristi a citit intr-o sdptimana de scoald o carte. In fiecare zi,
Cristi a citit cu 10 pagini mai mult decat in ziua precedentd. Daca vineri a

citit exact o treime din Intreaga carte, aflati cate pagini are cartea.
* k%

I1l. 146. Armin, Raul, Cristi si Dani au impreuna 25 de creioane.
Adunand numarul de creioane pe care le au oricare trei dintre prieteni se
obtine unul dintre numerele 16, 19 si 20.

a) Aratati ca doi dintre prieteni au un acelasi numar de creioane.

b) Care este numarul maxim de creioane detinute de unul dintre cei patru
prieteni?

* % %
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I11. 147. Compuneti si rezolvati o problema pornind de la urmatorul
exercitiu:
ax8=b, bx5=c, c+40=ax50.

* % %

111. 148. Completati cercurile goale cu numere potrivite (explicati):

@
C O
9000

I11. 149. Completati casuta libera din urmatorul tabel (asa cum am mai
repetat, explicati!):

* % %

247 346 135 432
158 157 169 366 287
900 800 700 600 500

* k%

111. 150. Tntr-o cutie sunt jetoane de 1 leu, 5 lei, 10 lei si 25 lei. Tau 13
jetoane, iar suma lor este 100 lei.
Stabiliti daca afirmatiile de mai jos sunt adevarate sau false:
a) Printre cele 13 jetoane sunt si jetoane de 10 lei.
b) Printre cele 13 jetoane nu sunt jetoane de toate cele 4 valori.
loan Dancila, Bucuresti



Clasaa lV-a

V. 141. Calculati cate autocare de cate 48 de locuri sunt necesare pentru
a transporta un grup de 170 de copii pe litoral.

* k% %

IV. 142. Andrei va vizita un oras, iar Bogdan alt oras. Andrei are de ales
intre Oradea si Cluj — Napoca. Daca alege Clujul, atunci Bogdan va
merge la Sibiu. In final, niciunul dintre ei nu ajunge la Sibiu. Stabiliti care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata:

a) Bogdan merge la Cluj — Napoca .

b) Bogdan merge la Oradea.

c) Andrei nu merge la Oradea.

d) Bogdan merge la Sibiu.

e) Andrei merge la Oradea.

* * %
1V. 143. Un sfert din cantitatea de ulei dintr-un butoi se pune in sase
bidoane a cate 10 litri fiecare, astfel incat acestea devin pline.

a) Ce cantitate de ulei a fost la Thceput Tn butoi ?
b) Daca un litru de ulei costa 7 de lei, cat costa o treime din cantitatea de
ulei din butoi?

Elisaveta Viadut, Resita

IV. 144. Un numar a este de 3 ori mai mare decat un numar b. Daca din
numarul mai mare se scade numarul 12 se obtine un nou numar, pe care il
notdm cu ¢ . Dacd numerele bsi ¢ sunt egale, aflati numarul a.

Elisaveta Viadut, Resita

1V. 145. Doi frati au impreuna 120 timbre. Ca sd aiba acelasi numar de
timbre, fratele mare 11 da celui mic un sfert din numarul sau de timbre.
Cate timbre a avut fiecare copil la inceput?

V. 146. Aflati cinci numere naturale consecutive stiind cd suma a doud
dintre ele este 2012.
Constantin Saraolu, Rm. Valcea
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IV. 147. Diana a primit de la tatal sdu o suma de bani; din aceasta, ea a
dat cate 300 de lei fiecaruia dintre cei 3 copii ai sdi, ramanand astfel cu o

treime din suma initiala. Ce suma de bani a primit Diana de la tatal sau?
* % %

IV. 148. Calculati de cate ori se foloseste cifra 0 pentru a numerota o
carte pana la pagina 203.
Concurs Ploiesti
1V. 149. Mama avea 32 de ani cand s-a nascut fiica sa si 35 de ani cind i
S-a nascut baiatul. Stiind ca acum toti trei au Impreund 59 de ani, aflati
vérsta fiecaruia.
Concurs Dragasani

V. 150. Aflati patru numere naturale, stiind cd suma lor este 2012 si,

daca din fiecare scidem un acelasi numar, obtinem 3, 5, 7, respectiv 9.
* % %

Clasa a V-a

V. 261. Daca a,b,csunt numere naturale astfel incat a+2b+c=59 si

3a+4b+7c =169, aratati ca existd un numar natural k astfel incat, daca
d=2a+3b+4c, atunci d =57 -k.
Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V. 262. Se considerd multimea A= {4n +3/neN, O<n S167} .
Aratati ca:
a) Multimea A contine cel putin trei numere prime, cel putin doua cuburi
perfecte si nu contine niciun patrat perfect;
b) Nu se pot alege trei numere diferite din multimea A astfel Tncat suma
lor sa fie egald cu 2012.

Variantd a unei probleme de la OJM Caras — Severin

V. 263. Daca 1i dau lui Andrei doua ciocolate, el imi imprumuta bicicleta
sa pentru trei ore, iar daca 1i dau sase mere, mi-o Tmprumuta pentru doua
ore. Maine i voi da o ciocolata si doud mere; pentru cit timp imi va
Tmprumuta bicicleta ?

* % %
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V. 264. Determinati ultima cifrd a numarului
Nn=1+3+3+3+...+3%.

* * *x
V. 265. Dati cate un exemplu de doua multimi Asi Bcu céte trei
elemente pentru fiecare dintre situatiile urmatoare:
a) AN B are exact doua elemente.
b) AU B are exact patru elemente.
¢) A\B are exact doud elemente.
d) Daca xe A, atunci (x—2)eB

* % %

V. 266. Scriem, pe rand, 2009 numere naturale distincte astfel incat suma
oricaror doud numere vecine sa fie un numar par. Aratati ca oricum am
alege sapte dintre aceste numere, exista cel putin doud a caror diferenta

este divizibila cu 12.
* k% *

V. 267. Intr-o gospodirie sunt giini si iepuri, in total 95 de capete si 260
de picioare. Céti iepuri si cate gdini sunt in gospodarie?
* * %

V. 268. Trei stilouri si doua creioane costa 40 de lei. Aflati pretul unui
stilou si cel al unui creion, stiind ca un stilou se poate cumpara cu pretul a

sase creioane.
* * %

V. 269. Impartind patru numere naturale de cate trei cifre prin acelasi
numar natural nenul, se obtin resturile 1, 2, 3, respectiv 4 si caturile
numere naturale consecutive. Aflati cele patru numere, stiind cd suma lor
este 626.

Olimpiada Bistrita — Nasaud

V. 270. Considerdm numarul natural a=1-3-5-7-...-2009+ 2.

Determinati restul impartirii lui a la 8.
Daniela Chites, Bucuresti
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Clasaa Vl-a

VI. 261. Un grup de prietene se numeste frumos daca media notelor
obtinute de ele la un test de matematica este cel putin egald cu 9. La un
prim test , Alina a luat nota 10, Diana nota 9 si astfel Alina, Diana si
lonela au ajuns sa formeze un grup frumos. Aflati ce notd a luat la test
Ionela, stiind ca Mirela a luat nota 8, Anamaria a luat nota 9 si Ionela,
Mirela, Anamaria constituie un grup frumos.

lonela Radu, eleva, Otelu — Rosu

VI. 262. Un numdr natural n da restul 5 la impartirea cu 9 si restul 8 la
impartirea cu 12.
a) Aratati ca 2012 satisface conditiile din enunt si aflati cel mai
mic numadr natural care Indeplineste aceste conditii;
b) Ce resturi obtinem cand impartim numerele 3n si 4n la 36?
¢) Ce rest se obtine prin impartirea lui n la 36?
Ina Dicu, Cornel Moroti — Rm. Vélcea

VI. 263. Aflati numarul de pagini ale unei carti, stiind ca cifra 3 s-a
folosit la numerotarea paginilor sale de 71 de ori.
Concurs Calarasi

VI. 264. Spunem cd o multime de numere naturale este puternica daca
suma elementelor ei plus o unitate este egald cu o putere a lui 2, iar
produsul elementelor este deasemenea putere a lui 2. De exemplu,

multimea {1,2,4} este o multime puternica. Demonstrati ca pentru

fiecare numar natural N > 3exista o multime puternica avand n elemente.
Concurs Tg. Mures

V1. 265. Dati un exemplu de doud numere naturale psi q care au céte 4
divizori (numere naturale) astfel incat numarul p-qsd aiba 9 divizori
naturali.

* k%
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VI. 266. Intr-o biblioteca sunt carti de istorie, de matematici si de
geografie. Copertile cartilor sunt rosii, verzi si albastre. Cele de istorie nu
au coperti albastre, cele de matematica au copertile sau verzi sau albastre,
iar cele de geografie nu le au nici rosii, nici verzi. Ce culaore au copertile
cartilor de istorie ?

Concurs Suceava

VI. 267. Aratati ci 19 divide numdrul 4°" —5*" pentru orice numdr
natural n .

* % %

V1. 268. Pentru aniversarea Dianei, mama ( si tata) a pregatit in curte o
masi festivi. In ultimul moment si-au mai anuntat participarea inci 4
prieteni, astfel cd numarul scaunelor necesare a crescut cu 2 (%% fata de
numarul celor aranjate initial. Cati prieteni vor fi la aniversare ?

Alina Adam, eleva, Otelu — Rosu

VI. 269. Alina si-a propus sa citeasci o carte in 4 zile. In prima zi a citit
un sfert din carte, in a doua zi a citit jumatate din paginile ramase, in a
treia zi a citit 75 de pagini si a constatat astfel ca in ultima zi mai are de
citit exact a sasea parte din numarul paginilor cartii.
Cate pagini are cartea?
Diana Bdaila, eleva, Otelu — Rosu

VI. 270. Tn triunghiul dreptunghic DAC (m(<rADC)=90°), bisectoarea

unghiului <ACD intersecteaza latura (AD)Tn E.

a) Daca EM L AC, unde M e(AC), ardtati cd triunghiul DEM este

isoscel;
b) Demonstrati ca CE 1L DM .
Concurs Reghin
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Clasaa Vll-a

VII. 261. in triunghiul ABC latura cea mai mare este BC si are lungimea
a, iar AB=c,AC =b. Bisectoarea unghiului <B intersecteaza AC in D,
iar bisectoarea unghiului <C intersecteaza AB in E. Fie M piciorul
perpendicularei din A pe BD, iar N piciorul perpendicularei din A pe CE.
Demonstrati ca MN =bL2_a.

Maria Mihet, Timisoara

VII. 262. Doi elevi extrag pe rand bile dintr-o urna cu 2009 bile. Stiind ca
el au voie sa extraga de fiecare data cel putin o bild si cel mult 10 bile,
castigand cel care a extras ultima bild, sa se arate ca existd o strategie de
joc care sa stabileasca invingatorul.

Manuela Prajea, Drobeta Tr. — Severin

VII. 263. Numerele x+vy,y+ z,z+ X sunt direct proportionale cu 3, 4 si

5. Determinati numarul rational a pentru care 3x% - 2y2 =az’.

Concurs Cluj

VII. 264. Determinati numerele naturale nenule care au proprietatea ca
produsul lor este de 3 ori mai mare decat diferenta lor.
Antoanela Buzescu, Caransebes

VII. 265. Dati un exemplu de doua numere reale strict pozitive asi bcu
proprietatea cd media lor aritmeticd este mai mare cu 1 decat media lor

geometrica.
* * %

VI1. 266. Triunghiul ABC este isoscel de baza [BC|cu m(<«A) >90°. Fie
FD si GE mediatoarele laturilor[AB], respectiv [AC]| cu
De(AB)siEe(AC), F,GeBC iarDF NnGE={H}. Fie T mijlocul
laturii [BC] . Aratati ca:

a) AHDE este isoscel;

b) HT L BC ;

c) HT este mediatoarea segmentului[ DE].

Stefan Smarandoiu — Rm. Valcea
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VII. 267. Determinati numerele naturale nenule si distincte a,b,c pentru

care numdrul S = i + i + i este natural.
ab bc

Mitica Dudau, Galati

n n
VII. 268. Demonstrati cd, daca neN, atunci 49 +16-7 +55 este
2.7"+22

numar natural.
Concurs Giurgiu

VII. 269. Aritati cd nu existdi numere intregi X si Yypentru care
x? —3y% =2012.

* * %

VII. 270. Pe un cerc avem 21 de puncte albe si un punct rosu.
Consideram toate poligoanele determinate de aceste puncte. Care dintre
poligoane sunt mai multe: cele care au toate varfurile albe sau cele care au
si un varf rosu ? Cu cat difera numarul celor doua categorii de poligoane?
Concurs Rm. Vélcea

Clasaa Vlll-a

VIII. 261. Un cub de lemn este vopsit complet in albastru,apoi este taiat
in 216 cubulete identice. Calculati cate cubulete au cel putin o fata vosita
n albastru.

* % %
VIII. 262. Determinati numerele intregi m pentru care multimea
S(m) = {X eZIm(mx—2)=x+ 2} este nevida.

* * %

VIII. 263. Pentru orice numar real X se noteazda E(X) =10x? - x* si se
considerd numrul real a=+/2 ++/3.
a) Aratati ca E(a) este un numar natural.

b) Determinati valoarea maxima a expresiei E(X).
* k%
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VIII. 264. Patratul ABCD din figura de mai jos are aria egala cu 400.
Punctele M si N sunt mijloacele laturilor ( AB), respectiv (CD).

D M C

Calculati aria portiunii hagurate.
* k%

VIII. 265. Dati un exemplu de triplet (a,b,c)de numere reale pentru care

a’+b%+c?=(a+b+c)?.
* % %

. . 1 e
VIIl. 266. Demonstrati cd, pentru orice a,b >E, este adevarata

inegalitatea a+b>./(2a+1)(2b-1) .

VIV . . 1
Aratati ca exista o infinitate de perechi (a,b),a,b> > pentru care

se obtine egalitatea.
* k%

VIII. 267. a) Sa se rezolve in Z ecuatia X(Xx+5)=84.

b) Avem un patrat care este Tmpartit in 5 patrulatere cu
interioarele disjuncte: 4 dreptunghiuri avand aceleasi dimensiuni §i un
patrat mic. Dacé se stie cd aria patratului mic este egald cu 25, iar aria
fiecdrui dreptunghi este egala cu 84, aflati perimetrul patratului initial si
realizati un desen care s arate modul de Tmpartire a patratului initial.

Marcel Teleuca, Chisinau
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VIII. 268. Determinati numerele intregi a,b,c pentru care

a+by2 =c3.

* % %
VI11. 269. Demonstrati ca, dacd a,b,c €(0,+w) si abc =1, atunci
1 1 1 3
7 22 2 2073 23 5
a‘+b°c® b“+ca® c+ah” 2
* % %

VIII. 270.  Determinati numerele intregi n pentru care exista numere
prime p si q astfel Tncat
p(p+1)-a(@@+2) =n(n+3).
Lista scurta ONM 2012, Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasaa IX-a

IX. 221. Stabiliti care dintre urméitoarele numere este mai mare:

a=+/7 -2 sau b=+/13 —+/8.

* k%

IX. 222. O piesda metalicd in forma de disc cu diametrul de 20 cm
cantareste 3,6 kg. Din aceastd piesa se taie o piesa mai mica,de aceeasi
grosime, in forma de disc cu diametrul de 10 cm. Calculati cat cantareste
piesa mai mica.

* * %

IX. 223. Dati un exemplu de functie f:R-—>R care este strict
crescatoare pe (—o0,0)si strict crescatoare pe [0,+w), dar nu este strict

crescatoare pe R.
* k%
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IX. 224. Se considerd punctele A(-1,3),B(2,0),C(3,2). Determinati
functia f :R — R al carei grafic este reprezentat in figura de mai jos,

IX. 223. Determinati numerele reale a pentru care ecuatiile

X2 —4x+a=0si x2—7x+2a=0 auo solutie comuna.
* k%

IX. 226. Aratati ca, daca a,b € R, atunci cel putin una dintre ecuatiile

x2 —4ax+2b—1=0 si x2 —4bx+2a—1=0are solutii reale.

* k%

IX. 227. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia X+ \N =32.

* k%

1

1-[x]

Neculai Stanciu, Sibiu

. . . 1
IX. 228. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: [ }
—X

n |
I1X. 229. Demonstrati ca kf(k +11 n YneN",
=} +

* k%
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I1X. 230. Se considerd o functie f :Z — 7Z cu proprietatea ci
f(x+ f(y)=y+ f(x+2012), vx,yeZ.
a) Aratati ca functia g:Z —7Z, g(x) = f(x) — 2012 este aditiva.
b) Demonstrati cd existd exact douda functii cu proprietatea din

enunt.
Lista scurta ONM 2012, Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a X-a

X. 221. Exista numere reale X pentru care
log, (x+2)eZ,logz(x+3)eZsi log, (x+4) g Z?

* k%

X. 222. Pentru orice numere strict pozitive x, y

se noteaza E(X, y)=m‘¢x-\/§ -JX-W.

Determinati perechile (m,n)de numere naturale pentru care
E(3,4)=6.

* * %
[y 2
X. 223. Rezolvati ecuatia gV | Va3 _ o
* * %
X. 224. Aratati cd nu existd numere intregi X pentru care
2x-2X +9=3(2x+2").
* * *

X. 225. Dati un exemplu de numere a si b irationale pentru care a e Q.
* * %

X. 226. Determinati multimea

Az{aeR,ai—lllog . (X +1)>1,VXGR}
a+l

* k%
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X. 227. Demonstrati ca pentru orice n € N,n > 2, este adevarata
inegalitatea

l0g,i2 n + logn® (n —1) + log,? (n —2)! > %

* k%

X. 228, Ariitai ca daca 2 C, [2®+1=2:[z+1), atunci [7]</7.
Virgil Nicula , Bucuresti

X. 229. Fie b C" cu [a-+b][a| = b|.Calculati 2.

Bogdan Enescu , Buzau

X. 230. Pentru orice numdr natural nenul n se noteaza A, = {1, 2,3,..., n} s
U,, numdrul functiilor f : A— N care au proprietatea ca

[Iogz f(l)]+[|092 f(2)]+...+[|og2 f(k)]: k(k2+1)

a) Determinati cel mai mic numar natural n pentru care U,, > 2012.
b) Determinati numerele naturale m pentru care

, Vke A,.

1 4
Uy, =4 +IogZH.

( numérul [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a ).

Lista scurta ONM 2012, Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a Xl-a
1 2012
XI. 221. Rezolvati in M, (R) ecuatia X 2012 =(0 . j
* * *x
. . 2 (1 2 3 45
Xl1.222. Rezolvati In Sg ecuatia X° = .
5312 4
* * *x
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XI.223. Daca Ae A (R), atunci det(A+1,)=det(A-1,) daci si
numai daca tr(A)=0.

* k%

XI. 224. Determinati numerele naturale nenule n pentru care, daca
Ae M, (R), atunci det(tA+ iA) eR".
Gheorghe Alexe, Braila

XI. 225. Dati un exemplu de matrice Ae A% (RR)pentru care
rangA=2si rang(A+1;)=3.
* k%
Xl. 226. Determinati limita sirului (Xn )n>0 pentru care x; =1 si
2N X, =(N+1)-%,, VneN".

* k%

Xl. 227. Aratati cd ecuatia X $_7X +6l » =0, are cel putin trei solutii in
My (Z).

* * %
X1. 228. Se considerd @ e C\Rcu o° =1 si multimea
M (H) :{Ae/l/lz(H)| A2 +aA+all, :oz}.
a) Aratati ca, daca X € M (C), atunci X este inversabila si X1=x2
b) Demonstrati ca M (R) contine un singur element.
* k%

X1.229. Se considera un sir (x, ) ., de numere reale pentru care
Xo =1,% =2 si cu proprietatea ca 2X,,4 =3X, —X,, VnheN. Calculati
limita sirului (X,)

n>0"
* % %
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n—oo

XI. 230. Calculati lim n -[In(ejtlj—l} .
n

Olimpiada Hunedoara

Clasa a Xll-a

XII. 221. Aratati ca nu exista functii continue f :R — R care sd admita o

primitiva F cu proprietateacd F(X)-F(l-X)=X, VxeR.
* * %

XIl. 222. Pe o multime nevidd M se considerd o lege de compozitie
asociativa notatd multiplicativ §i pentru care Xy2 =YX, VX, ye M.Sa se

arate ca legea este comutativa.
Concurs Gh.Lazar, Sibiu

XIl. 223. Sa se arate cd nu existd niciun morfism de grupuri
f :(R,+)—>(R*,-) pentru care lim f(x)=0.
x—0

Dumitru Busneag, Craiova

XI1. 224. Fie (G,-)un grup pentru care existi neN",n>2astfel Tncat

x"y" = yx, VX, y € G .S se demonstreze ci grupul este abelian.
Gheorghe Andrei, Constanta

XI1. 225. Dati un exemplu de functie f :D — R derivabila, pentru care
f'(x)> f(x), VxeD.

* k%
1
XII. 226. Fie f :(O,w)—)R, f(x)=eXsi F :(0,00)—>R0 primitiva a sa.

Sa se calculeze: a) lim F(x); b) lim F(x);c) lim ———.
X—BO X—>0 x—o T (X)
X>

Olimpiada Arad
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X-eX

V1+e* .

Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

XII. 227. Sa se gaseasca primitivele functiei f :R >R, f(X)=

X11.228. Fie f :R— R o functie cu urmatoarele proprietati:
a) functia f o f admite primitive;
b) |[f()-f(y)=[x-y| ., ¥xyeR.
Demonstrati ca functia f admite primitive.
Cristinel Mortici, Tirgoviste

XII. 229. Aratati ca functia f :(—1, +oo) —> R, f(x)=In(1+x)are o

singurd tangenta la grafic care trece prin origine.
Ovidiu Badescu, Resita

XI1. 230. Stabiliti in care dintre urmatoarele figuri este reprezentarea

geometrica a graficului functiei f :R > R, f(x) =x- xC.

2 g TN
';\/U” 3 2 4 i 2 3 1
Figura 1. Figura 2. Figura 3.
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Probleme alese

A. 29 Sa se rezolve ecuatia
(x+a-b-c)(x—a)® +(x+b-c—a)(x—b)* +(x+c—a-b)(x—c)* -
—(x+a-b-c)(x+b-c-a)(x+c—-a-b)=0

Gheorghe Titeica, 1903

A. 30 Si se demonstreze ci expresia 3°"2—-32n2—-40n-9, in care
neN,n>2, este divizibila cu 512.

Gheorghe Titeica, 1904

A. 31 Se da o dreapta OL pe care avem punctul fix O si un punct A in
plan. Se duce prin A o secantad variabila, care intilneste pe OL Tn B.
Cercul tangent in B dreptei OL si avand centrul pe OA taie secanta in un
al doilea punct C. Sa se demonstreze ca tangenta in C dusa cercului
precedent trece printr-un punct fix.

Gheorghe Titeica, 1903

A. 32 Se ia un punct D pe indltimea AA a unui triunghi ABC. Dreapta
EF care uneste mijlocul E al lui AC taie pe AB ih M si pe CD in N. Sa se

demonstreze ca daca unghiul MA'N este drept, atunci punctul D este
punctul comun naltimilor triunghiului ABC.
Gheorghe Titeica, 1904
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Rubrica rezolvitorilor

Inainte de a scrie aici ceva, trebuie s3 va rugam din nou ca, atunci
cand trimiteti rezolvarile problemelor, sa scrieti pe plic, jos Tn stanga,
clasa in care sunteti !!!

Asa cum anuntam in RMCS nr. 39, la pagina 21, punctajelor
obtinute in urma evaluarii solutiilor trimise pe adresa noastra li se aduna
cele publicate in Gazeta Matematica (sau pe www.viitoriolimpici.ro
pentru participantii la concursul Gazetei), precum §i punctajul ponderat
obtinut (daca e cazul) la editia anterioard a Concursului RMCS.

Reamintim cd punctajele cumulate le puteti gasi (atunci cand
comisia de evaluare finalizeazd aceastd activitate) pe pagina
WWWw.nheutrino.ro, la sectiunea CS MATE, 2012 — 2013, Concursuri,
tabere, Rezolvitori _ concurs RMCS 2013.

Posta redactiei

Printre atatea plicuri completate corect(in primul rénd cu
indicarea clasei!), pline cu solutii corecte, unele chiar originale, am primit
unul care ne-a Tncéntat, de la elevul Andrei Popa din Baile Herculane
(care nu a uitat sa 1si laude profesorul si dirigintele). Pe langa cateva
probleme propuse, Andrei ne scrie: Sa stiti ca editia a VII-a a acestui
concurs a iegit carte. Eu §i colegii mei din Baile Herculane suntem
bucurogi ca incercati sa ne luminati mintea. Va cer iertare pentru scris,
Stiu cd este urdt.

Draga Andrei, in primul rand trebuie s iti spunem ca scrisul tau
nu e nici pe departe asa cum spui; nu e intr-adevir ca la carte, dar
intelegem mult mai bine ce scrii tu decat ce scriu unii dintre elevii de
clasa a Xll-a; asadar, chiar daca e perfectibil, da-i inainte cu rezolvarile si
propunerile ! In al doilea rand, trebuie si mirturisim ci randurile, si deci
gandurile tale, ne-au bucurat: desi sunt putine de acest gen care ajung la
noi, sunt dintre cele care ne fac si continudm, sunt dintre cele care ne
sustin, care ne Intaresc convingerea ca poate, ceea ce incercdm, an de an,
meritd continuat. Nu putem decét sa iti multumim agadar!
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Miniconcursul revistei

Problema 4.

Dintr-o bucata dreptunghiulara de carton cu dimensiunile de
7 cmx16 cm, realizeaza desfagurarea unui tetraedru cu un volum cat mai
mare posibil.

Daca ai obtinut un tetraedru cu un volum mai mare de 73 cm®,
trimite un desen cu liniile dupa care ai indoit cartonul ca sa realizezi
tetraedrul.

Elevul care trimite primul solutia corecta la problema propusa va
primi din partea autorului cartea Matematica distractiva pentru clasele
VIl = VI Editura Art, 2012, autor I. Dancila.

(N.red. : Pe langa forma absolut superba de prezentare — prezentare
grafica de exceptie, cartea reprezinta o aparitie inedita, atractiva,
incitanta, asa cum de fapt ne-a obisnuit autorul; nu putem fi decat
bucurosi si onorati ca se numéara printre colaboratorii nostri).

Rezolvarea trebuie trimisa pe adresa :

Ioan Dancila, str. Drumul Taberei nr. 67, bl. TD 44, ap. 42
Sector 6, Bucuresti, cod postal 061 366

Sa vedem acum ce s-a mai intdmplat la miniconcursul revistei:
Problema 2. (RMCS 39)
Am cateva creioane colorate si am constatat ci:

O toate creioanele, mai putin 3, sunt rosii;

O toate creioanele, mai putin 4, sunt verzi;

O toate creioanele, mai putin 5, sunt albastre.
Cate creioane colorate am?
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Solutia problemei 2 §i comentariile autorului:

Insistenta cu care s-a solicitat raspunsul corect si complet ar fi
trebuit sd punad pe ganduri. Problema pare doar comuna si de fapt are o
altd solutie decat cea trimisd de toti rezolvitorii: 6 creioane colorate.

In enunt nu se precizeaza ci sunt creioane colorate numaiin
culorile rosu, verde, albastru.

Consideram ca X este numarul de creioane de alte culori (decat
rosu, verde, albastru) si atunci , dacad n este numarul de creioane colorate,
atunci sunt:

(n - 3) creioane rosii;

(n - 4) creioane verzi si

(n - 5) creioane albastre

asa ca avem ecuatia , deunde 2n+x=12.
Evident x este par si :

opentru x=0,avem n=6;
o pentru x>2 nu existd un numar natural n (necesar mai mare sau egal
cu 5);
o pentru x =2, obtinem n=5, de unde rezulta cd am doua creioane rosii,
un creion verde, 0 creioane albastre si doua creioane de alta culoare (decét
rosu, verde sau albastru).

Cu regret, la problema nr. 2 nu am primit nicio solutie corecta si
completal

loan Dancila
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