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Fiind date doua puncte A si B,vom numidrum de la A la B orice linie (segment,linie franta sau

curbad) care incepe din A si se termina in B.Desi nu este o definitie riguros elaborata, descrierea
elimina posibilitatea unor interpretari diferite.Intuitiv abordand faptele,vom intelege bine ce vrea sa
fie lungimea acestui drum.

n baza relatiilor existente intre elementele unui triunghi,avem urmétoarele rezultate:
(1)Drumul cel mai scurt dintre doua puncte A si B este segmentul [AB].

(2)Drumul cel mai scurt de la un punct O,exterior dreptei d,pana la dreapta d este perpendiculara
[OP],cu P pe dreapta d.

Aceste rezultate sunt frecvent folosite in rezolvarea unor probleme de extrem geometric.

Exemplul 1: Fie un unghi ZX0Y cu
m(£X0V)<45%,
Aent(£X0Y),M € (0OXsi N € (0OY. yi

Sa se afle lungimea minima a urmatoarelor
drumuri:

a)AMN=AM+MN si

b)AMNA=AM+MN+NA.

Solutie:a)OX fiind axa de simetrie,fie (0OZ
simetrica lui (OY si N’ simetricul lui N.Drumul
AMN este de aceeasi lungime ca si drumul

AMN’.Perpendiculara ANII pe OZ realizeaza

drumul AMN’ minim. Intersectia lui ANII cu
OX fiind M si simetricul lui le fata de OX
fiind Ny ,drumul minim este AM, N, .

b)Fie A si A" simetricele lui A fata de OXsi



OY.Drumul AMNA are aceeasi lungime ca $iA’MNA” ,care are valoare minima daca AI, M, N si
A" sunt coliniare.Dacs A"A"" intersecteazi (OX'si (OY in Mz si N, ,drumul minim AMNA este

AM,N, A,

Exemplul 2:Este vorba de Punctul lui Torricelli. Matematicianul francez Pierre de Fermat(1601-1665)
este cel care a formulat problema determinarii punctului aflat la distanta minima de varfurile unui
triunghi,intr-o scrisoare adresata confratelui sau italian Evanghelista Torricelli. Din corespondenta
celor doi au ramas posternitatii urmatoarele teoreme:

Teorema 1:(Torricelli)

Se considera triunghiul ABC cu toate unghiurile sale strict mai mici decat 1200 si pe laturile
triunghiului se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale AB C,ACE si BCA;. Cercurile

circumscrise acestor triunghiuri au un punct comun.

Demonstratie:Fie T punctul de intersectie al cercurilor circumscrise triunghiurilor ABCI siACB 1
Atunci patrulaterele AT B Cl si ATCB:L sunt inscriptibile, deci

m(£ATB) = 180° — m(£AC,B) = 180° — 60° = 120°s;

m(£ATC) = 180° —m(£AB,C) = 180° — 60° = 120° de unde

m(£BTC) = 360° — m(£ATB) — m(£LATC) = 120°
, deci

m(£BTC) + m(£BA,C) =120°+ 60°=180%.e

patrulaterul BTCA este inscriptibil,punctul T aflandu-se pe cercul

circumscris triunghiului B CA ;.

Astfel,s-a demonstrat ca exista un punct unic din plan cu
proprietatea ca

m(£ATB) = M(£LATC) = M(£BTC) = 120°.

Punctul T se numeste Punctul lui Torricelli pentru triunghiul
ABC.El coincide dupa cum se va demonstra ,cu punctul lui
Fermat,care realizeaza minimul sumei distantelor la varful unui
triunghi.

Teorema 2:

Se considera triunghiul ABC cu toate unghiurile sale strict mai mici decat 1200 si triunghiurile

echilaterale AB Cy,ACB si BCA, construite in exterior.Fie T punctul definit mai sus.Atunci:
a)AA,,BB,,CC; sunt concurente.

b)AT + BT + CT = AA, = BB, = CC,.

Demonstratie:



a)T fiind punctul de concurenta al cercurilor din teorema precedentd,in patrulaterul inscriptibil

BTCA, avem
m(£A,;TC) =m(£A;BC) = 60° = m(£A,TA) = m(£A,TC) + m(£CTA) =
60°+120°=180"=T € 44,

Analog rezulta

T € BB,,T € CC, = AA, N BB, n CC, = {T}.

b)Aplicand prima teorema a lui Ptolemeu pentru patrulaterul inscriptibil

BTCHI si tinand cont ca triunghiul BCHI este echilateral

= BC-TA, =BT-A,C+ A,B-CT =>TA, =BT +(T =
AT + BT + CT = AA, = BB, = CC,

,procedand analog in patrulaterele inscriptibile AT B Cl si ATCBI.

Teorema 3:(Fermat)

Punctul T considerat anterior are proprietatea ca realizeaza minimul
sumei MA+MB+MC ,cu M punct din planul triunghiului ABC.

Demonstratie:

Fie M un punct oarecare din planul ABC.Aplicaind inegalitatea lui Ptolemeu in patrulaterul M B 4 1C
obtinem:MA, - BC < MB - A, C+ MC - A, Bsitinand cont c triunghiul BCA, este
echilateral, simplificam si obtinem Mﬂl = MB + MC, adics

AA, =AM + MA, < MA + MB + MC pentru orice M din planul triunghiului ABC.Folosind
teorema 2rezultica:TA+ TE +TC = r‘-’lffll = MA + ME + MC cu egalitate,daci si

numai daca M=T.

Astfel,s-a demonstrat ca T(Punctul lui Torricelli) realizeaza minimul sumei distan telor de la un punct
din plan la varfurile triunghiului.

Exemplul 3:Prin punctul M situat pe bisectoarea
unghiului ZX0Y se duce o dreapt3 variabild d, care

A
taie (OX in A si (OY in B.Sa se determine A si B astfel incat Ao
. D
a)lungimea AB sa fie minima. N
b)OA+OB sa fie minima. 0
/ M

c)perimetrul lui AOB sa fie minim.
Solutie:a)Vazand dreapta d rotindu-se in jurul punctului
M ,putem aprecia ca situatiile de minim si de maxim de 5

B

0 C



la a) si b) s-ar realiza cand d = ﬂﬂ, BD 1 OM. Acest fapt trebuie demonstrat.Fie AB o pozitie

oarecare diferita de AD B,:,, si CD simetrica lui AB fata de OM,care va fi si simetrica lui AB fata de

A,B, .

Avem urmitoarele congruente:(MA,) = (MB,),(MD) = (MB),(0D) = (OB)si
ZA,MD = £A,MA.

Putem presupune OB<OA ,fdra a restrange generalitatea.Folosind teorema bisectoarei,din OB<OA

obtinem MD=MB<MA , apoi ADD = HDA. Pe de alta parte, (MAD fiind bisectoare in triunghiul
MAD ,MA, << (MA+ MD)/2.

Pentrua)AyBy = 2MA, < MA+ MD = MA + MEB = AB; pentrub):

0A, + 0By = 0A, + 0A, = 0A + 0D — (AA, — A,D) < OA+ 0D = 0A +
OB:

pentru Ao By < AB i 0Ay + OBy < OA+ OB = P, o5 < Paos.
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