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1. Elemente de logica
A. Implicatie. Ipoteza. Concluzie

Rezolvarea unei probleme de matematica presupune o inlantuire de afirmatii (propo-
zitii sau fraze) care ne permit sa tragem anumite concluzii.

In matematica avem nevoie de rationamente clare si logice, de exprimari precise si ri-
guroase. Pentru aceasta apelam la logicad — stiinta care studiaza propozitiile, modul de
formare a unor propozitii (compuse) pornind de la alte propozitii (simple), judecitile si
tipurile de rationamente.

In geometrie sau in algebra intalnim frecvent urmatorul gen de propozitii:

»Daca doua unghiuri sunt opuse la varf, atunci ele sunt congruente.*

LDacd x =2, atunci4x —3 =5.

Desi cele doua propozitii diferd prin continutul lor, observam ca ele sunt construite in
acelasi mod: ,,Unghiurile 4, k opuse la varf = <{h = <{k.“respectiv,x =2 =4x-3=5.*
Plecand de la doud propozitii p si g, adevarate sau false, obtinem o alta propozitie
formulata schematic ,,daca p, atunci ¢* si notata ,,p = ¢*. (Citim p implica q.)

¢ Propozitia p, enuntatd dupa cuvantul ,,daca” si inainte de cuvantul ,,atunci* se
- numeste ipoteza.

o Propozitia g care urmeaza dupa cuvantul ,,atunci® se numeste concluzie.
Valoarea de adevar a propozitiei ,,p» = g* depinde de valorile de adevar ale propozitiilor p si g.
Propozitia ,.p = ¢ este adevarata daca e p si g sunt adevarate sau
' * p este falsa si g are orice valoare de adevar.
Propozitia ..,p = ¢ este falsa daca p este adevarata si g este falsa.

1. p: Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°.

; g: Doua unghiuri drepte sunt congruente.

Propozn;ule p si g sunt adevarate, deci ,,p = ¢* este adevarata.

Ls:1=2sir:7+4=10. Propozitiile s si » sunt false, deci propozitia s = r este adevarata.

¢ Adevarul propozitiei implicatie sta la baza celui mai simplu tip de rationament.

Schematic, el se prezinta astfel: p (propozitie adevarata)
p=4q (propozitie adevarata)
q (deducem ca propozitia g este adevarata)

y



# Back

B. Conditie necesara. Conditie suficienta. Propozitii echivalente

Sa consideram propozitia adevarata p = q.
Ipoteza p se numeste conditie suficientd pentru concluzia g.
Concluzia ¢g se numeste conditie necesard pentru ipoteza p.

1. in triunghiul ABC, [4B] = [4C] = B=C.
Propozitia [AB] = [AC] este o conditie suficientd pentru propozitia

- -

B=C, iar B=C este o conditie necesara pentru propozitia [4B] = [AC].

2. Daca doud unghiuri sunt drepte (au masura de 90°), atunci cele doua unghiuri sunt
congruente. In aceastd propozitie conditia ca doud unghiuri sa fie drepte este suficientd
ca unghiurile sa fie congruente, dar nu este si conditie necesara. .

Este posibil ca o propozitie p sa fie concomitent conditie suficienta si necesara pentru
propozitia g. (Vezi exemplul 1.)
in loc de p = ¢ si ¢ = p vom scrie in acest caz p < ¢. Citim: ,,p este echivalenta cu g*
sau ,,p daca si numai daca g*.
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C. Teorema. Teorema reciproca

¢ O propozitie adevarata de forma p = g se numeste teoremad.

& Propozitia obtinuta din teorema data luand concluzia teoremei drept ipoteza si ipoteza
teoremei drept concluzie se numeste reciprocd a teoremei date.

o Daca propozitia reciproca a unei teoreme este adevarata, atunci ea se numeste feorema
reciprocd a teoremei date (teorema data se numeste, in aceastd situatie, feoremd directd).

1. Teorema (directi): Daca patrulaterul ABCD este paralelogram, atunci [4B] = [CD].
Propozitia reciproci: Intr-un patrulater ABCD, daca [4B] = [CD], atunci patrulaterul
ABCD este paralelogram. Reciproca este falsa. (Justificati.)

2. Teorema (directi): Intr-un triunghi 4ABC, daci [4B] = [AC], atunci B=C.
Propozitia reciproci: intr-un triunghi ABC, daci B = C, atunci [4B] = [AC].
Propozitia reciproca este in acest caz adevarata si este feoremd reciprocad.




in cele doui exemple anterioare de teoreme ipoteza consta dintr-o singurd propozitie.
In cazul cand ipoteza consta din mai multe propozitii legate intre ele prin conjunctia ,,si‘,
putem construi mai multe propozitii reciproce.

Le obtinem schimbénd intre ele una dintre propozitiile din ipoteza cu concluzia teoremei.

Ipoteza: P $ip,sip;...si Py
U
Concluzia: q

Reciproce (exemple):

Ipoteza: qsip,sip,...si Py Ipoteza: p $1g§ip,..si Py
U , U
Concluzia: 2 Concluzia: P>

Daca intr-un patrulater convex ABCD, [AD] = [BC] si [AB] = [CD]
atunci AB ||CD.

Ipoteza: p,: [AD] = [BC] si p,: [AB] = [CD].

Concluzia: q: AB ||CD.

Reciproca 1 : Reciproca 2
Ipoteza: q: AB ||CD si p,: [AB] = [CD]. Ipoteza: p,: [AD] = [BC] si q: AB || CD.
Concluzia: p,: [AD] = [BC]. Concluzia: p,: [AB] = [CD].

Propozitia reciproca 1 este adevarata, iar propozitia reciproca 2 este falsa. (Justificati.)
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D. Alte tipuri de rationament

¢ Rationament prin contrapozitie
Negatia unei propozitii, p se noteaza p

in logica propozitia ,,p = ¢** este echivalenti cu ., g=p"

Propozitia: ,,Daca ABCD este paralelogram, atunci [4B] = [CD]
este echivalenta cu propozitia : ,,Daca intr-un patrulater ABCD,
[4B] # [CD] atunci ABCD nu este paralelogram.*

Echivalenta propozitiilor p = g si ¢=>p sti la baza unui rationament, numit
rationament prin contrapozitie, care afirma_ca daca propozitiile p = ¢ si g
adevarate, atunci este adevarata si propozitia p . SR — 7]

q

Y2
Daca ABCD este paralelogram, atunci [4AB] = [CD].

g sunt

In patrulaterul 4BCD, [4B] # [CD].

s
Do |
()

Patrulaterul ABCD nu este paralelogram.



o Rationament prin reducere la absurd
Sa considerdam ca avem de demonstrat propozitia p = q. Presupunem ca negatia ( q)

a concluziei este adevaratd. Luand ca ipoteza propozitiile p si g demonstram ca este
adevirati propozitia r , care este negatia unei propozitii despre care stim ca este adevarata.
Spunem ca am obtinut o contradictie. Prin urmare, propozitia p = q este adevarata.

Un astfel de rationament se numeste rationament prin reducere la absurd.

Sa consideram dreptele a, b, ¢. Daca a||c si b||c, atunci a||b.
Ipoteza: a||c si b||c. Concluzia: al|b.

Presupunem concluzia falsa. Atunci a [{ b este o propozitie adevarata.

Daca a J{ b, atunci dreptele a si b sunt concurente. Fie 4 punctul lor de intersectie.
Prin punctul 4 trec asadar doua drepte paralele cu dreapta c, ceea ce contrazice axioma

paralelelor.
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. Stabiliti ipoteza si concluzia propo-
zitiilor urmatoare:

a: Daca doua drepte sunt paralele, atunci
doua dintre unghiurile alterne interne de-
terminate cu o secanta comuna sunt
congruente.

b: Daca M este egal departat de punctele
A si B, atunci M apartine mediatoarei
segmentului [4B].

in desenele de mai jos sunt indicate
ipoteza si concluzia unei propozitii.
Formulati aceasta propozitie.

% Ipoteza iA Concluzia
B

B C (@
D

1) Scrieti fiecare dintre enunturile de
mai jos utilizdnd ,,daca ..., atunci ...*.
Stabiliti ipoteza si concluzia.

a) Intr-un triunghi isoscel, inaltimile co-
respunzatoare laturilor congruente sunt
congruente.

b) Mediana si indltimea duse din vérful
opus bazei unui triunghi isoscel coincid.
2) Scrieti propozitiile reciproce pentru
fiecare dintre propozitiile a) si b).

Consideram unghiul xOy, 4 €Int(<{x0y)
si propozitiile:

p: A apartine bisectoarei unghiului xOy;
g: A este egal departat de laturile
unghiului. Care dintre propozitiile de mai
jos sunt adevarate ?

a) p = q: b) ¢ = p; c¢) p este o conditie
necesara pentru ¢g; d) g este conditie
suficienta pentru g; e) p este conditie
necesara si suficienta pentru q.

Fie D un punct pe latura (BC) a
triunghiului ABC. Demonstrati ca:

a) Dacda AD L BC si BAD = CAD, atunci
[AB] = [AC].

b) Formulati reciprocele propozitiei a) si
determinati valorile lor de adevar.
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2. Exercitii si probleme recapitulative
din materia clasei a Vl-a

Linii importante in triunghi

@ Construiti un triunghi cu lungimile
laturilor de 5 cm, 6 cm, respectiv 7 ¢cm.
Construiti medianele triunghiului.

R

2| ntr-un triunghi ABC, [AM] este
mediana. Construiti triunghiul ABC daci:
AB =4 cm; AM =5 cm; BC=12 cm.

j}} triunghiul 4BC, BC =
m(4BC) = 45° si m(ACB) = 30°.
a) Construiti triunghiul ABC.

b) Construiti indltimile triunghiului.

¢) Dacd H este ortocentrul triunghiului,
determinati masurile unghiurilor triun-
ghiului HBC.

In triunghiul ABC, 4B =
BC =10 cm si m(4BC) = 150°.

a) Construiti triunghiul 4BC.

b) Determinati ortocentrul triunghiului ABC.
¢) Calculati lungimile inaltimilor dinA si C.
3| intr-un triunghi ABC, [AD] este
indltime si [AE] este mediand. Construiti
triunghiul ABC daca AD =5 cm, AE =6
em, $i BC = 10 cm.

in AdBC, me-

7 cm,

6 cm,

A
diana [AM] este
congruenta cu
[BM] si [CM). P iall '
Daca m(C) = 45°, M

aratati ca A4ABC este isoscel.

Z] Folosind nota-
tiile din figura
alaturata si faptul ca
M este mijlocul 50°x  80°-2v
laturii [AC], aritati® C
ca  [BM] este indltime.

a) Construiti bisectoarele unghiurilor
unui triunghi dreptunghic ABC.

b) Daca m(A4) = 90° si I este punctul de
intersectie a bisectoarelor, calculati
m(BIC).

in triunghiul ABC, 4D 1 BC, De
(BC). Daca pe semidreapta (4D existd un
punct egal departat de 4B si AC, atunci
triunghiul 4BC este isoscel.

Se da triunghiul ABC (4B < AC).
Mediatoarea laturii [BC] intersecteaza
dreptele AC'si 4B in punctele E, respectiv £,
a) Daca m(BAC) = 66° si m(BCA) = 50°,
calculati masurile unghiurilor triun-
ghiurilor EBC, FBC, ABE, ACF.

b) Aratati ca oricare ar fi masurile unghlu-
rilor triunghiului ABC, m(ABE) m(AC'F)

Fie M mijlocul laturii [BC] a
triunghiului 4BC si punctul P, P € (AM)
astfel incat <APB = < APC. Demonstrati
ca triunghiul ABC este isoscel.
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Congruenta triunghiurilor

ﬁ riunghiurile de mai jos sunt con-
gruente. Determinati masurile unghiurilor
si lungimile laturilor triunghiurilor.

T Adjrn
B

] ) =
4 5 3
280 > A 1200

Freh T af - A 5 5o F

Demonstrati ca urmatoarele perechi
de triunghiuri sunt congruente.

. turatd este desenat
un cub. A
a) Determinati, pe
fetele cubului, triun-
ghiuri congruente
cu triunghiul CBC".
b) Demonstrati ca triunghiul BA'C’ este
echilateral.

Pe latura [BC] a triunghiului isoscel
ABC ([AB] = [AC]) se iau punctele M si
N, astfel incat [BM] = [NC]. Demonstrati

ca AABM = AACN.

in desenul ala-
turat [OA4] = [OB] si
(OC este bisectoa-
rea unghiului xOy.

Demonstrati ca
AAOC = ABOC.

In patrulaterul convex 4BCD, diago-
nala [BD] este bisectoarea unghiurilor B
si D. Demonstrati ca AABD = ACBD.

A

[AD] este mediana in triunghiul §§C,
iar M, NeAD (De(MN)), astfel incat MBD =
= NCD. Demonstrati ca AMBD = ANCD.

in desenul alaturat,
triunghiurile 4ABD si ACB
sunt isoscele. 4 B
a) Aratati ca AADC=ABDC.
b) Demonstrati ca DC | AB.

e

20)] In patrulaterul convex ABCD, [AC] =
= [BD] si [AB] = [DC]. Demonstrati ca
AABC = ADCB.

este mijlocul segmentului

[AB]. Demonstrati ca
punctele 4 si B sunt egal
departate de dreapta d.

2 in figura alaturata, 4
triunghiul ABC este
isoscel, [BM] = [CN],
MP 1 BC, NQ 1 BC. ; DA 10
Demonstrati ca: '
a) ABMP = ACON,
b) ADPM = ADQON;
¢) D este mijlocul segmentului [MN].

Punctele 4, B, C, D sunt coliniare (in
aceastd ordine), [AB] = [CD], M este
mijlocul segmentului [BC]. Fie N un punct
apartinand perpendicularei in M pe dreap-
ta AD. Demonstrati ca < ANB = < CND.

in figura ala- M
turata, triunghiu-
rile MAC si NAB
sunt dreptunghice
isoscele.
Demonstrati ca

[MB] = [NC].
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Paralelism si perpendicularitate

in desenul alitu- p E
rat, <ABD = <{ CDB.
Demonstrati ca: >

2) <ECB = < CBA; &
b) m(CDA) + m(DAB) =180°.

] O dreapta paralela cu latura [BC] a
triunghiului ABC intersecteazd laturile
[4B] si [AC] in M, respectiv V. Stiind ca
m(AMN) = 30° si m(ANM) = 70°,
calculati masurile unghiurilor triunghiu-
lui ABC.

in triunghiul ABC paralela prin 4 la
bisectoarea unghiului 4ABC intersecteaza
latura [BC] in punctul M. Stiind ca
m(4MC) = 40° si m(ACB) = 80°, aritati
ca triunghiul ABC este isoscel.

Paralela dusd prin varful C al tri-
unghiului 4BC la bisectoarea [4A4” inter-
secteaza dreapta 4B in D. Demonstrati ca
AADC este isoscel.

Segmentele [4B] si [CD] au acelasi
mijloc M, C¢& AB. Demonstrati ca BC || AD
siAC || BD.

S0

Doua dintre cele opt unghiuri
determinate de o secantd cu doud drepte
paralele sunt complementare. Determi-
nati masurile celor opt unghiuri.

Doua drepte paralele sunt taiate de o
secantd astfel incat suma masurilor
oricaror doua dintre cele opt unghiuri for-
mate este aceeasi. Determinati masurile
unghiurilor.

32 N ; Atu-

=24 In figura alatu- ,, E
ratd, MN || AD si cele L NDE
cinci unghiuri mar- ’/" :
cate sunt congruente. 7 B D

Demonstrati ca [AB] = [BE] =[CE] =[CD].

) a) Dreptele a si b sunt perpendicu-
lare pe dreapta ¢. Demonstrati ci a||b.

b) Prin varful 4 al triunghiului ABC (4B =
=AC) construim o dreapta EF (A4e (EF))
astfel incat <{ E4AB = <{ CAF. Demonstrati

ca EF || BC.
In figura aliturata 4 E
AB 1 BC, AC L CE. L\\//]
[4B]=[CF], [AC]=[CE]. R
a) Demonstrati ca AABC = ACFE.

b) Demonstrati ca AB || EF.

$9| n desenul ala- M N
turat, punctele M si ',f”
N sunt egal depar- T [
tate de dreapta 4B. 2 8

a) Demonstrati ca AMAN = ABNA.
b) Demonstrati ca MN || AB.

in triunghiul isoscel ABC ([4AB] =
=[AC]), M € (4B), N € (AC) astfel incat
[BM] = [CN]. Demonstrati cd MN || BC.

Dreptele a si b au urmatoarea pro-
prietate: orice dreaptd din plan care
intersecteazd dreapta a intersecteaza si
dreapta b. Demonstrati ci a || &.

Fie I punctul de intersectie a bisec-
toarelor unghiurilor triunghiului ABC.
Prin / se duce MN | BC (M € (4B),
N e AC)). Daca BC= 12 cm si perimetrul
triunghiului 4ABC este de 30 cm, calculati
perimetrul triunghiului AMN.
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3. Simetria fata de un punct si fata de o dreapta

Fiind date punctele distincte 4 si O, punctul B se numeste simetricul lui 4 fatd de O daca
P R —/2 : ?: IE Fig. 1
e [OA] = [OB].

Simetricul punctului O fata de punctul O este punctul O.

Observam ca simetricul punctului B fatd de O este punctul 4.

Cele doud puncte 4 si B le numim simetrice (fata de O).

Fiind data o multime . # de puncte (figura geometrica), punctul O

se numeste centru de simetrie al multimii . # (al figurii) daca sime-

tricul oricarui punct al multimii, fata de O, este un punct al multimii.

1. Centrul de simetrie al unui segment este mijlocul sau.
2. Pentru o dreapta, orice punct al sau este centru de simetrie.
3. Fie a si b doua drepte paralele si o#/=a U b.

Un punct oarecare O, egal departat de dreptele a si b, este centru de simetrie pentru o4
(vezi figura 2).

Intr-adevar: demonstrim ca simetricul oricirui B <! a
punct P, al dreptei a, fatd de O este un punct al \ 0]

dreptei b. Daca O4A 1L d, OB1L b, A€a, Bebsi ,.\ b
PONb={Q}, atunci AOAP=AOBQ (cazul C.U.). Fig. 2 gy U

Din congruenta triunghiurilor, rezulta [OP] = [OQ]; deci Q este simetricul punctului
P fata de O c.c.t.d.

Fiind date punctul A4 si dreapta d, 4 ¢ d, punctul B se numeste simetricul lui 4 fata
de dreapta d daca d este mediatoarea segmentului [4B] (vezi figura 3).

Simetricul unui punct C al dreptei d fata de dreapta este C.

Observam ca simetricul punctului B fatd de L %

dreapta d este A. (_:' d
Cele doua puncte A4 si B le numim simetrice (fata l 2

de dreapta d). Fig, 3

Fiind data o multime de puncte . # (figura geometrica) dreapta

d se numeste axa de simetrie a multimii (figurii) daca simetricul
oricarui punct al multimii (figurii), fatd de dreapta d, este un punct al multimii (figurii).

1. Pentru un segment oarecare, mediatoarea segmentului si dreapta
suport a segmentului sunt cele doua axe de simetrie ale segmen-
tului.
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2. Pentru un unghi, dreapta suport a bisectoarei unghiului este unica axa de simetrie.
(Justificati.)

3. Pentru un triunghi echilateral, mediatoarele laturilor sunt axe de simetrie.

4. Daca un triunghi are o axa de simetrie, atunci triunghiul este isoscel.

intr-adevar: daca triunghiul are o axa de simetrie, atunci aceasta axi trece in mod necesar

printr-unul dintre varfuri, iar celelalte doua varfuri sunt simetrice.

Daca A este varful prin care trece axa de simetrie atunci [4B] = [4C].

Care dintre multimile de puncte (figurile) de mai jos prezintia axe sau centre de
simetrie? Precizati numarul lor.

2\

a) b) c) d) e)

Dati exemple de multimi de puncte cu doua axe de simetrie.

8] Intr-un sistem dat de axe ortogonale xOy construiti: simetricul P’, al punctului
P(1, 3), fata de Ox; simetricul punctului P’ fata de Oy (notat Q); simetricul R al
punctului P fatd de O. Calculati coordonatele punctelor construite. Ce constatati in
legatura cu punctele Q si R?

in triunghiul ABC fie M simetricul lui B fata de mijlocul laturii [AC] si N
simetricul lui C fata de mijlocul laturii [4B]. Aritati cd M, A, N sunt coliniare.



A

4. Paralelogramul

Patrulaterul cu laturile opuse paralele se numeste paralelogram.

Din definitie rezulta ca paralelogramul este un patrulater convex.
in practica:

¢  daca stim ca un patrulater este paralelogram, deducem cateva proprietati, in
special de congruenta, ale unghiurilor sau ale laturilor sale.
Aceste proprietati sunt conditii necesare ca un patrulater sa fie paralelogram.

o cunoscand anumite proprietiti ale unui patrulater, deducem ca el este paralelogram.
Aceste proprietati sunt conditii suficiente ca patrulaterul sa fie paralelogram.

Rezumdm mai jos cateva conditii necesare si suficiente ca un patrulater ABCD sa fie
paralelogram.

4B CD [4B] =[CD]
[4B] = [CD] [4D] = [BC] D_ —C
O
‘h\ ABCD ‘4)7 /- ----- M. /
‘9’ paralelogram ‘,{4)‘ A B
A=C O €AC, O eBD
B=D [40] = [CO], [BO] = [DO]

Remarcam ci pentru a defini sau caracteriza paralelogramul, avem nevoie de doua conditii.
Demonstram in continuare echivalenta (4); celelalte se pot demonstra asemanator.
Pentru ca un patrulater sa fie paralelogram, este necesar si suficient ca punctul de
intersectie a diagonalelor sa fie mijlocul fiecarei diagonale. D (&,

Demonstratie

a) Conditia este necesara

Ipoteza: ABCD paralelogram, AC N BD = {O}.
Concluzie: [AO] = [CO]si [BO] = [DO].

Din AB || CD, deducem ca < ABD = <{ CDB (alterne interne). Din AD || BC deducem
cd <ADB = < DBC (alterne interne). Rezultd ca AADB = ACBD (cazul U.L.U.) si de
aici: [AB] = [CD]. Din AB || CD mai deducem cd <{ CAB = < ACD (alterne interne). Prin
urmare: AAOB = ACOD, de unde rezulta [A0] = [CO] si [BO] = [DO].

b) Conditia este suficienta
Ipoteza: ABCD patrulater, AC N BD ={0}.
[A0] = [CO] si [BO] = [DO].
Concluzie: ABCD este paralelogram (4B||CD si AD||BC).

Observam ca: AAOB = ACOD (cazul L.U.L), de unde rezulta <ABO = < ODC si

deci AB || CD.

o

A

B




Analog din AADO = ACBO (cazul L.U.L.) rezulta AD||BC
Tema: Justificati celelalte trei echivalente.

Urmatoarele probleme rezolvate sunt alte caracterizari ale paralogramului pe care le
puteti aplica in rezolvarea altor probleme propuse.

0 O conditie necesara si suficienta ca un patrulater sa fie paralelogram este ca

punctul de intersectie a diagonalelor sa fie centru de simetrie al patrulaterului.
Rezolvare

a) Conditia este necesara

Ipotezd:  ABCD paralelogram, AB A AC = {O)}. et = %
Concluzie: O este centru de simetrie (simetricul oricarui
punct al paralelogramului fata de punctul O 4 0O B

este un punct al paralelogramului).

intr-adevar: simetricul unui varf este tot un varf (O fiind mijlocul fiecarei diagonale).
Fie Pe (DC) si Q simetricul sau fata de O. Rezulta ca ADPO = ABQO (cazul L.U.L.) si
de aici <PDO = < OBQ (1) si [DP] = [PQO] (2).
Din (1) rezulta BO||DP si cum BA||CD rezulta, conform axiomei lui Euclid, O € 4B.
Din (2) rezulta ca BO <DC si deci BQ < BA, adica Q € [4B].
b) Conditia este suficienta.
Ipoteza: {0} = AC m BD, O este centrul de simetrie al patrulaterului ABCD.

Concluzie: ABCD este paralelogram.

Simetricul varfului 4 fata de O este un punct al patrulaterului, coliniar cu 4 si O.
Rezulta ca simetricul punctului 4 este punctul C, deci O este mijlocul diagonalei [AC].

Analog justificam ca O este mijlocul diagonalei [BD]. Atunci, conform teoremei de
caracterizare (4), ABCD este paralelogram.

g O conditie necesara si suficienta ca patrulaterul ABCD sa fie paralelogram este
: ca punctul O de intersectie a diagonalelor sa fie mijlocul unei diagonale si doua

laturi opuse sa fie paralele. D el
Rezolvare %
a) Conditia este necesara
Ipoteza:  ABCD este paralelogram. A B

Concluzie: O este mijlocul unci diagonale si doud laturi opuse sunt paralele.
Concluzia rezulta din proprietatile paralelogramului.
b) Conditia este suficienta
Ipoteza :  [AO] =[CO] si DC || AB.
Concluzie: ABCD paralelogram.
Din AAOB = ACOD (cazul U.L.U.) rezulta [DO] = [BO)] si intrucat [40] = [CO]
rezultda ABCD paralelogram.

Inaltimile unui triunghi sunt concurente.




Demonstratie

Ne reamintim din clasa a VI-a ca mediatoarele g
laturilor unui triunghi sunt concurente.

Fie triunghiul ABC si[4A4 "], [BB’], [CC’] indltimile
sale. Pentru a demonstra afirmatia, construim un alt
triunghi in care A44’, BB’ si CC’ sunt mediatoarele
laturilor. Paralelele prin varfurile triunghiului la
laturile opuse se intersecteaza in D, E, F (vezi figura
aldturatd). Patrulaterele AFBC si ABCE sunt
paralelograme (avand laturile opuse paralele).
Rezulta ca [4F] = [BC] = [AE].

Prin urmare 4 este mijlocul laturii [FE] si deci 44’ este mediatoarea laturii [FE].
Analog se demonstreazi ci BB’si CC”sunt mediatoarele laturilor [D] respectiv [DE], c.c.t.d.
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[ntr-un paralelogram ABCD AB =10
cm, AD = 6 cm. Determinati lungimile
laturilor [BC] si [CD].

2] Perimetrul unui paralelogram este de
30 m. Una dintre laturi are lungimea de 6 m.
Determinati lungimile celorlalte laturi.

=1 Un unghi al unui paralelogram are
misura de 50°. Determinati masurile
celorlalte unghiuri ale paralelogramului.

in paralelogramul ABCD, AB =7 dm,
=12 dm, A0 = 5 dm (O este punctul
de intersectie a diagonalelor).

Calculah perimetrul triunghiului DOC.

51 lnparalelogramul ABCD m(CDB) a0,
m(DCB) 70°. Calculati masurile un-
ghlunlor paralelogramului.

©F Fie ABCD un paralelogram. Daca
distanta de la 4 la BD este egala cu 4 cm,
calculati distanta de la C la BD.

a) Construiti doua paralelograme
ABCD si AECF.

b) Demonstrati ca dreptele EF si BD
coincid sau dreptele AC, BD si EF sunt
concurente intr-un punct.

’87 in patrulaterul ABCD, 4B || CD si
=C. Demonstrati ca ABCD este
paralelogram.

(6

9| ABCD este pa-
ralelogram, iar (BE,
(BF, (DE si (DF sunt
bisectoarele unghiu-_4 B
rilor ABD DBC, ADB, respectiv BDC,
Demonstrati ca DEBF este paralelogram.

paralelograme. Demonstrati ca EFDC
este paralelogram.

Ul in desenul ali-
turat [4B] = [BE],
[AD] = [DF] si ABCD
este paralelogram.

a) Demonstrati ca
BDFC si BECD sunt paralelograme.

b) Demonstrati ca punctele F; C si E sunt
coliniare.




Dreptele AB si CD sunt paralele si

[AB] = [CD]. Daca M este mijlocul seg-
mentului [4B] si N mijlocul segmentului
[CD], demonstrati ca 4, M, N, C sunt
varfurile unui paralelogram.

US| in patrulaterul ABCD, unghiul 4 este
suplementul unghiurilor B si D. Demon-
strati ca ABCD este paralelogram.

14

Fie M este mijlocul laturii [BC] a triun-
ghiului ABC, EeAM, Me(AE) si [AM]=[ME].
Demonstrati ca ABEC este paralelogram.

U9 in paralelogramul ABCD DE | AB,
BF 1 CD, BH 1 AD i DG 1. BC (E< AB,
Fe CD, HeAD, GeBC). Aritati ca
EGFH este paralelogram.

D

18] in figura alatu-
ratd [AB] = [BC] =
= [CD] = [DE].
Aratati ca ABED
este paralelogram.

14 in paralelogramul ABCD fie (AE
bisectoarea unghiului BAD, E € DC, iar
(CF bisectoarea unghiului BCE, F € AB.
Stiind cd m(BAE) = 40°, calculati masurile
unghiurilor patrulaterului AECF.

# Back

18 figura ala- 4 H B

turati ABCD este ©
paralelogram. o
Demonstrati ca: D

a) [OE] = [OF];
b) EGFH este paralelogram.

19 punctele A, B, C sunt coliniare, iar
O ¢ AB. Demonstrati ca simetricele
punctelor 4, B si C fata de O sunt co-
liniare.

20 in patrulaterul ABCD, AB || CD si
[AD] = [BC]. Este patrulaterul 4ABCD
paralelogram? Justificati.

Triunghiul ABC este dreptunghic in
A si M €(BC). Perpendiculara in M pe
BC intersecteaza AB si AC in N respectiv
in P. Demonstrati ca CN 1 PB.

Se da paralelogramul ABCD in care
[AD] = [DB] si M este mijlocul laturii
[DC]. Perpendiculara din C pe dreapta
BD intersecteaza pe BM in P. Demon-
strati ca AD 1| DP.

5. Paralelograme particulare

A. Dreptunghiul

Paralelogramul care are un unghi drept se numeste dreptunghi.

¢ Dreptunghiul are toate proprietatile paralelogramului.
¢ Intr-un dreptunghi toate unghiurile sunt drepte.

Teorema 1. Un paralelogram este dreptunghi daca si numai daca
diagonalele sale sunt congruente.

Demonstratie
Fie ABCD un paralelogram.

A B

Trebuie sa demonstram echivalenta: ABCD dreptunghi << [4AC] = [BD].
a) ,,—>* Daca ABCD este dreptunghi, atunci AdDB = ABCA (cazul C.C.). Rezulta ca [DB]=[CA].

y,



b) ,<* Daca [AC] = [BD], atunci AADB = ABCA (cazul L.L.L.). Rezulta ca
<A DAB = <ABC. Insa unghiurile DAB si ABC sunt suplementare. Prin urmare unghiul

DAB este drept si deci paralelogramul ABCD este dreptunghi.

Demonstratie

A I
a) Daca m( 4 ) = 90°, sa demonstram ca AM = 5 BC'

Fie D simetricul punctului 4 fata de M. Atunci patru-
laterul ACDB este paralelogra@; Deoarece paralelogra-
mul ACDB are unghiul drept BAC rezulta ca este drept-

1 1
unghi si atunci [BC] = [4D]. Deci AM =— AD =— BC.

2 2

1 —~
b) Daca AM =5 BC, sa demonstram ca m(BAC) = 90°.

1
dreptunghic in A daca si numai dacd AM = 5 BC.

(=

M

Fie ABC un triunghi si M mijlocul laturii [BC]. Triunghiul ABC este

0

Fie D simetricul punctului 4 fatd de M. Patrulaterul ACDE este un paralelogram in
care diagonalele sunt congruente. Rezultd cda ACDB este dreptunghi si deci are toate

unghiurile drepte. In particular, m(BAC) = 90°.
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B. Rombul

romb.
© Rombul are toate proprietatile paralelogramului.
o  Intr-un romb toate laturile sunt congruente.

Paralelogramul care are doua laturi alaturate congruente se numeste

Teorema 2. Un paralelogram este romb daca si numai daca diagonalele sunt perpendiculare.

Demonstratie
Fie ABCD un paralelogram si AC N BD = {O}.
a) Daca ABCD este romb demonstram ca AC L BD.
in triunghiul isoscel DAC ([DA] = [DCY), [DO] este mediana.
Rezulta ca [DO] este inaltime, deci DO 1L AC.
b) Daca DB L AC, demonstram ca ABCD este romb.
ADAC este isoscel deoarece [DO] este mediana si naltime.

Rezulta ca [DA] = [DC], deci paralelogramul ABCD este romb.

D

B

Teorema 3. Un paralelogram este romb dacd si numai dacd diagonalele sunt |

bisectoarele unghiurilor.

Tema: Demonstrati teorema 3.

# Back
C. Patratul

Patrulaterul care este dreptunghi si romb se numeste patrat.

o Intr-un patrat toate unghiurile sunt drepte si toate laturile sunt congruente.
o Intr-un patrat diagonalele se taie in pérti congruente, sunt congruente, sunt

perpendiculare, si de asemenea sunt bisectoarele unghiurilor patratului.

Teorema 4. Un paralelogram este patrat daca si numai daca
are diagonalele congruente si perpendiculare.
Demonstratia se bazeaza pe teoremele 1 si 2.

Tema: Demonstrati teorema 4.

A

B




# Back

Dreptunghiul

Construiti un  dreptunghi cu
lungimile laturilor de 3 em si 6 cm.
Aflati-i perimetrul.

2 Construiti un dreptunghi cu lungi-
mea diagonalei de 8 cm si masura un-
ghiului format de diagonale de 40°.

3] in dreptunghiul ABCD, m(4ADB) =
= 35°30". Determinati masura unghiului
format de diagonalele sale.

Fie ABCD un dreptunghi in care
BD =12 cm si m(<LDOC) = 120° (OeACN
NBD), calculati lungimea laturii [BC].

= S

Aratati ca un patrulater este drept-
unghi daca si numai daca are trei un-
ghiuri drepte.

VG:i a) Determinati un punct egal
departat de varfurile unui dreptunghi.

b) Demonstrati ca dacd exista un punct
egal departat de varfurile unui para-
lelogram, atunci el este dreptunghi.

Aratati ca daca mediatoarea unei
laturi a unui paralelogram este axa de
simetrie a paralelogramului, atunci acesta
este dreptunghi.

Aratati ca, dacd intr-un patrulater
convex masurile unghiurilor sunt mai
mici sau egale cu 90°, atunci patrulaterul
este dreptunghi.

Pe laturile [4B], [BC), [CD], [DA]
ale dreptunghiului ABCD, se considera
punctele E, F, G respectiv H. Aratati ca
EFGH este dreptunghi daca si numai daca
<{AEH = <{ BFE = < CGF = < DHG.

10 Fie [A4D] inaltime in triunghiul
isoscel ABC (AB = AC). Aratati ca daca
[4D] =[DC] atunci AABC este dreptunghic.

In figura alaturatd, BB" L AC, CC’ L
1AB si M este mijlocul
laturii [BC]. Demon-
strati ca M este egal
departat de varfurile
patrulaterului BCB'C". p

C!




24| Fie A, D doua puncte fixe intr-un
plan, iar B, C, E, F puncte variabile astfel
incit AB 1L BD, AC L CD, AF 1 FD si
AE 1 ED. Aratati ca B, C, E, F sunt egal
departate de un punct fix.

Rombul

Construiti un romb cu lungimea
laturii de 5 cm.

Perimetrul unui romb este de 16 cm,
iar lungimea diagonalei mici este de 4 cm.
Determinati masurile unghiurilor rombului.

BC =5 cm, M si N sunt mijloacele la-
turilor [AB], respectiv [CD]. Aratati ca
AN 1L DM.

= DC = 3 cm, M este mijlocul laturii
[BC], iar E € DM N BC. Aflati perimetrul
patrulaterului DBCE.

i34 Aratati ca mijloacele laturilor unui
dreptunghi sunt varfurile unui romb.

20, Romburile din desenul de mai jos
sunt ,,gauri* in fasia de hartie ABCD. Ele
au fost obtinute prin impéturirea fasiei si
decuparea din marginea hartiei impaturite
a unui triunghi isoscel. Realizati practic
acest lucru.

D &

$46 6

A B

Aratati ca daca intr-un patrulater
convex diagonalele sunt bisectoarele

unghiurilor patrulaterului, atunci acesta
este romb.

24 Demonstrati ca M
punctele M, N, P si

O din reteaua ala- Ve =
turata sunt varfurile

unui romb.

224 In figura
a
este un romb,
{0,}= ACN BD,
O,M || AB,

O,N, || BC. A

a) Descrieti cum se obtin punctele O,, M,,
N, O, My, N, ..., O, M., N
b) Daca BD = 64 cm, determinati n
maxim astfel incat lungimea segmentului
[O,B] sa fie un numar natural.

Patratul

4 intr-un sistem ortogonal de axe se
dau punctele: 4(1,1); B(-1, 1); C(-1, -1);
D(1, —1). Aratati ca ABCD este patrat.

=4] Demonstrati ca mijloacele laturilor
unui patrat sunt varfurile unui alt patrat.

Ze| Triunghiurile dreptunghice isoscele
ADB si ACB au ipotenuza [4B] comuna,
Demonstrati ca patrulaterul ABCD este
patrat.

Fie ABCD un dreptunghi si M € DB,
M diferit de mijlocul lui [BD)] astfel incat

[MA] = [MC]. Demonstrati ca ABCD este
patrat.




figura
unctele
D, C, G sunt co-
liniare iar ABCD si
CEFG sunt patrate.
Demonstrati ca:
a) Punctele 4, C, F sunt coliniare.
b) BD || GE.

S| in triunghiul 4BC (m(4) = 90°)
construim (4D, bisectoarea unghiului A
(DeBC), DM || AC si DN L AC (M €AB, N
€ AC). Demonstrati cd patrulaterul
AMDN este patrat.

s Fie ABCD un patrat, iar DEC si FCB
doua triunghiuri echilaterale astfel incat
Fe Int(ABCD) si E ¢Int(ABCD). Aratati
ca E, F, A sunt coliniare.

SS paralelogramul ABCD, E si F
“sunt simetricele punctelor D, respectiv B
fata de dreapta AC. Demonstrati ca
patrulaterul DEBF' este dreptunghi.

94 Pe laturile dreptunghiului ABCD se
construiesc in exterior triunghiurile
echilaterale ABM si AND. Demonstrati ca
triunghiul MNC este echilateral.

g9 Prin varfurile 4 si B ale paralelogra-
mului ABCD se duc paralele la BD,
respectiv AC care se intersecteaza in E.
Daca O este centrul paralelogramului,
demonstrati cd 4BCD este dreptunghi
daca si numai daca OAEB este romb.

5| in figura alituratd
triunghiul ABC este
isoscel, iar DEFG este
dreptunghi. Demonstrati
ca AO 1 BC.

S Fie P mijlocul laturii [4B] a drept-
unghiului 4BCD. Pe latura [DC] se
considera punctele M si N astfel incat
[DM] = [MN] = [NC]. Demonstrati ca
<{AMP =< PNB.

Y Misura unghiului 4 al triunghiului
isoscel ABC este de 120°. Fie BD 1 AC,
D e AC si M mijlocul laturii [4B]. De-
monstrati ca: a) DC' =3 DM; b) DM 1 BC.
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6. Linia mijlocie in triunghi

Segmentul determinat de mijloacele a doua laturi ale unui triunghi
se numeste linie mijlocie.

in figura alaturati, M , N, P sunt mijloacele laturilor [45],

[AC], respectiv [AC]. Atunci: [MN], [NP] si [MP] sunt cele

trei linii mijlocii ale triunghiului. Linia mijlocie in triunghi

are proprietati utile in rezolvarea problemelor de geometrie. B

A

P C
Teorema 1. Linia mijlocie a unui triunghi, determinatd de doua laturi, este paralela cu
latura a treia si are ca lungime jumatate din lungimea acesteia.



Demonstratie

Fie triunghiul ABC si M, N mijloacele laturilor [4B], respectiv [4C]. Trebuie sa demon-
|
stram cd MN || BC si MN = EBC'

4
Paralela prin C la 4B intersecteaza pe MN in punctul P
(vezi figura aldturata). M WARREETS
Triunghiurile AMN si CPN sunt congruente (cazul U.L.U.) /
(1). Din congruenta triunghiurilor, deducem ca [AM] = [CP], \<€~"

dar [AM]=[BM] si deci [CP] =[MB]. Rezulta ca MBCP este
paralelogram (doua laturi opuse sunt paralele si congruente).
Prin urmare celelalte laturi opuse sunt congl'ucntelsi paralele: MP || BC, [MP] = [BC]. Din

(1) rezulta: [MN] = [NP] si deci MN = EMP = "EBC c.e.td.

Teorema, 2. Daca M este mijlocul laturii [48] a triunghiului ABC si MN || BC (N € BC)
atunci N este mijlocul laturii [AC].

Demonstratie

Vom aplica metoda reducerii la absurd.
Negam concluzia: N nu este mijlocul segmentului [AC].
Fie atunci N’ mijlocul segmentului [AC].

Deoarece M si N’ sunt mijloacele laturilor [4B], respectiv
[ACT, rezulta conform teoremei 1 ca MN’ || BC.

Am obtinut ca prin punctul M , exterior dreptei BC, putem duce doua drepte paralele cu
BC. Contradictie cu axioma paralelelor.

2

Demonstratie. Admitem ca [BB’ ]| si [CC’ ] se intersecteaza
intr-un punct, notat G (vezi figura).
Fie M si N mijloacele segmentelor [BG] respectiv [CG].

[C’B’] este linie mijlocie in triunghiul ABC. Deci:

CB’ | BCsi C'B’'= %BC. (1)

[MN ] este linie mijlocie in triunghiul GBC. Deci: MN || BC si MN = lBC. (2)
Din (1) si (2) rezulta ca C'MNB'’ este paralelogram, prin urmare [G%’] = [GM].

insa [GM] = [MB]. Rezulta ca GB' = %BB'(Z%).

in mod asemanitor demonstrim ci medianele [44] si [BB] se intersecteaza intr-un
1
punct G, G’ €[BB’] si G'B’' = 3 BB’ (4). Din (3) si (4) deducemca G = G".

Prin urmare, medianele triunghiului au un punct comun. Punctul de concurenta a
medianelor se numeste centru de greutate al triunghiului. El se situeaza pe fiecare
mediana la o treime din lungimea medianei fata de latura corespunzatoare.
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M, N, P sunt mijloacele laturilor
triunghiului ABC. Daca perimetrul triun-
ghiului ABC este 20 dm, calculati peri-
metrul triunghiului MNP,

In triunghiul ABC, [BD] si [CE] sunt
mediane si DE = 3 cm. Calculati BC.

in figura ala-

turata M, N, P sunt
mijloacele laturilor. M,
Demonstrati ca
AAMN = AMBP =
= ANPC = APNM.

in triunghiul ABC, D si E sunt mij-
loacele segmentelor [48], respectiv [AC],
iar G si H sunt mijloacele laturilor [4AD]
respectiv [4E]. I

a) Demonstrati ca GH || BC si GH=—BC.
b) Dacda BC=4 cm, calculati GH.

in triunghiul 4BC, D si E sunt mij-
loacele segmentelor [4B], respectiv [AC],
iar M si N sunt mijloacele segmentelor
[DE], respectiv [BC]. Demonstrati ca
punctele A, M , N sunt coliniare.

1

P 2

®] In figura alatu-
rata [DE] este linie D E
mijlocie, Ne(BC), M

AN m DE = {M}.
Demonstrati ca

[AM] = [MN].

Fie D, E si F mijloacele laturilor [4B],
[ACTY, respectiv [BC] ale AABC, iar AF " DE=
= {O}. Demonstrati ca [DO] = [OE].
In desenul alatu- D____ N C
rat, ABCD este para- E 2

lelogram, M si N
sunt mijloacele la-

A M B

turilor [4B], respectiv [DC]. Demonstrati ca:
a) patrulaterul MBND este paralelogram;
b) [4E] = [EF] = [FC].

9] in triunghiul ABC, E e (4B) si Fe (AC)

I
astfel incat £F || BC si EF = 5 BC.

a) Demonstrati ca daca D este mijlocul laturii
[BC], atunci BDFE este paralelogram.
b) Demonstrati ca £ este mijlocul laturii [45].

19 in triunghiul ABC, M este mijlocul
laturii [4B] si Ne AC astfel incat MN = BC/2.
Rezulta ca N este mijlocul laturii [4C]?

i Demonstrati ca mijloacele laturilor
unui patrulater (convex sau concav) sunt
varfurile unui paralelogram.

E in figura alatu- A

ratd, H este ortocentrul

triunghiului ABC, A’ B’
este mijlocul lui (4H) H

si B' mijlocul segmen- B~ ¢
tului (4C). Demonstrati ci 4’B” | AB.

Fie O un punct in planul triunghiului
ABC. Notam cu M si N simetricele
punctului O fata de mijloacele laturilor
[AC], respectiv [BC]. Demonstrati ca
patrulaterul ABNM este paralelogram.

Medianele [CE] si [BD] ale triun-
ghiului ABC (m( 4 )=90°) se intersecteaza
in F. Daca BC =15 cm, calculati AF.

3] Fie O un punct in planul triunghiului
ABC si M simetricul punctului O fata de
mijlocul laturii [4B]. Daca P este mij-
locul segmentului [OC], C’ este mijlocul
laturii [AB] si MP m CC’= {G}, demon-
strati ca G este centrul de greutate al tri-
unghiului ABC.
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7. Trapezul

Patrulaterul care are doua laturi paralele si celelalte neparalele se
4 numeste trapez.
in figura aliturati, ABCD este trapez. Laturile paralele

A B
[AD] si [BC] se numesc bazele trapezului.
¢ Daci una dintre laturile neparalele este perpendicu-
lara pe baze, trapezul se numeste trapez dreptunghic. D

(6]
o Daci laturile neparalele ale unui trapez sunt congruente, trapezul se numeste trapez isoscel.

A B | E E
\ AB 1L BC E / \ [HE] = [FG]
pH 2 E H G
Trapez dreptunghic : Trapez isoscel

Teoremele urmitoare sunt conditii necesare si suficiente ca un trapez sa fie isoscel.

Teorema 1. Pentru ca un trapez sa fie isoscel este necesar si suficient ca unghiurile
alaturate unei baze sa fie congruente.

Demonstratie

a) Conditia este necesara

Ipotezad: ABCD este trapez isoscel ([4D] = [BC]).

Concluzie: <DAB= < CBA.

B

m.}xb
o b
[~

Fie E si F picioarele perpendicularelor duse din D, respectiv C pe AB. Patrulaterul
DEFC este dreptunghi (DC || EF, DE || CE, m(DEF) = 90°). Rezulta ca [DE] = [CF].
ADEA = ACFB (cazul 1. C.). Prin urmare <{ DAE = < CBF c.c.t.d.

b) Conditia este suficienta

Ipoteza: ABCD este trapez si <DAB = <{CBA.

Concluzie: [AD] = [BC].

Ca si la punctul a), construim punctele E si F si observam ca [DE] = [CF] (din faptul ca
DEFC este dreptunghi). Rezulta cd ADEA = ACFB (cazul C. U.) Prin urmare [4D] = [BC].

Teorema 2. Pentru ca un trapez sa fie isoscel este necesar si suficient ca diagonalele sale
sa fie congruente.

Demonstratie D e
Fie ABCD un trapez, AB || CD. \"“u}:/”

a) Conditia este necesara. s e f R

Ipotezd: ~ ABCD este trapez isoscel. A =

Concluzie: [AC] = [BD].
Din teorema 1, rezultd cd <<{ DAB = << CBA. Atunci: ADAB = ACBA (cazul L.U.L.).
Prin urmare [DB] = [A(].



b) Conditia este suficienta
Ipoteza: [AC] = [DB].

D )
Concluzia: ABCD trapez isoscel ([AD] = [BCY)). \““\.‘}/'/
Construim: DE || AC, E € AB. st Eoiag
CF | DB, F e AB. - L

E A B ¥

Observam ca:

Patrulaterul AEDC este paralelogram (laturile [AC] si [DE] sunt paralele si congruente).
Deducem: [DC] = [4AE] (1). Patrulaterul DBFC este paralelogram ([DB] si [CF] fiind
paralele si congruente). Prin urmare [BF] = [DC] (2).

Din (1) si (2) rezulta ca [EB] = [AF].

Din: ADEB = ACAF (cazul L.L.L.) deducem ca << DBE = < CAF. Prin urmare
ADBA = ACAB (cazul L.U.L.) si deci [AD] = [CB].
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8. Linia mijlocie in trapez

Segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele ale unui tra-
pez se numeste linie mijlocie a trapezului.

In figura aliturati, [EF] este linia mijlocie A
a trapezului ABCD.
" ; 4 3 E F
Teorema urmatoare precizeaza doua 7‘ \\
proprietati importante ale liniei mijlocii in D ¢
trapez.

Teorema 3. Linia mijlocie a trapezului este paraleld cu bazele si are lungimea egala cu
semisuma lungimilor bazelor.

; B
Demonstratie
Fie trapezul ABCD (AB || CD) si E, F mijloacele laturilor E//\Q\ /4
neparalele (vezi figura).

AB+CD - D C

Trebuie sa demonstram ca EF' || DC si EF = >

Fie O mijlocul segmentului [4C]. In triunghiul ACD, [EO] este linie mijlocie. Deducem:
DC
EO || DCsi EO T e (D).

2 ! AB

In triunghiul CAB, [OF] este linie mijlocie. Deducem: OF || AB si OF = ok (2).

Insd AB || CD, deci OF || DC. Din EO || DC, OF || DC si axioma paralelelor, deducem
ca punctele £, O si F sunt coliniare. Rezulta ca EF || DC.

DC AB _DC+A4B
2 2 R

Din (1) si (2) rezulta ca EF = EO + OF =
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0 Linia mijlocie a trapezului ABCD (AB || CD) intersecteaza diagonalele [BD] si
|CD — 4B

[AC] in punctele M, -respectiv N. Demonstrati ca MN = 5

Rezolvare
Fie E si F mijloacele laturilor neparalele. 4 B

In triunghiul ADC, [EN] este linie mijlocie. o / \(\ o
BC M N
Rezulti ci EN= —— - D V \ c

2
in triunghiul ADB, [EM] este linie mijlocie. Deci
AB : IDC  4B| |DC— 4B
EM=—2-.1‘—\tun(:1:MN=EN*EM=|2 i = > :

@ in patrulaterul convex ABCD, M si N sunt mijloacele laturilor [4B], respectiv
[CD]. Sa se arate ca:
BC + AD BC + AD

a)MNé—-—z—; b) MN=——— & BC || AD. C
- B
Rezolvare {A
a) Fie P mijlocul diagonalei [4C] (vezi figura). Fie [MN] & h
si [PN] linii mijlocii in triunghiurile ABC, respectiv A
RS BC. AD D
CAD. Rezulta ca MP = R si PN= —.

2
_ BC AD BC+ AD
Atdnct; MNCE MP #BPN= ===t s,
2 2 2
_ BC + AD e
b) MN = —-—2— < MN = MP + PN < M , P, N sunt coliniare.

Din M , P, N coliniare si BC | MP si AD || MP, rezulta ca BC || AD.
Daca BC || AD, atunci linia mijlocie [MN] a trapezului ABCD contine punctul P, deci M,
N, P sunt coliniare.
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Construiti trapezul ABCD, AB || CD
in fiecare dintre situatiile de mai jos.
Precizati natura trapezului.

a) AB = 4 cm; DC =6 cm; AD = 3 cm;
m(ADC) = 60°.

R

Pe laturile triunghiului isoscel ABC

([4B] = [AC]) se considera punctele D si

E astfel incat [DB] = [EC], D € [AB],

E € [AC]. Demonstrati ca DECB este

trapez isoscel.

in triunghiul MNP (m(N) = 90°), 4
si B sunt mijloacele laturilor [MN],
respectiv. [MP]. natura
patrulaterului ABPN.

in figura alatu- , 4 B
rata, ABCD este tra-
pez isoscel, AF L DC
si BE L DC. D g
Calculati:

a) masurile unghiurilor trapezului;
b) lungimile segmentelor EC, DF si DC.

in trapezul dreptunghic ABCD,
m( Af m(B)=90°, BC=4 cm, AB=5 cm,
m(CDA)= 30°. Calculati CD.

ABCD este trapez isoscel (48| DC),
Me [AB], N € [CD] astfel ca MN || AD.
Demonstrati ca patrulaterele ADNM si
MNCB sunt trapeze isoscele.

Fie O intersectia diagonalelor tra-
pezului ABCD (AB | DC). Daca
[OD] = [OC] demonstrati ca:

a) AAOB este isoscel;

Precizati

b) AB = 4 cm; DC = 6 cm; AD = 2 cnlf
m(ADC) = 60°.
c) AQf 3cm; DC =6 cm; AD = 3 cm;
m(BCD) = 45°.
d) AB=2 cm; BC=7 cm; DC=8 cm; AD=5 cm.

b) trapezul ABCD este isoscel;
c¢) mijloacele bazelor si punctul O sunt
coliniare.

3 Demonstrati ca dreapta care contine
mijloacele bazelor unui trapez isoscel
este perpendiculara pe baze si este axa de
simetrie a trapezului.

9] Bazele unui trapez au lungimile de 4
cm si 6 cm. Determinati lungimea liniei
mijlocii si lungimile celor trei segmente
determinate de diagonale pe linia
mijlocie.

U9 punctele 4 si B sunt situate in interi-
orul unghiului xOy. Daca distantele de la A
si B la Ox sunt de 3 cm, respectiv 4 cm, iar
distantele de la 4 si B la Oy sunt de 4 cm,
respectiv 5 cm, calculati suma distantelor
de la mijlocul segmentului 4B la laturile
unghiului xOy.

4 in figura urmitoare, ABCD este tra-
pez, iar [PQ] este linie mijlocie.

a) Daca AB + CD = 10 cm, calculati PQ.
b) Daca DC — AB = 2 cm, calculati MN.
¢) Daca PO =5cm

: B
si MN = 1,5 cm, {V\
calculati 4B §i CD.  Pf—== N\Q
D C
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robleme suplimentare

1 Este posibil ca punctul de intersectie
a diagonalelor unui trapez sa fie mijlocul
“uneia dintre diagonale?

@ Sa se arate cd mijloacele laturilor
unui triunghi si piciorul uneia dintre
inaltimi sunt varfurile unui trapez.

in trapezul ABCD., AB|DC, AD =
1
~DC=BC=— AB. Fie O mijlocul bazei [4B].

a) Demonstrati ca ADCO este romb.

b) Calculati masurile unghiurilor trapezului.

in patrulaterul ABCD, AB || CD.
Ardtati ca daca in acest patrulater trei
laturi sunt congruente si doua unghiuri
alaturate sunt congruente, atunci el este
trapez isoscel sau patrat.

19 in figura alaturata ) C
ABCD este dreptunghi, 7
DBEA este trapez A 2B
isoscel (AE || DB). De- E

monstrati ca AE L EC.
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9. Arii

Notiunea de arie a unei suprafete am intdlnit-o in clasele anterioare, cand au fost
prezentate formule pentru calculul ariei triunghiului, dreptunghiului, patratului etc.
Revenim asupra acestei notiuni cu cateva completari.

Dacd 4 A4, ... 4, este un poligon convex, atunci multimea punctelor poligonului
reunita cu interiorul poligonului se numeste suprafata poligonala convexa (vezi figura 1).

Reunind un numar finit de suprafete poligonale convexe, cu interioarele disjuncte,

- poate fi obtinuta o suprafata poligonala (vezi figurile 2, 3 si 4).

Figura 3

Orice suprafatd poligonald poate fi descompusd intr-un numdr de suprafete
triunghiulare (vezi figurile 2 si 4). Deci pentru calculul ariilor suprafetelor poligonale
este esential sa cunoastem modul de calcul al ariilor suprafetelor triunghiulare.

Pentru calculul ariilor suprafetelor poligonale este necesard, de asemenea, 0 unitate
de masura. Alegem ca unitate de masura aria unui patrat cu lungimea laturii egala cu 1
(cm, mm, m etc.).

o Patratul cu latura 1 (cm) are aria 1 (cm?).

o In reteaua de pitrate alaturata fiecare patrat
are aria 1 (lungimea laturii fiecarui patrat
fiind 1).

Admitem pentru aria suprafetelor urmatoarele proprietati:

1. Doua triunghiuri congruente au ariile suprafetelor egale.

2. Aria unei suprafete poligonale este suma ariilor suprafetelor
poligonale convexe, cu interioare disjuncte, in care se
descompune.

Pentru o exprimare mai simpla, convenim ca, in loc de aria suprafetei poligonale, sa

spunem aria poligonului (aria triunghiului, aria dreptunghiului etc.).

Notam aria poligonului 4,4, ... 4, cu .,

[4,4;... 4]
Aria triunghiului
Reamintim:
Ao gar=Lso.Bpr=Lsn. cc
’/[AB("]_23C AA —2AC BB szB €€ a

In particular: aria triunghiului dreptunghic este egala cu % din produsul lungimilor
catetelor.
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Aria paralelogramului

Consideram paralelogramul ABCD si punctul M € DC. D M C
Fie N piciorul perpendicularei din M pe AB. Deoarece 3
dreptele AB si CD sunt paralele, lungimea segmentului
[MN] este constanta (nu depinde de pozitia punctului M £5
pe DC). Segmentul [MN] se numeste indltimea A N B
paralelogramului dusa din punctul M pe latura [4B].
In figura aldturatd, [DD’ ] este indltimea din punctul D &
D pe latura [4B] (corespunzatoare laturii [4B]). Prin N
diagonala [BD] descompunem suprafata paralelogra- Paage ‘-

mului in doua suprafete triunghiulare: ADB si BDC.
Triunghiurile ADB si BDC au aceeasi arie, fiind congruente. Rezulta ca:

A Nerid St MO % AB-DD’=AB - DD’
Deducem ca:
Aria unui paralelogram este egald cu produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea
inaltimii corespunzatoare.
In particular:
© Aria unui dreptunghi este egald cu produsul lungimilor a doud laturi aliturate.
© Aria unui patrat este egala cu puterea a doua a lungimii laturii sale.

Aria trapezului

Consideram trapezul ABCD (AD | BC) si punctul
M € AD. Fie N piciorul perpendicularei din M pe dreapta
BC. Segmentul [MN] se numeste indltimea dusa din
punctul M pe baza [BC].

Decompunem suprafata trapezului in doua suprafete 28
triunghiulare: ABC si ADC. Daca [AA’] si [CC’] sunt inil-
timi ale trapezului atunci: .«/ [ABCD] = .+ [ABC] +

+,.r/[ADC]=~;—BC-AA’+% AD - CC'= % (BC + AD) AA"

Daca notdm cu b si B lungimile bazelor trapezului si cu 7 B
lungimea inaltimii trapezului, obtinem formula:

="l .
oo 2(B+b) h.
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in triunghiul ABC, [BB’] si [CC’ ] sunt indltimi. Dacd AB =6 cm, AC =8 cm si
# BB’=3 cm, calculati aria triunghiului si lungimea inaltimii [CC”].

| 1 1
R: ./[ABC] = 5AC-BB’= 5 .8-3=12 cm?
Scriind ./ [ABC] = AB - CC’, rezultd cd AB - CC’= 12, de unde CC’= 6 cm.

"/[ABM] - BM
"/(ACM] CM

Consideram triunghiul ABC si M € (BC). Demonstrati ca

R: Fie AD 1 BC, D € BC. Atunci [4AD] este inaltime
comund a triunghiurilor ABM si ACM. Rezulta ca

1 1
AABM] = = BM - AD si .+/[ACM] = 5 CM - AD.

ST T RETEEES TN

Rapw) _ BM-AD 2 BM B

Prin urmare: . = )
x{A(.M] 2 MC-AD CM

¥ BM
In particular: daca M este mijlocul laturii [BC], rezulta ca U =1, deci
-/ [ABM] = ./ [ACM].
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in triunghiul 4BC, 4B = 10 cm,
BC = 16 cm, inaltimea AD = 8 cm.

Calculati aria triunghiului.

Catetele unui triunghi dreptunghic
au lungimile de 3 cm si 4 cm. Determinati
aria triunghiului.

Ipotenuza unui triunghi dreptunghic
isoscel este de 20 dm. Calculati aria
triunghiului.

Lungimile laturilor unui triunghi
sunt DE = 5 cm, DF =100 mm si inalti-
mea F4 = 8 cm. Calculati lungimea
inaltimii din E£.

*E in figura ala- D L Ne €
turata ABCD este B
paralelogram, AB= V
=9cm, DE=4cm 4 ; B 4
si [DM | = [MN] = [NC].

a) Calculati aria paralelogramului ABCD.
b) Calculati aria patrulaterului ABNM.

Perimetrul unui dreptunghi este de
28 cm. Determinati aria dreptunghiului,
stiind ca lungimea este cu 2 cm mai mare
decat latimea.

m Aria unui trapez este de 528 cm?, iar
lungimea inaltimii de 22 cm. Determinati
lungimea liniei mijlocii.

. intr-un paralelogram ABCD, AB=6 cm,
BC = 10 cm, m(ABC) = 30°. Calculati
aria paralelogramului.

Lungimile bazelor unui trapez drept-
unghic sunt de 10 cm si 12 cm. Stiind ca
trapezul are un unghi de masurd 45°
calculati aria trapezului.

@ Aria unui patrat este 14400 m?

Determinati lungimea laturii patratului.




Calculati ariile poligoanelor din
reteaua de patrate de mai jos (aria unui
patrat este unitatea).

Ig J 7

G H

El PN

P
h
@ F 7 A\

=

o

o

o

Decupati dintr-un patrat cu lungimea
laturii de 6 cm trei triunghiuri cu ariile de
12 cm?, 6 cm? si 18 cm?.

Care este aria triun-
ghiului colorat, daca lun-
gimea laturii patratului
mare din figura alaturata
este de 4 cm?

n trapezul ABCD (AB || CD), O este
- intersectia diagonalelor. Demonstrati ca
triunghiurile AOD si BOC au aceeasi arie.

US T triunghiul ABC, [AM] este
mediand si G este centrul de greutate.

a) Demonstrati ca triunghiurile GBM si
GCM au aceeasi arie.

b) Demonstrati ca triunghiurile AGB si
AGC au aceasi arie.

c¢) Determinati raportul ariilor triunghiu-
rilor AGC si CGM.

Figura alaturata pre-
zinta desfasurarea unui
cub cu lungimea muchiei
de 4 cm. Copiati acest
desen pe un carton si construiti cubul.
Care este aria cubului?

24 Un paralelipiped are baza patrat, iar
suprafata laterala se desfasoara dupa un
patrat cu aria 1024 m?.

Care este aria totald a paralelipipedului?

US| a) Care dintre desenele de mai jos
reprezintd desfasurarea suprafetei unei
piramide triunghiulare? Verificati practic
(figurile sunt formate din triunghiuri
echilaterale de latura 1 cm).

b) Facand masuratori cu o rigla gradata in
milimetri determinati aria totala a pirami-
dei obtinute din desfasurarile date.

a)




# Back

2] Notam: T-multimea patrulaterelor, P—
multimea paralelogramelor, R — multimea
romburilor, D —multimea dreptunghiurilor,
Q-multimea patratelor. Stabiliti valoarea de
adevar a propozitiilor de mai jos:
2)QcRcP;b) QcDcP; ¢) PPR=J;

2] Demonstrati ci simetricul unui segment
[4B] fatd de un punct M, M¢ AB, este un
segment [4B”] paralel si congruent cu [4B].

(4B) astfel incat AE = EF = FBsi H, G e
e [CD] astfel incat DH = HG = GC.

Arétati Cé pr _é_ T e P/ABCD .

EFGH —

‘2l Intr-un sistem de axe ortogonale se
dau punctele A(-1, 1), B(2, 0), C(3, 4).
Marind cu 8 unitati abscisele punctelor 4,
B, C, obtinem punctele 4’, B’, respectiv C’.
a) Reprezentati punctele 4, B, C, 4, B, C’
(alegand convenabil unitatea de masura).

b) Demonstrati cd AABC = AABC”.

‘8| Demonstrati ca intr-un paralelogram
lungimea oricarei laturi este mai mica
decat media aritmetica a lungimilor dia-
gonalelor.

2| ABCD este paralelogram si M € CD.
Daca aria paralelogramului este de
18 cm?, calculati aria triunghiului AMB.

AC n BD = {0O}. Daca punctul O este
egal departat de laturile patrulaterului,

9| ABCD este paralelogram, M, Ne [AD]
astfel incat [DM] = [AN], M € (DN).
Daca [NC] = [MB], demonstrati ca ABCD
este dreptunghi.

ﬁtﬁ Diagonalele unui romb au lungimile
de 12 cm si 15 cm. Calculati aria rombului.

14 Demonstrati ca suma distantelor unui
punct din interiorul unui triunghi echila-
teral la laturile triunghiului este constanta
(nu depinde de pozitia punctului).

24| Ordonati crescitor ariile urmitoa-
relor poligoane:

s indoind un triunghi ascutitunghic
dupa liniile sale mijlocii si apropiind var-
furile, obtinem o piramida triunghiulara.
Verificati practic acest lucru, construind o
piramida cu aria de 20 cm?. Care este aria
unei fete?
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Testul 1

1. Lungimile laturilor unui paralelogram
sunt direct proportionale cu numerele 3 si
6, iar perimetrul sau este egal cu 32 cm.
Aflati lungimile laturilor paralelogramului.
2. M este mijlocul laturii [BC] a
paralelogramului ABCD de centru O, iar
E intersectia dreptelor AM si DC. Aratati
ca:
a) AABM =AECM,
b) ABEC este paralelogram;
¢)4 - OM = DE.
3. Fie ABCD un dreptunghi, iar M si N
doua puncte, astfel incit DN = BM,
D e (NC), B € (AM). Aratati ca:
a) AMCN este paralelogram,;
b) Daca P este simetricul lui M fata de B,
aratati ca APCN este trapez isoscel.
4. Rombul ABCD are lungimea laturii
egald cu 10 cm si m(<{A4) = 30°. Calculati
distanta de la D la AB.

Timp de lucru: 50 min.
% Barem: 1.2p; 2.2) 1p;b) I p;c) 1 p: 3. 2p; 4. 2p.

Testul 2

1. Fie M, N, P mijloacele laturilor

triunghiului ABC. Dacé perimetrul triun-

ghiului MNP este de 12 cm, calculati

perimetrul triunghiului 4ABC.

2. Aflati perimetrul trapezului isoscel

ABCD avand AD =BC=6 cm, CD=4cm

si m(<LA4) = 60°.

3. Fie ABEF un pitrat si ABC un triunghi

echilateral cu latura de 4 cm.

a) Calculati masurile unghiurilor triun-

ghiului FCE.

b) Daca punctul E este situat in exteriorul

patratului ABEF, aflati perimetrul

poligonului AFEBC.

4. in triunghiul 4BC, fie A’, B’, C’, res-

pectiv mijloacele laturilor [BC], [AC],

[4B], iar D piciorul inaltimii din 4.

Aratati cd 4A’DB’C’ este un trapez isoscel. |
Timp de lucru: 50 min.

Barem: 1.2 p; 2.2 p; 3.a)2p; b) 1 p; 4. 2p.



Raportul a doua segmente, masurate cu aceeasi unitate de masura,
este raportul lungimilor lor.

et AB 4
a) NEL U el A Raportul segmentelor [4B] si [CD] este - =_.
WL I Ch <5
M
b) 15 mm MN = 15 mm = ﬂzli:l
NP =30 mm NP 3 2
N P

30 mm
In ambele exemple am exprimat lungimile segmentelor cu aceeasi unitate de masura.

2. Segmente proportionale

Reamintim: Sirurile de numere reale nenule (a,, a,, ..., a,, ...) si (b}, b,, ..., b, ...), sunt

. P a a
proportionale daci —=—*+=..=—2,ne N,n>2.
by b, b,
a, oo
Raportul constant k = b—‘ = b—2 = ... se numeste factor de proportionalitate (sau raport de
i 2

proportionalitate); scriem: (a,, a,, ..., a,, ...) ~ (b,, RS A T

Sirurile de segmente ([4,B,], [4,B,]. [4;B5], ...) si ([4',B"],
[47,B%], [AB%], ...) se numesc proportionale daca sirurile lungi-
milor lor sunt proportionale.

Daca AB=2 dm, BC=6 dm, CD=8 dm, EF=3 dm, FG=9 dm,
GH=12 dm, atunci ([48], [BC], [CD]) ~ ([EF], [FG], [GH]),

d ABY BC S €2
eoarece = = ==.

Bl oy G 3
Deci segmentele [4B], [BC], [CD] sunt proportionale cu segmentele [EF], [FG], [GH].

Factorul de proportionalitate este % . 4




1. Ordinea in care sunt scrise segmentele este esentiala.
2. Cand factorul de proportionalitate este 1, sirurile de numere
coincid (respectiv segmentele sunt congruente).
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LN

3. impartirea unui segment intr-un raport dat

Propozitia 1.  Existd un singur punct interior segmemulul care imparte un segment dat
intr-un raport dat.

Demonstratie
Fie [4B] segmentul dat si » raportul dat. Ne propunem sa determindm un punct M, Me (AB)
astfel incat A r, ceea ce este echivalent cu i ) 4 M B
MB , e 3 B '

Proportia este obtinuta pentru o singura valoare a lui AM, si anume: AM = AB - =
A ; r

Deoarece <] rezulta ca AM < AB (daca ,,asezam* segmentul [4M] astfel determinat

r+1
peste AB, pornind din punctul 4, obtinem punctul M care corespunde propozitiei).
In particular: mijlocul segmentului [4B] este unicul punct interior ce imparte
segmentul 48 in raportul » = 1.

Propozitia 2.  Exista un singur punct exterior segmentului care imparte un segment
dat intr-un raport dat, daca raportul este diferit de 1.

Demonstratie
Fie [AB] segmentul dat si » # 1 raportul dat. AM'

Determinam un punct M” € AB \ [4B] astfel incat = M A B
Cazul r<1 '
Determinam punctul M’ pe dreapta 4B astfel incat 4 € (M 'B).

AM' r = AM' o AM'= AB

M'B 1 AB 1-r Mg IV
Cazul r>1 _ 4 B
Determifidm punctul M ' pe dreapta 4B astfel incat B € (AM'). — -

MA:r@ 45 =r—-1 M B=4B- 1

M'B M'B r—1

Deducem din cele doud propozitii ca exista doua puncte care
impart un segment dat in acelasi raport (» # 1), unul interior si
celdlalt exterior segmentului.

Cele doua puncte se numesc puncte conjugate armonic in raport cu capetele segmentului.
In cazul cand » = 1 existd un singur punct (interior), si anume mijlocul segmentului.
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4. Teorema paralelelor echidistante

Teorema Daca dreptele paralele d,, d,, ..., d (n € N, n > 3) determina pe o secanti
segmente congruente, atunci ele determina pe orice altid secanti segmente
congruente.

Demonstratie

Cu notatiile din figura urmatoare, avem: [4,4,] = [4,4;] =[4;4,]1= ... =[4, A, ].

Trebuie sa demonstram ca: [BB,] = [B,B,] = [B;B,]=...=[B, B ].

d An—l ¢ B

-1 n a1

d. 4, \B
/ \

Construim: 4,C, ||e (C,ed,), 4,C;|le (Cyed,), ..., 4, ,C, || e (C, ed).
Deducem ca: A4,4,C, = A4, 4,C=...=A4 A C (cazul UL.U.).
Deci: [4,C,] =[4,Cl=...=[4, ,C ]

Din paralelogramele: 4,C,B,B,, A,C;B;B,, ..., A

CBB deducem ca

n-1"n"n" n-1?

B ].

[4,C,]1=[B,B,], [4,C;]1=[B,B,], ..., [4, ,C,1=[B
Prin urmare: [B,B,] = [B,B,] = ... =[B, ,B,].

n-1

Pentru a imparti segmentul [4B] in parti egale

aplicam teorema paralelelor echidistante.

Procedam astfel:

¢ Consideram o semidreapta oarecare (4X pe
care fixam un punct oarecare C,.

¢ Construim punctele C,, C;, ..., C, € (4X
astfel ca:
[ACI] - [CICZ] = [C'ZC‘3]E e [CR—ICH]'

¢ Prin punctele C|, C,, C, ..., C, | construim dreptele paralele cu C B care intersecteaza
segmentul [48] in punctele D,, D,, D,, ..., D

n-1°

¢ Rezulta: [AD|] =[DD,] =[D,D,]= ... =[D, B].

A D
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' Determinati numerele a, b, ¢ stiind
cid (a, b, ¢) ~ (3, 4, 5) si factorul de pro-
portionalitate este 4.

2] Perimetrul triunghiului ABC este de
48 cm. Determinati lungimile laturilor
triunghiului, stiind ci (4B, AC, BC)~ (6, 8, 10).

Segmentul [4B] cu lungimea de 47
cm se imparte in segmente proportionale
cu trei segmente de lungimi date: 12 mm,
15 mm si 20 mm. Aflati lungimile celor
trei parti ale segmentului [4B].

In figura ala-
turata, M este mij- A4
locul segmentului :
[4B], P’ este sime-
tricul punctului P fata de M, ﬂ_.l_
MA_ BP’ P'B PR3
MB’ BA'P'A

P M P’ B

Calculati:

Fie [4B] un segment si M € (AB)..

a) Daca e = & , calculati:
MB 5

MB MA AB 4MA MA+2MB 2MA+ MB
" MA+3MB’

MA’ AB MB TMB' ~ MB

b) Daca M4 _2 &i 4B =20 dm, calculati
MB 3

MA, MB.

Segmentul [4B] are lungimea de 9 cm.
Construiti punctele M, N € AB pentru care

MA L 5 — . Precizati pozitia punctelor
MB NB 2 Wpozigag

M si N fatd de mijlocul segmentului [4B].
Fie E simetricul punctului 4 fata de

mijlocul lui D al laturii [BC] a triunghiului
ABC. Aratati ca G, centrul de greutate al

triunghiului ABC, si E sunt puncte conjugate
armonic in raport cu 4 si D.

practic de impartire in trei parti egale a unui
segment dat [4B].

a) Explicati si justificati procedeul.

b) Procedand asemanator, impartiti un
segment dat in 7 parti egale.

¢) Construiti punctul M, Me[AB] pentru

car Ll (4 si B fiind cunoscute).

ws
d) Reprezentati pe axa numerelor reale

e {212

Fie M, N (4B) astfel incat 2% — r i
MB

By : D trati ca M= N (coincid

AB r+1' emonstrati ca M =N (coincid).

in trapezul ABCD, AB|CD; prin
mijlocul M al laturii [4D] construim
MN || AB, N € BC. Demonstrati ca N este
mijlocul laturii [BC].

Se considera paralelogramul ABCD si
punctele E, F € AC, G, H € DB astfel incat
EA > F4 .GD, ) HD =1,E€(AC),G€(DB)
EC FC' GB o HB 43

a) Aratati ca E, F, H, G sunt varfurile unui
trapez.

b) Daci AD = a, calculati lungimile
bazelor trapezului EFGH.
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5. Teorema lui Thales

Propozitia 1. Fie dreptele d si d’ si punctele 4, B, C € d, A’ B’, C’ e d’ astfel incat
AA" || BB’ || CC". Daca Be (AC), atunci B’e (4'C").

Demonstratie Ad I \A :
Deoarece AA’ || BB’, rezulta ca punctele 4 si A’ sunt \
situate de aceeasi parte a dreptei BB’. Asemanitor rezulti B B’

ca punctele C si C” sunt situate de aceeasi parte a dreptei
BB’. Deoarece punctele 4 si C sunt situate de o parte si de
alta a dreptei BB’, rezulta ca si punctele 4’ si C’se afla de
o parte si alta a dreptei BB’. Ultima afirmatie este echiva- [ X
lentd cu B” € (4'C").

Urmatoarea propozitie, in aparenta banala, se va dovedi pentru cele ce urmeaza foarte
utila. O retinem fara demonstratie.

€ L’

Propozitia 2. Intre oricare doud numere reale exista cel putin un numar rational.

Tema: Folosind aproximarile zecimale ale numerelor rationale verificati adevirul propo-
zitiei 2 pe un caz concret.
Exemplu: intre 2 si /5 existi cel putin un numdr rational.

Propozitia 3. Fie x si y doua numere reale. Daca orice numar rational mai mic decat x
este mai mic §i decdt y si orice numar rational mai mic decat y este mai
mic $i decat x, atunci x = y.

Demonstratie

Presupunem prin reducere la absurd ca x # y (de exemplu x < y).

iR 3 Jnier 4 § v P
Conform propozitiei 2 exista un numdr rational ; astfel incat x < -‘}" <y.

Prin umare, numarul rational £ este mai mic decat y, dar nu este mai mic si decat x.
q

Contradictie.
Efectuam acelasi rationament pentru cazul y < x.
Asadar x = y, ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema lui Thales
O paralela dusa la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi
segmente proportionale.

Demonstratie
Consideram triunghiul ABC. Fie D € (4B) si E € (AC) astfel incat DE || BC.



Trebuie demonstrat ca AN AEL
DB EC
Pentru demonstratia acestei egalitati aplicam
propozitia 3.
Vom aréata deci ca: AD
(1) orice numar rational mai mic decat e

este mai mic si decat i4£
EC

(2) orice numar rational mai mic decat A—g este mai mic si decat BB

p AD

Demonstram afirmatia (1). Pentru aceasta fie p si ¢ € N astfel incat —<— (3).
q
Impartim segmentul [DB] prin punctele D, D, D,, ..., Dq in g parti egale (de lungime
DB
_)-
q

Paralelele prin D, D,, ..., D 1 la DE intersecteaza [EC] in punctele (interioare) D’,, D",

! o : EC
0 R D’q_I si determini pe [EC] ¢ segmente congruente de lungime — (conform
teoremei paralelelor echidistante.)
Pe semidreapta (4D consideram punctele 4, 4,, ..., 4 P in aceasta ordine, astfel incat

~ 2 DB
Adi=Ad A5 ... _Ap-lAp_ s 0
q
Paralelele prin4,,4,, ..., Ap la DE intersecteaza AE in punctele 4,47, ..., 4 :D (in aceastd
EC
ordine). Conform teoremei paralelelor echidistante 4, 4", = 4,4", = ... = 4 'P 5 IA‘;J = _q_

(toate segmentele mici de pe latura [4C] fiind congruente).

DB DB |
Din (3) rezulta ca p-—— < AD si deoarece AA J= Pi—;avem ca AAP < AD, ceeace
q

este echivalent cu Ape (AD). Atunci, conform propozitiei, rezulta ca A’ HE (AE), deci A4 p’ <AE.
Insa A4, = p-E . Prin urmare: p-—E£< AE<:>£<£ )
q q q EC

Afirmatia (1) este dovedita.

Analog se arata ca daca P 4 , atunci £ — L%

q EC q



1. Folosind proprietatile proportiilor, din teorema lui Thales rezultd
AP Ul DBV ECYAD'™ AB

i egalitatile: = : = S = ele.
g AB A€ DA EA - AETTAC

2. Dacd punctul D este exterior laturii [4B], concluzia teoremei lui Thales ramane
adevarata.

AD _AE
AR~ A6

Fie triunghiul ABC, d || BC,d N AB = {D} sid N AC= {E}. Atunci —

Intr-adevar:

Daca B € (AD) atunci (fig. 1):

AD AE = BD CE

AB° AC AR AC

Dacd 4 € (DB), construim G € (4B si
H € (AC astfel incat AG = AD si
AH = AE (fig. 2). Atunci:

AD AE - AG AH

AB AC ~ AB AC’
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Reciproca teoremei lui Thales

Dacd o dreaptid determind pe doua laturi ale unui triunghi segmente proportionale,
atunci ea este paralela cu latura a treia a triunghiului.

Demonstratie.

Consideram punctele D e (4B) si E € (AC) astfel incat

Este un caz tipic in care teorema reciprocd se demon- B
streaza cu ajutorul teoremei directe. Conform propozitiei
1, paralela prin D la BC intersecteaza AC in punctul E’. Conform teoremei directe, rezulta

; AE AFE'
ca 4 =i4£:— . Din ipoteza stim ca 40 =£ . Rezultaca~—+ ===

DB, EC DB EC BC . FC
Deoarece existd un singur punct interior unui segment care il imparte intr-un raport
dat rezulta ca punctele E si £’ coincid. Prin urmare: DE || BC.

Concluzia reciprocei teoremei lui Thales ramane adevarata si in
cazul cand punctele D si E sunt exterioare laturilor [4B], respectiv
[AC]. Justificati.




# Back
Teorema paralelelor neechidistante

Ry S
Dreptele paraleled,, d,, ..., d, (n > 3) dC[ﬁ:l’lI’llﬂ& pe . Al/ B,
doud secante oarecare segmente proportionale. d, y 2/ C, I3,
Demonstratie d, A, CBJ’: B,
Notam intersectiile dreptelor paralele cu 2Nk 2l
secantele s si s’ ca in figura alaturata. dl 5 Vi -
n 1 n
’.l
Trebuie sa demonstram ca: 44, = A4, == Ay
- BB, BB B, B,
Daca s || s" atunci 4,4,B,B,, A,A,B,B,, ..., A, _A B B, | sunt paralelograme si deci
AIAZ 2l A2A3 - e An—lAn _1
B!BZ 8233 ey Bn—an :

Dacé s ff s, construim prin punctul B, paralela la s care intersecteaza dreptele d, si d; in
punctele C,, C;. Prin urmare [4,4,] = [B,C,], [4,4,] = [C,C;].
Considerand triunghiul B,C,B,, unde C,B,||C;B; si aplicand teorema lui Thales, rezulta

. B, GG Pri 44, 4,4, Aot d i
ca BB BB, rin urmare Bp 20 nalog se demonstreaza si
egalititile 4,4, = 4,4, = 4,54, = 4,4,

B,B; BB, B, B, ByBy®

Impirtirea unui segment in parti proportionale cu numere (segmente)
date.

Fiind dat segmentul [4B] si numerele pozitive
a,, a, ... 4, vrem sa construim punctele
interioare A, 4, ..., A, astfel incat (44,, A A,,
Ay, ... A BY~(a); G5y ovi- @)
Pentru aceasta construim semidreapta (4X si
punctele C,, C,, C,, ..., C, € (4X, in aceastd
ordine astfel incat 4C, =a,, C,C,=¢, C.C. =g, .., C C =a_

n-1""n
Paralelele prin punctele C,, C,, C;, ..., C, , la C B intersecteaza [4B] in punctele
interioare 4, 4,, 45,..., 4

n-1°

Conform teoremei paralelelor neechidistante avem ca =
s Ry A B A€, GG, GG C.aC

sideci o —L_—1-% _ ol

a, a, a

n

n
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Probleme rezolvate

In triunghiul ABC, AB =6 cm, AC = 12 cm si D € AB astfel incat AD = 2,4 cm.
Paralela prin D la BC intersecteaza AC in E. Calculati lungimea segmentului [CE].

R: Sunt posibile doua cazuri.

E
a)D e (4B); b)A e (BD); 4
a) Aplicand teorema lui Thales obtinem: A
AD _AE _ . AD-AC
AB . . AC AB
B b) C
A
: 2,4-12 4
Rezulta AE = =4,8 (cm), deci EC = AC — AE =172 cm.

b) La fel calaa), AE=4,8 cm, deci EC = AC + AE = 16,8 cm.

leorema bisectoarei

Intr-un triunghi bisectoarea unui unghi determina pe latura opusa doud segmente
proportionale cu celelalte doua laturi.

R: Fie (4D bisectoarea tinghiului BAC.

Trebuie sa demonstram ca L8 — A48, ?
LTSI, &
Paralela prin B la AD intersecteazi AC in E.
Triunghiul ABE are unghiurile B si E congruente,
deci este isoscel (justificati!) Rezulta [AE] = [4B].
Aplicand teorema lui Thales, obtinem
BD AE 4B
151 AR [ R T8

cictd
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Teorema lui Thales
in triunghiul ABC, M &(CB, N <(CA
si MN || AB. Copiati si completati tabelul
de mai jos:

Yyt S b WA (il

2] in figura ala-
turata, MN| BC.
Demonstrati ca
AP = PQ.

3
Daca AC = 20 cm si £=~—, calculati
OB. "7

lungimile segmentelor [40] si [CO].

A in desenul M
alaturat MN | PQ.
Calculati x.

x+2 X

4 <)

B Paralela prin centrul de greutate al
triunghiului ABC la AC intersecteaza
laturile [4B] si [BC] in punctele E,
BE, .FC BF
EA’ FB’ BC'
©] Fie ABC un triunghi si [4A4'],
o mediana a sa. Pe [44’] se ia punctul M
si prin el se duc dreptele ME si MF astfel
incat ME||AB si MF||AC, E, Fe [BC].

respectiv £ Calculati:

A
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Sa se arate cd A’ este mijlocul segmen-
tului [EF].

Se considerd triunghiul ABC'si Me(AB)
astfel incat % =k . Construim MN || BC

(N € AC), MP || AC (P € BC)si PQ || AB
(O € AC).

a) Demonstrati ca punctele N si QO sunt
simetrice fata de mijlocul laturii [4C].

b) Calculati lungimea segmentului [NQ],
cunoscand AC = a.

¢) Pentru ce valoare a lui &, obtinem N = Q?

in triunghiul 4BC fie E, H € (4B),
F € AC, G € BC astfel incat EF| BC,
FG| AB si GH||AC. Aratati ca AE - AH =
= BE : BH.

Bl Se considers triunghiul ABC si
M e (4B), M diferit de mijlocul lui [4B].

Construim: MN || BC (Ne AC), NP || AB
(P € BC), PQ || AC (Q € 4B), QR || BC
(ReAC),RS || AB(S € BC)siSM' || AC (M’
€ AB). Aratati ca punctele M si M’ coincid.

10 Se considera triunghiul ABC, [44]
mediana si De(BC). Paralela prin D la
AA’ intersecteaza dreptele AC si AB in
punctele E, respectiv F. Sa se arate ca
(AE, AF) ~ (AC, AB).

@ Fiind date trei segmente de lungimi
cunoscute a, b, ¢, construiti cu rigla si
compasul un segment de lungime x = a?.
Justificati. Caz particular: a=6 cm, b= 8 cm,
c= 10 cm.

12 [ triunghiul 4BC, fie E e (BC)

astfel incat BAE = CAE Daca AB = 6 cm,
BC=8 cm, AC =7 cm, calculati BE si CE.

Reciproca teoremei lui Thales

rlgle gradate ca in

figura alaturata.

a) Unind punctul 1
de pe rigla din
stanga cu punctul 2
de pe rigla din
dreapta si punctul 2
respectiv cu punc-
tul 4, obtinem doua
segmente paralele.
Justificati.

b) Daca unim punctul 2 de pe rigla din
stanga cu punctul 3 de pe rigla din dreap-
ta, cu ce punct de pe rigla din dreapta tre-
buie unit punctul 4 de pe rigla din stanga
pentru a obtine drepte paralele? Justificati.

4 in triunghiul MNP, fie Ec(MN) si

Fe(MP), astfel incat A—/IE— =k si
EN

ZIER0 W Demonstrati ca EF || NP

MP k+1

O intersectia diagonalelor
patrulaterulul convex ABCD. Daca OA =
3cm, OB=4cm, AC=9cmsi BD =12
cm, demonstrati ca patrulaterul ABCD
este trapez.

US| Aritati  ca
dreptele AB, CD
si EF din reteaua A
alaturatd  sunt E

paralele. : cl 1E

Se da trapezul ABCD (AB||CD) si

AM BN
Me(AD), Ne(BC) astfel incat — =—

NC
Demonstrati cd MN || AB.
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13 in figura aldtu-
ratd, AE=30, BE=30,
AC =170 si AF = 35.
Gasiti eroarea din ra-

tionamentul urmator:

. ) S | : :
,Deoarece —=—=——atunci, din
AB 2 AC
reciproca teoremei lui Thales, rezulta

EF]|| BC
19| in  desenul B
alaturat, AB || A'B’ B

§iAC || 4C"

Demonstrati ca
B'C"|| BC. €'

in figura ala- © B
turata, dreptun-
ghiurile ABCD si
AEFG au aceeasi |, c

arie. Demonstrati
ca BG || DE. A E B

2| Fie [AM] mediana in AABC.
Bisectoarea unghiului AMB intersecteaza

pe AB in N, iar bisectoarea unghiului
AMC intersecteaza pe AC in P. Sa se arate
ca NP || BC.

Teorema paralelelor
neechidistante

2 Folosind rigla si compasul, impartiti
un segment dat in parti proportionale cu
numerele 2, 3 si 5.

desenul Ay v
” A Y
alaturat dreptele a, : :
b, ¢, d sunt para- _C ¢ _c
lele. Calculati A'B’ / ¢ 10\
: D DN d
siCD. T \

10 patratele de caiet. Folosind numai rigla,
construiti un punct M, M € (BD), astfel

e
MB 7
| in trapezul ABCD cu AD || BC, fie
A
M € (AB) astfel incat —ﬂ = & :
MB 7

- Paralela prin M la AD intersecteaza latura

(DC) in N. Stiind ca CD = 54 cm, calculati
lungimile segmentelor DN si NC.

2’:’1@ in triunghiul ABC, P este mijlocul
laturii [BC], (PM si (PN sunt bisectoarele
unghiurilor APB, respectiv APC (M € AB,
N e AC). Dacid D este mijlocul segmen-
tului [AM] si E mijlocul segmentului
[AN], demonstrati cd (4D, MD, MB) ~
~ (AE, EN, NC).
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6. Triunghiuri asemenea

Relatia de congruenti a triunghiurilor a fost definita in lectiile de geometrie din clasa
a VlI-a. Intuitiv, doua triunghiuri sunt congruente daca unul dintre ele, printr-o deplasare
ce nu-i modifica forma, poate fi suprapus peste al doilea triunghi. Existd figuri
geometrice care ,,seamand“ dar care, prin orice deplasare, nu pot fi suprapuse (din cauza
,,marimii* lor). Aceste figuri se numesc asemenea.

Fie triunghiurile ABC si DEF.

A
A :
B [ E m}r
Intre triunghiurile ABC si DEF existd o asemanare daca
AB _AC _BC

DE DF EF
Daci intre doud triunghiuri existd o asemanare, spunem ca triunghiurile sunt asemenea.

Daci sunt indeplinite conditiile (1) si (2) scriem AABC ~ ADEF.

Ca si in cazul congruentei, intre doua triunghiuri pot exista mai multe asemanari.

A A

A=D, B=E C=F () si

(2).

Dacid ABC si DEF sunt triunghiuri echilaterale, atunci avem:
AABC ~ ADEF, AABC ~ AEFG etc.

Cand vorbim de aseminarea a doua triunghiuri, trebuie sa tinem cont, ca si la congruenta,
de corespondenta dintre varfuri si laturi.
Perechile de varfuri (4, D), (B, E) si (C, F) se numesc corespondente (sau omoloage).
Perechile de laturi ([4B], [DE]), ([AC], [DF]) si ([BC], [EF]) se numesc corespondente
(sau omoloage).

A




Raportul lungimilor oricaror doud laturi corespondente se numeste raporiul de ase-
manare a celor doua triunghiuri.
Urmatoarele proprietiti ale relatiei de asemanare se deduc usor din definitia data.
1. Daca AABC = AA'B'C', atunci AABC ~ AA'B'C’ (raportul lor de asemanare fiind 1).
2. Daci raportul de asemanare a doua triunghiuri asemenea este 1, atunci triunghiurile
sunt congruente.
3. Dacd AABC = AA'B'C' i AA'B'C’' ~ AA"B"'C", atunci AABC ~ AA"B"'C".
4. AABC ~ AABC.
5. Dacid AABC ~ AA'B'C’, atunci AA'B'C' ~ AABC.
6. Dacid AABC ~ AA'B'C' i AA'B'C' ~ AA"B"C", atunci AABC ~ AA"B'"'C".

Tema: Justificati proprietatile enuntate anterior. -

Teorema urmatoare oferd un exemplu important de triunghiuri asemenea.
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7. Teorema fundamentala a asemanarii

O paralela la una dintre laturile unui triunghi formeaza cu celelalte doua laturi (sau
cu prelungirile lor) un triunghi asemenea cu cel dat.

Demonstratie

Consideram triunghiul ABC si DE || BC (D € AB, D # A, E € AC).

A
E D

b) 9

Trebuie sa demonstram ca AADE ~ AABC.

Analizam trei situatii: a) D € (4B), b) 4 € (DB), ¢) B € (AD) (vezi figurile de mai sus).
Prezentam demonstratia pentru cazul a) — celelalte cazuri tratindu-se analog.

Deoarece DE || BC, rezulti: <{ADE = <ABC, <AED = <ACB (unghiuri
corespondente) si < DAE = << BAC.

Aplicand teorema lui Thales (DE || 4B), rezulta o
plicand teor ui es rezulta — 2= 6
& 5 +AE > ~DE
Ramane de aratat ca BE =—— . Pentru aceasta, construim paralela EF la AB (F < BC).
Aplicand din nou teorema lui Thales (EF || AB) obtinem — =i
R BE
AE _DE
Deoarece patrulaterul BDEF este paralelogram, avem ca [BF|=[DE] si de aici —C -

Tema: Demonstrati ca si in celelalte cazuri AADE ~ AABC.

Remarcam ca teorema fundamentala a asemanarii completeaza teorema lui Thales,
avand aceeasi ipoteza, insa concluzia mai cuprinzatoare (referindu-se la toate laturile
triunghiurilor ADE si ABC).
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L

Probleme rezolvate

Fie trapezul ABCD (AB || CD) si O punctul de intersectie a diagonalelor. Demons-

AP O4 - ORYVOAB
trati ca = = .
OoC OD--¢b
R: Deoarece AB || CD rezulta, din teorema fundamentala a D ¢
aseinénﬁrii, cad AAOB ~ ACOD. Deci 04 = B = AB : %)
. C ap. 6o

A B

. Se considera trapezul ABCD (AB || CD), AB=b, DC=a, a<b si M e (AD) astfel
incat 'm= k. Calculati lungimea segmentului [MN], MN || AB (NeBC().

R: Conform teoremei paralelelor neechidistante, obtinem:
DM CN .- CN k

k=——=——,deci —=——.
MA NB CB Lk+1

Construim paralela prin C la AD (vezi figura b
alituratd). Avem MN = MP + PN. Deoarece MPCD / A
M a P N

este paralelogram, rezulta MP = CD = a. Pentru

calculul lungimii segmentului [PN] vom aplica 4 Q/ \B
teorema fundamentala a asemanarii in triunghiul COB b
(PN || OB). Obtinem:
k k
PN _CN __ % _ Renlts PN=QB —"—=(b-a)— .
QR .CB arkitil k+1 k+1
k | k

Atunci MN=MP+PN=a+ (b—a)—=——a+
k+1 k+1 k+1

Cazuri particulare

1. k=1 (M este mijlocul segmentului [4B], deci (MN) este linie mijlocie).

a+b
Obtinem MN = e (MN este media aritmetica a lungimilor bazelor).




p gt Ty
b
CD DO

In acest caz k =E=‘C§ (vezi figura problemei precedente). MN este segmentul

paralel cu bazele, ,,dﬁs“ prin punctul de intersectie a diagonalelor.
2ab
a+b. 1

a b
3. Pentru ce valoare a lui k, MN este media geometrici a lungimilor bazelor trapezului
(adicd MN = Jab )?

Din kl 1a+kk1b:m obtinem: a + kb= (k+ 1)+ ab @k(b—@)zm —as
+ +

Ve
k\/g(\/ghw/g)=\/;(\/3—\/;).Demk—\/g-

MN = 7 (MN se numeste media armonicd a lungimilor bazelor).
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@ In desenele de mai jos dreptele su-
port ale segmentelor colorate sunt parale-
le. Scrieti in fiecare caz in parte egalitatea
rapoartelor ce rezultd prin aplicarea
teoremei fundamentale a asemanarii:

X, X
&7\%

e) f)

. In triunghiul ABC, D € (4B, E € AC
si DE || BC. Copiati si completati tabelul
urmator.

Analizati pentru fiecare caz,
situatiile posibile.

toate

Daca BC = 21 cm, calculati lungimea
segmentului [MN].

Se considera trapezul ABCD (AB||CD)
AB =3 ¢cm, BC =26 cm, DC = 22,5 cm,
AD = 13 cm. Fie M intersectia dreptelor
AD si BC. Calculati: MA, MB, MC, MD.

in paralelogramul 4BCD cu AB = 18
cm, BC = 10 cm, fie E € (DC) astfel incat

1
EC =§DC’. Daca AENBC = {F}, calcu-
lati EC si FC.

Fie ABCD un trapez (AD | BC) in
care AD =4, BC = 13. Fie M € (AB) ast-

AB| AC| BC| AD|4E | DE|DB| EC |
al9[18[15] 6 !
b9 |18]|15]12 ]
c|15 12,5] 3 25
d 10 6| 4f2
o 543027 [8+/3[2+75

Fie ABC wun triunghi in care
AB=18 cm, EF || AB (E € AC, F € BQC)..
Stiindca EC=3 cm, FB=6cmsi EF=6cm,
calculati perimetrul triunghiului ABC.

Fie MN o paralela la latura AC a
triunghiului ABC (M € AB, N € BC). Daca
perimetrul triunghiului BMN este de 24 cm,

iar —— =—, calculati perimetrul tri-

unghiului ABC.

in triunghiul ABC, fie Me(4B), Ne(AC)

R 1, (i WSSRINT &),
astfel incat == §5i —==.
MB 5 C4A 7

fel i e 4 i MN || AD (N € D
el incat MB 5 si I (N € DQ).

Calculati MN.

Fie ABCD un trapez dreptunghic cu
m(4 )=m(D )=90°, M e (BC) astfel incat

M _1 G m(< MAD)=60°.
MB 3
Stiind ca 4D = 18 cm, calculati lungimea

segmentului [4AM].

in figura
alaturata,

AD || BC | PQ.
Calculati PQ.

€




# Back
8. Criterii de asemanare a triunghiurilor

Pentru a demonstra ca doua triunghiuri sunt asemenea, nu este nevoie sa verificim
toate cele cinci conditii din definitia datd triunghiurilor asemenea (trei congruente de
unghiuri si doua egalititi de rapoarte). Asa cum rezultd din teoremele urmatoare, este
suficient sa verificdam doar doua conditii. Ca si la congruenta triunghiurilor, aceste
teoreme vor fi numite cazuri (cazuri de asemanare).

Teorema 1. (cazul I de asemanare)
Doua triunghiuri sunt asemenea daca au doud unghiuri respectiv congruente.
Demonstratie
Ipotezd: 4=4' si B=5B'
Concluzie: AABC ~ AA'B'C". _
~ Fie D e (4B astfel incat [AD] = [A’B];
construim DE || BC, D € (AC. B
Deoarece <ADE = <{ A'B'C’,rezulta <ABC= <A'BC".
Rezulta ca triunghiurile ADE si A’B’C’ sunt congruente (cazul U.L.U.).
Din teorema fundamentala a asemanarii, rezulta ca AABC ~ A ADE.
Prin urmare AABC ~ AA’B’C’ (din proprietatea 3 a asemanarii triunghiurilor).

Teorema 2. (cazul Il de asemanare)
Doua triunghiuri sunt asemenea daca au doua laturi respectiv proportionale si unghiurile
dintre laturile proportionale sunt congruente.




Demonstratie .
A8 AC & )

Ipoteza: = si
A!Br AFCF

R R T Ty

Concluzie: B=RB' C=C\8i —=—-.
A!cl Brcl B

Fie D € (4B astfel incat AD = A'B’, apoi construim DE || BC, E e (AC.
Aimc - sy SR NG teorema Rundamentals asemandrii),

AB  AB  AC AB AC

de unde rezulta cd 4'C’ = AE.

Atunci AADE = AA'B'C’ (cazul L.U.L.). Deoarece AABC ~ AADE, obtinem ca
AABC ~ A4A'B'C".

Teorema 3. (cazul IIT de asemdanare)

Doua triunghiuri sunt asemenea daca au laturile respectiv proportionale.

Demonstratie

Ipoteza: A5 = L - bt ,
.A'B" AC'" B'C’

Concluzie: 4=4',B=8"si C=C'

Fie De (4B astfel incat [AD] = [4'B].

Construim DE|[BC, E<(AC; remits 2248 _BC' _4C
W 5 Bc Jc

(=

Din teorema fundamentala a asemanarii (DE || BC) rezulta ca AD DE _ AE (2).

AB, BC AC
Din (1) si (2) deducem ca [DE] = [B'C"] si [AE] = [A'C].
Rezulta cd AADE = AA'B'C’ (cazul L.L.L.). Prin urmare 4= 4. B=D=R"C=E=C"

1. Am vazut ca pentru a demonstra asemanarea a doua triunghiuri este
suficient sa demonstram doar doud egalititi (de rapoarte sau masuri
de unghiuri). De indata ce stim c& triunghiurile sunt asemenea, dedu-
cem, apeland la definitie, ca si celelalte trei egalitati sunt adevarate.

llustram acest lucru prin tablourile de mai jos.

C=C"
ABC ~ AA’B'C’ 4=4 = AB AC BC
(cazul I de asemanare) B=p 4B A Tem BC’
ABC ~ AA'B'C’ 4B _ AC AB | ACTT BO

(cazul II de asemanare) 4B B' CAC — AB AC BC

AEA' EEI}'CA'ECA"
MBC ~ AA'B'C’ - _ R
(cazul 11T de asemanare) AB _AcC _ BC = A=:4
AfBr Afcr chr o "Eé CE bl

6! /



2. Din asemanarea triunghiurilor putem deduce congruente de unghiuri sau egalitati de
rapoarte.

Cum procedam pentru a demonstra congruenta a doua unghiuri sau egalitatea a doua
rapoarte?

¢ Cautam doua triunghiuri in care unghiurile sau segmentele ce compun

rapoartele sunt corespondente.

o Demonstram ca triunghiurile sunt asemenea (printr-un caz de asemanare)
Pentru a deduce congruenta a doua unghiuri avem acum doua metode: metoda
triunghiurilor congruente si metoda triunghiurilor asemenea.



Se considera trapezul dreptunghic ABCD (m(4) = m(ﬁ') = 90°). Prin punctul de
intersectie a diagonalelor se constrmeste paralela la baze ce intersecteaza AB in
E si CD in F. Sa se arate ca BEC = AED

B (=
R: ,Incadrim® cele doud unghiuri in triunghiurile BEC, E F
respectiv AED. Demonstram ca ABEC ~ AAED. Observam
BE BO BO BC
ca: — =—— (Thales); — =—— (teorema fundamentala a
AE OD OD AD A D
BE  BC

asemanarii in AAOD cu BC || AD). Rezulta ca E=E . Deoarece unghiurile dintre

laturile [BE] si [BC], respectiv [AE] si [AD] sunt congruente (avand masura de 90°),
rezultd ca ABEC ~ AAED (cazul Il de asemanare). Prin urmare: < BEC = <AED (un-
ghiuri corespondente).

In orice triunghi produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea indltimii cores-
punzatoare ei este acelasi.
R: Fie [4A4’], [BB'],[CC’] inaltimile triunghiului ABC (vezi
figura alaturatd). Trebuie sa demonstram ca

BC-AA"=AC-BB’'= AB - CC".

Vom demonstra ca BC - A4’ = AC - BB’, cealalta egalitate
demonstrandu-se asemanator.

BC-AA’=AC - BB’ & E=§£ (1). Segmentele [BC] si [BB']
AC, A4

sunt laturi ale triunghiului BB'C. Segmentele [AC] si [4A4’] sunt laturi ale triunghiului

AA'C. Pentru a demonstra egalitatea (1), este suficient sa demonstram ca ABB'C ~ AAA'C.

Deoarece triunghiurile sunt dreptunghice, este suficient sa demonstram congruenta a

doua unghiuri ascutite ale triunghiurilor. Observam ca unghiul C este comun.

Prin urmare triunghiurile sunt asemenea (cazul I de asemanare).

Perechile de laturi [BC] si [AC], respectiv [BB'] si [44’] sunt corespondente (sunt opuse
AB #BC

4B BC

unghiurilor congruente). Deci




(@\W Problema 2 sta la baza definitiei consistente a ariei unui triunghi.

BC-AA'=AC-BB'=AB - CC'= 2/

Daca un triunghi dreptunghic are ipotenuza si o catetd respectiv proportionale cu
ipotenuza si o catetd a altui triunghi dreptunghic, atunci cele doua triunghiuri sunt
asemenea.

R: Ipoteza: (BC, AB) ~ (B'C’, A'B’) (1).

B
Concluzie: AABC ~ AA'B'C". 0 s
Deoarece triunghiurile sunt dreptunghice, este m

suficient sa demonstram ca doud unghiuri ascutite A C g C
sunt congruente.
De exemplu, sa aratam ca <ABC = <AB'C (2).
Fie O si O’ mijloacele segmentelor [BC], respectiv [B’C’]. Pentru a demonstra (2),
BCO i 208 OB

trv " BO e o, fl - b4 d‘ l A e — —
demonstram ca A4 AA’B’O’. Intr-adevar, din (1) rezulta T8 _BC 208 OB

AB OB BC B'C"

deci —= .Dar AO=—7si A'O"=—— (40 si A'O’ fiind mediane in triunghiuri
A'B' O'B" 2
dreptunghice).
_ AB OB AO b
Prin urmare - = , de unde rezulta cd AABO~AA'B'O’ (cazul 111 de

ABY OB A
asemanare), deci <ABC = <A'B'C".

. Demonstrati ca raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este egal cu patratul
raportului lor de asemanare. P A

R: Consideram AABC ~ AA'B'C’ si

AD. ) BC (D, e BC): 4D L BES , .
(D e B’C’). Din asemanarea P D’ =
triunghiurilor ABC si A'B'C’, rezulta B D C

B=B'. Deducem ca AABD ~

AA'B’D’ (cazul | de asemanare).

AB  AD
Deci ——=——
A'B'~ AD'
5. " BCAD' VBCHD" ' 4B 4B _(AB JZ
A'B. "

.  BCAD P’ 0D 0B ABY
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Triunghiuri asemenea

Stabiliti in care dintre situatiile de
mai jos triunghiurile ABC si DEF sunt
asemenea. In caz de aseminare, precizati
raportul de asemanare.

a)m(4)=50° AB =5 cm; AC=8 cm;
m(D) = 50°; DE = 10 cm; DF = 16 cm.
b) m(8 ) = 130°; m(C) = 27°

m(D) =23° m(E) = 130°;

c) m(A )=30°% AB =8 cm; AC= 7 cm;
m(D) = 30° DE = 16 cm; DF = 15 cm.
d) AB=5cm; AC=6 cm; BC =7 cm;
DE="75cm; DF=9 cm; EF = 10,5 cm.

Aratati ca doua triunghiuri dreptun-
ghice isoscele sunt asemenea. Cate ase-
manari exista intre ele?

In figura alatu-

ratd este desenat un 4’

cub. Demonstrati ca C
AADB ~ AOBC. ;

A 4
Daci A4BC ~ AMNP, AB = 9 dm,

AC=5dm, BC = 10 dm, MP = 30 dm,
calculati MN si NP.

Triunghiurile ABE si BCF au lun-
gimile laturilor (in cm) 8, 6, 12, respectiv
12, 18 si 9. Demonstrati ca triunghiurile
sunt asemenea.

in triunghiul isoscel ABC ([AB]=[AC])
(BD este bisectoare (D € AC) si m(BAC) =
= 36°. Demonstrati ca AABC ~ ABDC.

Z] inA4BC m(B) = 45°, m( &)= 75°.
Fie D € (BC) astfel incat m(BAD) =15°.
Demonstrati cd AADC ~ ABAC.

in figura ali-

turata este desenat & 3 X
un echer. Calcu- & h
) a 3 cm
lati raportul B e =

Demonstrati ca in doud triunghiuri
asemenea raportul lungimilor medianelor
corespunzatoare laturilor omoloage este
egal cu raportul de asemanare a triun-
ghiurilor.

Fie triunghiul ABC, MN||BC (Me (4B),
N e (AC)). Dacid P € (MN) si Q e (BC)

tfel 1 tﬂ/f“g}" d trat
astfel inca PN OC’ emonstrati ca:
2) MP=MN=AM;b)AAMP~AABQ;

BQ BC AB
¢) punctele 4, P si Q sunt coliniare.

In figura alatu- y
ratda ACGH si
ABEF' sunt patrate, G
M si N sunt mij-
loacele segmentelor N B €
[HG], respectiv [BE].

Demonstrati ca AAHM ~ AFEN.

Punctele 4, B’, C’ apartin semi-
dreptelor (04, (OB, respectiv (OC, iar
A'B’ || AB si B'C’ || BC. Demonstrati ca
AA'B'C’ ~ AABC.

Fie O un punct in interiorul triun-
ghiului ABC.
a) Construiti cu rigla si compasul

punctele M € (OA4, N €(OB si P € (OC

astfel incat 04 OB _2C 3

oM ON “OP s
b) Demonstrati ca AABC ~ AMNP.
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Demonstrati ca un triunghi este
asemenea cu triunghiul determinat de
mijloacele laturilor sale.

=
Raportul perimetrelor a doua triun-

2 218§
ghiuri asemenea este 2 Determinati

raportul ariilor celor doua triunghiuri.

A/

in reteaua
din figura ala-
turata, triun-
ghiul A’BC’
are aria 36
(aria unui pa-
trat al retelei :
fiind 1). B’

a) Demonstrati ca AABC ~ AA'BC".
b) Calculati aria triunghiului ABC.

In figura alaturati ABCD si A’B'C'D’
sunt dreptunghiuri, iar O este centrul
dreptunghiului A’B'CD’.

a) Calculati dimen- 4 20 B
siunile dreptunghiu- |4’ —2 B’
lui ABCD’. 2 o* BN i
b) Sunt punctele O, |p™—T3 e

B’si B coliniare? P £

Metoda triunghiurilor asemenea

Fie M si N doua puncte pe laturile
[4B], respectiv [ACT ale triunghiului ABC

astfel incat BG _ €C —— (G fiind punctul de
GN GM

intersectie a dreptelor BN si
Demonstrati cda < MNB = < NBC.

Fie ABCD un patrulater convex,
BCHAD, E€ (BC) si Fe (AD) astfel incat
BE AF AB
EC FD CD
mele ABEG si ECDH.
Demonstrati ca:

CM).

. Construim paralelogra-

a) AG || DH,;

b) < GFA = < DFH,;

c) punctele G, F si H sunt coliniare;
d) EF este bisectoarea unghiului GEH.

Printr-un punct D al laturii [BC] a
AABC construim DE || AB (E € AQ),
DF || AC (F € AB). O dreapta oarecare ce
contine punctul 4 intersecteaza dreptele
DF si DE in punctele H, respectiv G. Fie
{1} = BH n AC. Demonstrati ca:
2) BFZFD.HF:AF_AF=FD= :
DE, EC’ AE, EG.DE¢, AE I\¥
b) <<AIB =<1 ACG.
In triunghiul ABC, 4D 1 BC,
(D € BC). Bisectoarea unghiului ABC
intersecteaza AD in E si perpendiculara in
A pe AB in punctul F. Demonstrati ca
AB _ BF
BD BE
@ In figura ali-
turatda ABCD este
paralelogram.

Demonstrati ca

BC —BP
A} —em A B

A0 BO’
b) BM - BO = MQ - BP.

In figura alitu-
ratd, [AM] este media-
nd, BB, || CC, || AM si G
este centrul de greuta—
te al triunghiului ABC.
Demonstrati ca:

BD _ BB, CE _CC, BD CE

_
DA AG "EA  AG® DA FEA

24 Fie AM mediana in triunghiul ABC
si O € (AM). O dreapta oarecare prin O
intersecteaza (4B) si (AC) in punctele D,
respectiv £. Demonstrati ca:

BD CE = OM

——=2—.
DA EA ~ 04 d

=1,
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Probleme recapitulative

Fie [4AB] un segment de lungime
24cm si M e (AB) astfel incat 6AM= 54B.
a) Calculati lungimea segmentului [4M];

(N fiind mijlocul

NM
b) Calculati % si 1B
segmentului [4M].

Demonstrati ca existd doua puncte M
si N pe dreapta 4B pentru care 2MA4 =3 MB
si 2NA = 3NB. Construiti cu rigla si
compasul aceste puncte.

Fie O intersectia diagonalelor tra-
pezului ABCD (AB || CD). Paralela prin
O la baze intersecteaza (4D) in E, iar
AD n BC = {F}. Demonstrati ca E si F
sunt conjugate armonic in raport cu 4 si D.

ABC este un triunghi oarecare, [AM]
este mediana, P € (4AM). Paralelele prin P
la AB si AC intersecteaza BC in D,
respectiv £. Demonstrati cd dacd P este
centrul de greutate al triunghiului 4BC,
atunci [BD] = [DE] = [EC].

3] a) Se da triunghiul 4ABC, D € (4B),

DE || BC, (E eAC) Determinati 4D
stiind ¢d .o/, = Ay, DB
b) Daca AB =35, AC 6, BC = 7 determi-

nati Q astfel incat .#
DB

ADE /BCED'

[@ Fie paralelogramul ABCD. Pe diago-
nala [BD] se ia punctul M. Paralelele prin
M la AB si BC intersecteaza AD si DC in
N, respectiv P. Demonstrati ca NP || AC.

In patrulaterul convex 4BCD para-
lela prin B la AD intersecteaza AC in E, iar
paralela prin 4 la BC intersecteazd BD in
O4 OD OB OC
OE OB’ OF 04’
EF || CD, unde {O}=AC N BD.

F. Demonstrati ca

in sistemul ortogonal xOy, fie A(1; 12),
B(3; 10,4) si C(6, 8). Sunt punctele 4, B,
C coliniare?

In triunghiul ABC, M€ (4B)si Ne AC

astfel ingat s N | BC?
AB BC

In figura ala-
turatd BB’ || AA’ ||
| CC’|| MR.

Demonstrati ca: B 4R

MA RA PB _RB ¢
)MB RB PC RC”
b) MA.PB_NC=1.

MB PC NA

Se considera triunghiul 4BC si punc-
tele M, N astfel incat MN || BC, M € (AB),
N € (AC). Fie QO mijlocul segmentului
[MN] si AQ n BC = {P}. Demonstrati ci
P este mijlocul segmentului [BC].

In figura ali- 2

turatd, triunghiului

DEF 1i lipsesc i3 ?
»colturile” E si F. P 4
Stim ca mijlocul £ M N TF
laturii [EF] apartine segmentului [MN].
Construiti cu rigla si compasul centrul de
greutate al triunghiului DEF considerand

punctele E si F inaccesibile.
i

e )
Desenul alatu-

rat va sugereaza un o
mod de a afla distan- ———%—
ta de la un observa- B

tor, situat in punctul O D
O pe malul unui rau, E

la copacul C situat pe celalalt mal.
Spuneti cum trebuie alese punctele B, D,
E, ce masuratori trebuie facute si cum se
poate calcula distanta OC.
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Teste de verificare

Testul 1

& f : ;. B A CF -
1. In paralelogramul ABCD fie E, F € (CD) astfel incit —=——=—

| g 7 4 It e
DE DF MD BF
EF’ DC’ MA’  FM'

Daca AD n BF = {M}, calculati:

2. Se considera patratele ABCD, DCFE si EFGH, iar M si N intersectiile dreptelor AG
GF MF AM EN

GB’ AB’ AG’ NB'

3. Triunghiul 4BC este dreptunghic (m(A) = 90°) si AD | BC, D e BC.

si EF, respectiv EB si AC. Calculati:

Demonstrati ci: a) ADBA ~ AABC; b) AB> = BD - BC; c) AC? = DC - BC.

Barem: 1.2 p; 2.4p;3.a) 1 p;b) L p;¢) 1 p.
Timp de lucru: 40 min.

Testul 2

1. In triunghiul 4BC, fie M € (4B), N € (BC)si P € AC astfel incat MP || BC, PN || AB

2t R euiB
% PA A

) Caloulati CN BM BA
a) Calculati: : ; -

" NB MA AM
b) Este adevarata propozitia: MN || BC? Justificati.
2.0nt | ABCD, AB || CD, M < (AD), N € (BC) astfel incat ~t. =BV _1 Stiind
- In trapezu ; | .M € (AD), N € (BC) astfel inca MDD NC 3 Stin

ca AB =10 cm, DC = 5 cm, calculati MN.

3. Triunghiul ABC este isoscel ([4B] = [AC]), AD si BE sunt inaltimi (D e BC si
E € AC), H este ortocentrul triunghiului. Demonstrati ca DC 2= DH - DA.

Barem: 1.a)3 p; b) 1 p; 2. 3 p; 3. 2 p.
Timp de lucru: 45 min.
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