1. Luăm b=a şi obţinem a3=a. Deci a· a2 = a2 · a = a, 
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şi notăm a2=e. Pentru orice b din G avem b = a b a = a3 b a = a2  ( a b a ) = e ( a b a ) = e b = b şi     b = a b a = a b a3 = ( a b a ) a2 = b e. Aşadar e = a2 este element neutru. Cum a a fost ales arbitrar şi elemental neutru este unic rezultă x2 = e,  
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. Atunci G este ebelian şi     x-1=x
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  2. (i) Dacă p este compus şi p = ab, a>1, b>1  şi 
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 rezultă că ordinul lui xa este b,     b <p.

(ii) Arătăm mai întââ că dacă 
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 şi xiyj = yjxi cu 2≤i,j≤p-1 atunci x y = y x.

Deoarece ( j , p ) = 1 există 
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 astfel încât aj ≡ 1 ( mod p ). Atunci xiyaj = yajxi  şi deoarece aj = 1 + mp deducem yaj = y1+mp =y. Aşadar xiy = yi x.

Deoarece ( i , p ) = 1 există 
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 astfel încât bi ≡ 1 ( mod p ). Din xiy= yxi  deducem xbi y = yxbi =y, deci xy = y x.

Rezolvarea punctului ii : Presupunem prin absurd că există 
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astfel încât xy ≠yx. Considerăm mulţimea      A = { 
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 şi xiyj = yjxi cu 1≤i,j≤p-1 }- { e } . Din punctual precedent  se deduce uşor că |A| = p2 – 1. Într-adevăr, dacă xiyj = xkyl rezultă xr= ys, deci xsyr = yrxs, deci x y = y x. Fie B
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A, | B | = p, astfel încât elementele lui B comută două câte două. Dacă există i≥1 cu xi 
[image: image12.wmf]Î

 B, B mai conţine cel puţin un element de forma xayb cu 0≤a≤p-1, 1≤b≤p-1. Atunci din xi (xayb )= (xayb )xi rezultă că xi (xayb )= (y ). Deci         xi (xiyb )= (xiyb ), adică x y = y x.

La fel se raţionează dacă există j≥1 cu yj 
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B. Presupunem acum că xi,yj 
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. Rezultă ca B conţine n elemente din tabloul :


xy, ..., x yp-1


x2 y, ..., x2 yp-1

...................


xp-1 y, ..., xp-1 yp-1
Rezultă ca există două elemente în B aflate pe aceeaşi linie. Fie acestea xayb şi xayc . Din (xayb ) (xayc) = (xayc ) (xayb ) rezultă yb-c xa = xayb-c ( daca b>c) şi atunci x y = y x.

  3. Fie Fn(x)o primitivă a fucţiei 
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 ,     Fn  (x) = 
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 .  Atunci , pentru orice n>1 , avem : Fn (x) –F n-1  (x) = 
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In particular F​2 ( x) –F1 (
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  . Adunam aceste relaţii şi obţinem : Fn (x) = 
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Acum calculam primitiva dată  prin părţi : 
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4. Fie funcţia f(x) = x+ sinn x + cosn x; f este continuă pe [ 0, 2( ] şi f ( 0 ) = 1. Pentru 0 < x < 1 avem x > sin x ( sinn x, deci f ( x ) > 0. Pentru x > 1 avem f ( x ) > 0. Aşadar f ( x ) ( 0 pentru orice x. Notăm 
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 . Daca n este par x+ sinn x + cosn x  > x+ sinn+2 x + cosn+2 x deci In < In+2.

Pentru n impar avem

In=
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Deoarece 
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, reducându-ne la primul cadran avem
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Rezultă că In>4
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