Gheorghe Dumitrescu (enunturi, solutii)

Nicolae Coculescu Ziua 1, (enunturi, solutii)
Nicolae Coculescu Ziua 2, (enunturi, solutii)
Unirea (enunturi, solutii)

Trepte in matematica, Calimanesti (enunturi, soluti)
Matematica- modus vivendi (enunturi, solutii)
Cezar Ivanescu (enunturi, solutii)

Gheorghe Lazar (enunturi, solutii)

Sfera ziua 1, Bailesti (enunturi, solutii)

10.Sfera ziua 2, Bailesti (enunturi, solutii)

11.Traian Lalescu, Deva (enunturi, solutii)

12. Alexandru Myller, Iasi (enunturi, solutii)

13. Gheorghe Titeica, Severin (enunturi, solutii)

14. Gheorghe Titeica, Severin-echipe (enunturi, solutii)
15.Papiu Ilarian, Tg-Mures (enunturi, solutii)
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14.1 Gheorghe Dumitrescu, 27 octombrie 2007, Craiova

1. Demonstrati cd pentru orice m,n € N existd z,y € N astfel incat

('m.'4 R 1) (n4 S 1) (m4 + 3m? + 1) (n4 +3n? + 1) =x? + 4>

Traian Tamaian, G.M. 7 /2007

2. a) Dacd a, b, c € [0, 00) atunci aritati c& [(a + b + ¢)/3]® > abe.
b) Folosind eventual punctul a) determinati maximul expresiei

T1T2X3 + T2T3T4 + L3T4T5 + ... + L2005T2006L2007,

unde z,, T3, &3, T4, ..., F2005, £2006, 2007 € [0,00) cu @y +xa+ 23+ ... + L2007 =

2007.

3. Fie A; A>Ajz... A, un poligon regulat cu n laturi inscris in cercul de centru O.
Calculati suma

OA1 G O/’!.'_g e ()4411

in fiecare din cazurile: a) n par; b) n impar.

Bac



#

1.4.2 Nicolae Coculescu, Ziua 1, 30 noiembrie 2007, Slatina

Bac

1. Fiez,y € Rsi k € N* astfel incat {kz} = {ky} si {(k + 1)z} = {(k+ 1)y}.S4

se arate cd {nz} = {ny} , pentru orice n € N*.

Ovidiu Pop

. Sd se arate cd dacd a, b, ¢ € (0,0) si 3abc = 1, atunci are loc inegalitatea

3a® 4 35° e 3cP o1k
a5+ 2b¢ " 3>+ 2ca " 354 2ab T 7

Costel Anghel

. Fie ABC un triunghi, punctele M € [AB],N € [AC], iar P si Q mijloacele

segmentelor [M N] si [BC]. Stiind cd P(Q este paraleld cu bisectoarea unghi-
ului A, arédtati ca [BM] = [C'N].

Gheorghe Duta

. 54 se demonstreze cd pentru orice numar natural n > 2, existd o unicd partitie

a mulfimii {1,2,...,n} in doud multimi A4, 4, astfel incat |\/z| # y, pentru
oricex,y € A, k=1,2.

Costin Badic3



Bac

1.4.3 Nicolae Coculescu, Ziua 2, 1 decembrie 2007, Slatina

1. Fie a,b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi. 54 se calculeze partea Intreagd a

numarului

(a®+ b2+ c?)(a+b+ec)

gl (a® 4+ b + ¢3)

Costel Anghel

. Se considerd numarul real u = 2 + /3.

a) 54 se demonstreze c4, oricare ar fi n € N*, existd a,,,b, € N, a,, > b,,, astfel
incat u™ = apu — b,.

b) S4 se arate ci ecuatia z? — 4zy + y? = 1 are o infinitate de solutii in N x N.

Florian Dumitrel

. Determinati multimile A ¢ N*, cu cel putin doud elemente, avand propri-

etatea cd pentru orice z,y € A,z > y, rezulti ?—_% € A.
T,y

Marius Perianu

. Fie M in interiorul triunghiului ABC. Se noteazd {D} = AM N BC,{E} =

BMNCA, {F} = CMNAB. S4 se determine punctul M pentru care produsul

MA MB MC
MD ME MF

are valoarea minima.

L

144 Unirea, 1februarie 2008, Focsani

1. Fie progresiile aritmetice x = (z;);.y 81 ¥ = (¥i);on- S4 se arate ci sirul

z = (z; - ¥i)icn este o progresi aritmeticd daci si numai daci cel putin una
dintre progresiile x, y este constanti.

Dan Branzei



Bac
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2. Se considerd sirul z,, = a" + o™ ", unden € Nsi a = 2+ /3.

a) S4 se arate cd existd a,b € R astfel incat z,,, 9 = azp 1 + b:nﬂ,,.pentru orice
n € N,

b) Sd se arate cd {a"} = 1 — a™ ", pentru orice n € N.

]

. Se dd triunghiul ABC, cu laturi de lungimi a, b, ¢ si cu semiperimetrul p. Se

considerd punctele A;, A, astfel ca B € [4,C],C € [BAs] si mijlocul A’ al
segmentului [A; As]. Se definesc analog punctele B',C’. A1 B = ¢, A;C = b.
S4 se arate ca:

a) Segmentele [AA’] , [BB'], [CC’] au in comun un punct V.
b) Pentru orice punct O din planul (ABC) are loc
p-(T]+V=(p—a)-a—71+(p-b)-5§+(p—c)-b?7.

Dan Branzei

. Fie (an),>; unsir strict crescitor de numere impare. Notdm cu s suma prim-

ilor k& termeni ai acestui gir. Si se arate c3 pentru orice k natural in inervalul
[sk, sk+1) se afld cel putin un patrat perfect.

*okt

14.5 Trepte in matematica, 16 februarie 2008, Ciliminesti
1. a)Sasearatecd [ — 3| + |z — 2|+ |z = 1| + [z + 1| + |z + 2| + |z + 3| > 12,

Vz € R.

54 se determine multimea valorilor lui z pentru care se obtine egalitatea.
b) Determinati m € R* astfel incat

lz] + 22 + ||z| — 1| + 6|z — 2| + |22 — 1| + 3|2z + 1| > m, Vz € R.
Stabiliti multimea valorilor lui z pentru care se obtine egalitatea.

Florian Pang, Calimanesti

. 54 se rezolve ecuatiile

a) l2$+2J + lzw_lJ + [2x_4J =222 —zin Z.

3 3 2
2 e =
b) {Qz;— J o [2:1:3 IJ o lez 4J = |2v/2? —z| In R, unde |a] reprezints

parta intreagd a numadrului a.
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Florian Pand, Caliméanesti

1
3. Se considerd multimea A = {:1: eR\Q:z+ = € Z} :

a) Ardtati cd multimea A este nevida.

b) Indicati 2008 elemente ale multimii A.

Vasile Busagd, Caliméanesti

. Fie [BD si [CE bisectoare in triunghiul ABC, E € (AB),D € (AC).

a) Aratati cd vectorii ED si BC sunt coliniari dac si numai dacd £ZB = ZC.

b) In conditiile de la punctul a) determinati |EB
cazurile

i) LA = 90° siii) LA = 36°.

wn functiede BC = [, pentru

Florian Pand, Calimanesti

14.6 Mathematica - modus vivendi, 22-24 februarie, Rm Vailcea

1. Si se rezolve ecuatia: |z%| + 1 = 2 |z], unde |z | reprezint4 partea intreagd a

numarului z.

Laurentiu Panaitopol, Bucuresti

. In triunghiul ABC, cu AB < AC,AB = 2BD unde [AD este bisectoarea

/BAC, D € (BC).

a) Demonstrati cd /G||BC unde G este centrul de greutate al triunghiului si
1 este centrul cercului inscris triunghiului ABC.

b) Dacd BC = 3AG aratati cd 3a® = 2be, unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor '
triunghiului.

Ion Ghica, R&mnicu Valcea

. Fieay, as ,..., a, € (0,00) astfel incata; + as + ... + a, = S. Sd se arate ca

n
z ar + ag41 > 9
28 e
=

=4 — Q41

unde a1 = a;. Precizati cdnd are loc egalitatea.

Dumitru Acu, Sibiu
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4. Se considerd triunghiul ABC si punctele D, @, E cu proprietatile:

AB . CQ BE

.DGMBLQEW®LC€@Wm2Uf7QDﬁBC.

Se mai considera si punctele F'si M asa incat

CE|DF,DC||\FE,DENFQ ={M}.
: 1, . 3 AB
54 se arate cd punctele @, M si F' sunt coliniare daca si numai daca 2+ D =
DE
DM’

Nicolae Pavelescu, Ramnicu Valcea

1.4.7 Cezar Ivanescu, 15 martie 2008, Targoviste

Bac

1. Demonstrati cd pentru orice numere reale nenule a, b, ¢, d, z, y are loc inegal-

itatea

(@ + bsinz)? + (c + dsiny)? + (a + beosz)? + (¢ + d cos )2 =5
a2 + b2 + 2 + d? Sy

Dinu Teodorescu

1 2
. Fie f : R — R astfel incat f (z) + 2f (») = 2% —5 + 3, oricare ar fi z € R*.

Calculati
1
S‘: E e T
T

Gazeta Matematica

. Sd se agseze numerele 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12 in tabelul de mai jos, astfel

incat fiecare numar sd apara o singurd datd, iar sumele numerelor pe fiecare
din cele trei linii si cele patru coloane si fie cele scrise pe prima linie, respectiv
prima coloana. Justificare!

ST 2 10 18.] 20
24
15
39

Adrian Atanasiu
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1.4.8 Gheorghe Lazir, 21-23 martie 2008, Sibiu

1. Dacd ay,as,...,an € [0,1], sd se demonstreze inegalitatea:

- % .. T o 2
aiag +n—1 azaz+n-—1 ana; +n—1

Alin Pop, Sibiu

2. Fie n un numdr natural, n > 3 $i 2n numere reale a;, as, ..., ay, care constituie

O progresie aritmetica de ratie » # 0. Aritati c4 oricum am alege submultimea
Acun+ 2 elemente, A C {ay,as, -y G2} , €Xistd cel putin doua elemente
distincte in A avand suma 2 (a; + nr).

Dumitru Acu, Sibiu

. Fie 07, 93,...,9,,n > 4, vectori in plan (nu neaparat diferiti), pentru care:

[52] + (B3] + .+ [ = 1.

a) Presupunéand in plus c4, ci toti vectorii sunt coliniari, ardtati cd exista I o

>ulz s

submultime nevid4 de indici, I C {1,2,...,n}, astfel incat i 5
el

b) In cazul general, demonstrati c existd J o submultime nevid4 de indici,

1
J C {1,2,..,n}, astfel incat ZE’ > =,
jeJ 4

Dumitru Barac, Sibiu

. Se considerd un triunghi ABC ascutitunghic, ZB < 60° si P

un punct oarecare din interiorul triunghiului (notatiile sunt cele
obilnuite). Definim functia f : Int [AABC] — (0,00),f(X) =
min{XM + MN + NP: M € [BC],N € [AB]}. Si se arate ci ex-

istda un singur punct ¥ in planul triunghiului avand proprietatea

el _ = i sd se precizeze modul de constructie al lui
@ " To T 7o) ¢ =

Emanuel Vlad, Bucuresti
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1.4.9 Sfera, 22 martie 2008, Bdilesti

Partea I.

1000

. Daca § = Z |v/7] , unde |y/n] este partea intreagd a lui n, atunci:

=1

a) § = 20000; b) S = 20001; c) S = 20615;d) § = 20715

. Numdérul solutiilor reale ale ecuatiei 2008 (z — 1) + |z] , unde |z ] reprezintad

partea intreagd a lui = este:
a)0;b)1;c)2;d)3

. Dacd S = Z m, unde

meA
A = {m € Z: ecuatia 2> — 2mz + m + 3 = 0 admite o radicind intreaga}

atunci:

a)S=7b)S=1c)S=10,d)S=0

. Fiez,y,z > Oastfel incAtz + y+ z = zy + yz + zz i 22 + y? + 2% = 2%y +

4222 + 2222, Daci P = zyz atunci:

a)'P=0;b)P=é;c)P=l;d)P=2

. Fie ABCDEF un hexagon regulat si punctele M € (AC),N € (CFE) astfel

AM _ CN

AC 0B
coliniare este:

incét = k. Valoarea lui k pentru care punctele B, M, N sunt

) 56 1;.0) V3; d) ?

Catalin Cristea, Craiova



Partea a II-a

1. Fie M mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC. Notam cu I si J centrele
cercurilor inscrise in triunghiurile ABM si ACM. Daci ZAIB — /MIJ =
90°, sd se demonstreze cd [AB] = [AC] .

Marius Perianu si Florian Dumitrel, Slatina

2. Fiea,b, c > 0. Demonstrati c&

3
a\/ab+b\/5—c—+c\/55§_a4+b4+c4+g.

Catalin Cristea, Craiova

Bac
#

1.4.10 Traian Lalescu, 28-30 martie 2008, Deva
1. a) 54 se arate c4 dacd z, y € (0, 00) au produsul 1, atunci
4+ 22 +y2 > 3@ +y).
b) Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive cu abed = 1. S se arate ci

8+ (a®+b%) (P +d?) >3(a+b)(c+d).
Andrei Eckstein

b 3
2. Fie k € R fixat.S4 se determine multimea valorilor expresiei --—~—(a - b+ )
abe

: b+ k k kb
unde a, b, ¢ sunt numere reale nenule astfel tncat =2 = +b T e e !
a c

Andrei Eckstein

?

3. Fie ABCD un patrulater inscris intr-un cerc de centru O. Notim cu
Ha, Hp, He si Hp ortocentrele triunghiurilor BC D, C DA, DAB, respectiv
ABC, iar cu G4, Gp. (7 .. Gp centrele de greutate ale acestor triunghiuri.

a) Demonstrati cd patrulaterele H4HgHcHp si G4GpGcGp sunt in-
scriptibile.

b) Fie Oy si Og centrele cercurilor circumscrise patrulaterelor HyHg HoHp
$1 G4GpGoGp. Aratati ci punctele O, O¢ si Oy sunt coliniare.

Dorel Mihet



4. Fie ng € N. Aflati numarul functiilor f : N — N cu proprietatile:
Df(fn)+n)=f(n),¥neN

i) fi{ng)=1.
Dorel Mihet
Bac
#
14.11 Alexandru Myller, 11-13 aprilie 2008, Iasgi
1. Determinati numarul solutiilor ecuatiei
|z| 2007z
. {z} 2008 °
Mihail Baluna

2. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia z°® + z® + 4 = y2.

Ion Cucurezeanu

3. Fie ABC DFE un pentagon convex. Demonstrati ca

aria (ABC') s aria (CDFE)

SR ABCD S B GDE) -

Dan Ismailescu

4. Fie C;, Cy doud cercuri concentrice distincte si [AB] un diametru al cercului
C;. Considerdm doud puncte variabile M € C, N € Cy, nesituate pe dreapta
AB.

a) Aritati c3 existd si sunt unic determinate punctele P, @ situate pe dreptele
M A, respectiv M B, astfel incat N si fie mijlocul segmentului [PQ)].

b) Aratati c4 suma AP? + BQ? este constantd, unde P,Q sunt definite la
punctul a).

i ¥ : Mihai Piticari, Mihail Baluna
Bac



1.4.12 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -
Proba individuala

1. G#siti cel mai mic numar real A astfel incat pentru orice doua pétrate avand
suma ariilor egald cu 1 existd un dreptunghi de arie A in care pot fi introduse

cele doud patrate (fard ca interioarele celor doud pétrate s se suprapuna). Se
va considera ca laturile patratelor sunt paralele cu laturile dreptunghiului.

o4k

2. Fie n si k numere naturale nenule cu k < n si fie z1,..., ¢, numere reale
pozitive.

K£3

(i) S4 se arate c4 daca in < 1, atunci

=

=t + - ik —n s
z9 (23 + ... + :Bk+2) 3 (CC4 + ... +mk+3) 1 (Cvg e ST $k+1) s

n
(ii) S& se arate c4 daci H z; > 1, atunci

=L

m‘;’—i-.cg x%+:1:§ i :n?l—l—:c:f 2n
z? + kzizo+ 73 22 + kzozs + 28 U 22 Ykroe +2f T k42

Constantin Cristian Dinu
3. Fie f : [a,b] — [=1, 1] o functie cu proprietatea ci

2z + 1
b o

{(foflle)= Vz € [a,b].

54 se demonstreze ca f (a) + f (b) = 0.
Romeo Ilie, Gazeta Matematica 7-8 /1998
Bac



14.13 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -
Proba pe echipe

1. 54 se gdseasca toate solutiile reale ale sistemului

TE T P Ta =4
2 2 A SEE )
Tychk 23 Yt @y =9

1+ 28 4ok 2F = a®

unde a € R este dat.

bt

2. Fie dy,ds, ..., dy toti divizorii naturali ai numé&rului natural », astfel incat
=i cda < .. Clds=0n
S4 se determine toate numerele n pentru care k > 4 si
nedi+di+di+de

%%

Bac



Bac

1.4.14 Concursul interjudetean "Papiu Ilarian”, Targu Mures
1. Fiea, b, cnumere reale pozitive.Pentru fiecare numar natural » definim suma:

a=h® b c" ca”
B

Z o a?n+3 4 b2n+3 =3 anhn *+ an+3 4 c2n+3 b e bren o+ C2n+3 + a2n+3 + cha™

S3 se arate ca:
a)S, < Sp_1,Vn > 1;
b)Dacad abc = 1 atunciS, < 1,Vn > 1.

2. Fie ecuatiile de gradul doi: z? —az + b=0siy? — br + a = 0.

a)S4 se arate c3 existd o infinitate de perechi (a,b) de numere intregi pentru
care ambele ecuatii au radacinile intregi.

b)S4 se determine toate perechile (a,b) de numere naturale pentru care
ambele ecuatii au radécinile naturale.

3. Si se determine toate functiile f : N* — N* cu proprietatea:
fm-n) = (m, f(n)) - [0, f(m)], Vm,n € N*

(s-a notat (z,y) =c.m.m.d.c. si [z, y] =c.m.m.m.c. al numerelor z si y).

4. Intr-un cub cu muchia egald cu 1 se considerd n sfere cu suma ariilor
suprafetelor lor egald cu 32.
a)S4 se arate ¢ existd o dreaptd care taie cel putin 9 sfere.

b)Si se arate cd existd un plan care taie cel putin 11 sfere.



#
54.1 Gheorghe Dumitrescu, 27 octombrie 2007, Craiova

L (m*—m?+1) (n?—n?+1) (m*+3m2 +1) (n? + 302+ 1) =

((m2=1)" +m?) (02 = )" +02) ((m2 + 1)+ m?) (02 +1)" + 52).

Vom folosi identitatea lui Lagrange: (a®+ c2) (b2 +d?) = (ac+bd)® +
(ad — bc)®.

Astfel (m* —m? +1) (n*—n2 + 1) (m*+3m2 + 1) (n* + 30 +1) =

[((m? = 1) (n? = 1) +mn)” 2 ((m?=1)n &

2= D)m)[((m2+1) (n2+1) + mn)2 + ((M2+1)n—(n2+1)m)?
si concluzia rezultd tot din aceastd identitate.

2. a) Se efectueazi calculele si inegalitatea revine la a ardta cd ) | (% # g—) =4,
adevdrat.

b) Majordm suma din enunt prin
(1 + 244 F2o005) (22 + 25 + ... + w2006) (23 + 26 + ... + z2007) <

(:cl 4+ x9 + ... + Zagoy

3
=29 =23 =009si2;, =0,s =45, ..., 2007.

6693. Egalitatea se poate atinge pentru

3. a) Suma este 0 dacs poligonul are un numar par de laturi.

b) Fie S suma celor n vectori. Fiecare varf se proiecteazd in mijlocul unei la-
turi “opuse” corespunzitoare. Suma a doi vectori cu extremitdtile in capetele
unei laturi este un vector coliniar cu vectorul care are extremitatea in varful
opus, adicd putem scrie vy + Vg41 = QUi (nt1)/2, @ < 0. Dar atunci 25 = oS
deci § = 0.

Bac



5.4.2 Nicolae Coculescu, Ziua 1, 30 noiembrie 2007, Slatina

1. Din{kz} = {ky} = kz—ky € Zsidin {(k+ )z} = {(k+ 1)y} = kz —ky +
r—y€L=>z—yEL=x=y+t,t € Zastfel cd {nz} = {ny + nt} = {ny}.

3a® a® a® (3a® + 3b® + 3c%)
= e A e > >
26T = Zga6+6abc Zga6+2 9 T O 79516 = 1
18 3~ a3b® > 6 si ultima inegalitate rezults din inegalitatea mediilor.

> > > MB NC— b
3, PO < MBI NC=2ZTR 4 —b——AC‘larAD—- L

PQ||AC & [BM] = [C[\(/‘:]'.

4. Modul de “constructie” al partitiei este bine determinat. Fie 1 € A;. Atunci
2,3€ Ay =4,5,6,...,15€ A;.4%,...,162 — 1€ A4,,162,...,16* —1 € A;...siin
general

e {20,22, PR 9B . ol fe. otk - goNH 1},

ik {21,22 <10 ShoE o e gl 1}.

Bac
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5.4.3 Nicolae Coculescu, Ziua 2, 1 decembrie 2007, Slatina
(a2 + b2+ c?) (a+b+c) Zag(b—}—C) a® + b3+ ¢ :
1. w4 2et e gt e
% a® b5+ SR il e oy =R ein

inegalitatea triunghiului).

3 4 33
Zab(a+b) iy pSulatt )
+0 e L

|z] = 3 cAnd triunghiul este echllateral si |_:c_| = 2 fn rest.

Pe de altd partez = 1 + = 3. In concluzie

2. a) Gé#sima; = 1,b; =0, ag = 4,by = 1 i demonstrdm prin inductie c exist
ayn > b, astfel incat 4™ = ua, — b,, Vn € N*,

=y iy (an(2—|—\/a-—bn) (2+\/§) = 7a,, — 2b, + (4a, — b,;) V3.

Punema,y; = 7a, — 2b, sib,11 = 4a, — b,,.

b) (z — ‘.Zyr)2 — 3y? = 1. Este suficient si ar#tdm ci ecuatia X? — 3Y?2 = 1
are o infinitate de solutii. Dar aceasta este o ecuatie Pell cu solutia minimals
(X,Y) = (2,1) si solutia generals (X,,Y,) unde X, + ¥, ¥/3 = (2+ 3)"

un+1



Bac

Xn,Yn € Z. Se demonstreazd prin inductie cd dacd (X,,Y,) este solutie
atunci si (X, 11, Yn41) este solutie. Intr-adevir

Xot1 +Yas1V3=(2+V3)" - 2+ V3) = (24 V3) (X0 + YuB3) = 2X. +
Y, LI+ V38l Xy = 22X, K3V, 8 Y. = K. & 2. Acum
X2, ,-3Y?2 = X2 - 3Y? = 1sisolutia se incheie.

. Fie A o multime cu proprietatea din ipotezd si z; < z2 < z3 < ... elementele

sale.

< zp deci 22— = z;. Daca 7, = dz; si
(:’E]_,Scz) (931,.’82) : ; i

Ty = di, mrl,x;) = latuncizy—z; = dz; = 5 = 2, (1+d) = z, = 1 deci

z1 = dsizg = d(d + 1). Multimile A de cite 2 elemente {d,d (d + 1)} satisfac

ipoteza. S& cdutdm multimi A cu cel putin 3 elemente. Dacd (z3,d) = 1 atunci

z3—d € Adecizg—d=dsauzs—d=d(d+1). Dacdzg —d =d = z3 = 2d,
imposibil. Deci 23 = d(d + 2). Atunci CACES I y gl -hd) = 1 € A deci
d = 1 si pentru orice element z; € A reiese cd z; — 1 € A. De aici rezulta ca
toate multimile A de tipul {1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}, ... impreund cu
cele de mai sus satisfac ipoteza.

Fied = (21, z2) . Evident >

. Cu Teorema lui Menelaus obtinem

MA BC EA BC FA MB CA FB CA BD MC _
MD BD EC CD FB'ME CE FA AE DC’MF

4B €D AB-CF
~ AF DB BF EA

Atunci

> 64 deci

MA MB MC\*_ BC? — c4> = AB?
MD ME MF)  BD-CD CE-EA AF-FB

MA MB MC
MD ME MF > 8, cu egalitate cdnd M este centrul de greutate al tri-

unghiului.

54.4 Unirea, 1 februarie 2008, Focsani

1. Fie ry,ry,r, ratiile celor 3 progresii. Avem z,, = zo + nry, yn = yo + nry si

Zp =20+ nr,,Vn € N,

Dar zo+nr, = 2p, = TnyYn = ToYo+nTore+nYory+nrery = 1y = Tory+yory+
nryry, Yn € N. Deducem imediat cd r, = 0 saur, = 0.
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2. a)a =4,b = —1. Intr-adevir, sirul (n) ,on dat prin recurenta =, 9 = 4z, 1 —

Z, Cu termenii initiali zo = 2, z; = 4 are ecuatia caracteristici z2 —4z 4+ 1 = 0
. .o . n

si solutiile z; = 2 — V3,29 = 2+ V3 si temenul general z,, = (2 -+ \/§) +

(2 — @n =ar o

b) Sirul de la punctul a) este de fapt sirul (#n),cny datde z, = @™ + o~ ™. Dar

acest gir are toti termenii numere intregi. CumO0 < a ™" < 1 = {a "} = a ™.

Cum o™, a7 € R\Qsi [a”] + |a™" | +{a™} + a~" € Z concluzia se impune.

- a) Se géseste cd BA' = p—c,CA' = p—-bCB = p—a, AB = p—,

AC’ = p —b, BC' = p — a. Totul rezultd acum din teorema lui Ceva.
/

NC'  p—c .= p—-b-—3 p—c— i S
b) Se giseste R e e AN = P AB + > AL = N =
P04+ L2208 + L= 0¢

Remarca. Punctele A’, B’,C’ sunt punctele de tangents ale cercurilor ex-

- Inscrise cu laturile iar N este punctul lui Nagel. Se stie cd N are coordonatele

p—a p—>b p—c)
Fo " g

baricentrice ( ; 3

54.5 Trepte in matematicd, 16 februarie 2008, Calimanesti

Lalz=3|+|z=2|+|r—1+|z+1+|z+2|+|z+3 =|3—z|+|2—=| +

l—z|+|z+ 1+ |z+ 2| + |z + 3| > 12.

Egalitate pentru =z € [—1,1] .

b) |z| + 22 + ||z| — 1| + 6|z — 2| + |2 — 1| + 3|2z + 1

= || + |22 + [|2] — 1| + |62 + 12| + |—22 + 1| + |62 + 3]

2 |z + |z| + 15| = 15 pentru z < 0. Deci m = 15 iar egalitatea se poate atinge
pentruz € [—1, —;.12-) :

. apd =k

b) Evident 0 < z < 1. Dacd 0 < z < : nu obtinem solutii. Daci i<zl

atunci 0 = |2v/x — 2 |

Dar se verificd ugor cd 0 < x — z? < 1 Vz € [0, 1] . In concluzie z € [5,1].

. Vom ardta c8 existd o infinitate de numere intregi k astfel incat ecuatia

x? — kz + 1 = 0 s4 aiba radicini irationale. Ridacinile sunt de forma @0 =
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k+vk?—4

5 . Numirul k2 — 4 este pitrat perfect doar pentru k € {—2,2}. In

rest numarul ’ii——gg—i—% este irational.

. a) Totul rezultd din teorema lui Thales si din teorema bisectoarei.
b) Daca ZA = 90° atunci AB = AC = % Din teorema asemanarii si teorema
bisectoarei 28 = 48 — __AB__ — 1_{_1\/5 =% EB‘ = 1+lﬁ' Dacd ZA =
36° atunci AD = BD si 82 = 4D = BB _ snse _ L. - |FD| =

5—te=. Altfel, si observdm ci ED = BE = CD si in trapezul isoscel (deci
inscriptibil) BCDE cu teorema lui Ptolemeu obtinem ED - [ + BE? = EC?

iar CE = AFE, AF = % - AB efc.

Remarca. Valoarea cos 36° poate fi efectiv calculatd folosind faptul c4 cos 2 -
36° = — cos 3 - 36° si apoi utilizdnd formulele unghiului dublu si triplu.

54.6 Mathematica - modus vivendi, 22-24 februarie, Rm Vailcea

1. Este clar ¢ z > 0. Avem |z2]| + 1 > 22 5i 2 |z] < 2z deci z < 2. Obtinem

X e [1,\/5).

A BD

2. a) Din teorema bisectoarei Zg = FF = —2;“1—1%30— de unde AC = 2DC. Prin

urmare 2a = b + c.
Exprimam vectorii IG si BC in functie de AB si AC.
a+c—2b — a+b—2c
Sa+tb+e)  3a+brq
IG si BC sunt paralele dacd si numai dacd —

Astfel IG = AC'si BC = —AB+ AC. Dreptele
at+c—2b a+b—2c

3(a+b+c) - 3(a+b+c) -

2a = b + c si demonstratia se incheie.

b) Triunghiul ABC este dreptunghic in A, deci a? = b? + . Dar 4a? =
b2 + 2 4 2be, de unde 3a? = 2be.

. Rescriem inegalitatea ca

S ar F Gpi1 - \/ 1
=D ar + a

k§=:1 28 =ap —apyy ,;( § k+1) (28 — ar — apqy1)(ar + ary1)

> 9.

n n

1 (ak + ak+1)

e E = E Sl SR
3 o et ohga) (28 —ar —agy1)(ar +apy1) — e S



‘ 1 . :
Egalitatea se poate atinge pentru a; = a; = -2—8. Pentru k£ > 3 inegalitatea
este strictd.

Bac

54.7 Cezar Ivdnescu, 15 martie 2008, Targoviste

1. Din inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem
(a+bsinz)? < (a2 + b?)(1 +sin’ z)
(c+ dsiny)? < (c® + d?)(1 +sin?y)
(a+bcosz)? < (a? +b?)(1 + cos? z)
(c+ dcosz)? < (c? +d?)(1 + cos? z)
Suménd inegalitatile avem

(a+ bsinz)? + (c+dsiny)? + (a + beosz)? + (c + dcosz)?
a? + b2 + ¢2 o d?

(a® + b?)(sin? z 4 cos? ) + (2 + d?)(sin? y + cos? y)
a? + b2 ¢ c2 = d?

=

2+

este demonstrats.

= 3, si inegalitatea

1
2. Este natural sd scriem relatia functionald si pentru = Obtinem

RS il B oLSE - A
f(m)+2f(;) =52 +3:_2-+3§1f(:c)+2f($)_2m +x2+3.Dea1c1re1ese
ci f(z) = 2%+ 1.

Urmeazi c3
2007 2007 2007 2007

1 1
9 e RSt
i Zf(k) Zkg——l k=1 Z<k+l

Esd 1 feii -4 1 1 1
=1+c+z4+. -t .+ + +

73 2006 \3 ' 4 2006 ' 2007 ' 2008
8 1
~ 272007 2008
stor {10 18 [ 2
s A TS R
id-11 w2 i8
39106 |11 12

Bac



5.4.8 Gheorghe Lazir, 21-23 martie 2008, Sibiu

1. Cum a; € [0,1] rezultd c = < i
ajag +n—1 a109...0n + N —

Prin adunarea celor n inegalitdti obtinem ca
ai as i - a1 +as+...+a,

= + ...+ < :
ajag+n—1 agaz+n-—1 anpa1 +n—1 aijag...anp+n—1
ardtacia; +az+ ... + a, < a1a03...ap, + n— 1.

1 si analoagele.

Vom

Stim cd daci z,y € [0,1] = (1 —z)(1—y) 2 0sauz +y < zy + 1.

Astfel avemaj +ag + ... +ap, < ajas+ 1+as+ ... +a, +n—2 < ajagas +
l1+a4+...+a,+n—-3< ...

Repetind acest rationament de n — 1 ori vom obtine in final inegalitatea
doritd.

2. S& ludm urmétoarele multimi de doud elemente cu suma 2(a; + nr) :

{ag,a2n},{as,a2n_1}, .-, {@n,ant2}, precum gi multimile {a; } si {an+1}. Din
principiul cutiei se vede ugor c4 oricum am selecta n + 2 termeni ai progre-
siei vor exista 2 elemente care fac parte din aceeasi multime si problema se
incheie.

3. a) Evident existd un vector ¥ de modul nenul. Fie acesta 71. Atunci vy =
—
ap - v cuag € R.

Parl = E |’t7i:| = E ay|v1 + ar|v1. Unul din cei 2 termeni
1<k<n 1<k<n 1<k<n
ap <0 ar=>0

: : : £ ;
ai acestei sume este cu siguranta cel putin egal cu 5 & alegem I multimea
indicilor k respectivi.

: =4 et B =5 :
b)Fievg = zx ¢ +yx j ,unde ¢, j sunt versori.

Avem 1 = Z fo] = Z \/wkz+yk§§ Z (|zk] + |lyx]) = Z Ty

1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n

o5 zxk-l- Zyk‘l— zyk«

1<k<n 1<k<n 1<k<n
z) 20 yr <0 Y20

Cu sigurants una din cele 4 sume este cel putin egald cu § si ludm J multimea
de indici cu aceast3 proprietate. In cazul in care se realizeaza egalitatea,
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raman 3 termeni cu suma 1, deci existd o suma mai mare sau egald cu 3,
deci mai mare decat :.

. Pentru orice punct X avem ci f(X) = X'My+ MgNy + NoP' = X

unde X’ este simetricul lui X fatd de BC, P’ simetricul lui P fatd de AB si

My, Ny intersectiile dintre dreapta X' P’ si BC respectiv AB. 53 notdm acum

HY oy oY
k= = = i presupunem ci k 1. Dar atunci daci Y’
B, i -

: , _ Y i :
este simetricul lui Y fatd de BC, avem k — f_(-fﬁ = Tpr Existd punctele
S, T astfel incat S tunci H' fla ! lui Apolloniu
, I astfel inca Sp 7 pr $atunc 17 se afld pe cercul lui Apollonius core

spunzdtor diametrului ST Dar analog se arati ci G, O’ se afl3 si ele pe acest
cerc. Ins& H', G’, O’ sunt coliniare (se afld pe simetrica dreptei lui Euler fats de
BC), imposibil. Atunci & = 1 iar punctul Y este simetricul lui Y” fatd de BC,
unde Y este simetricul lui P’ fatd de d’, d’ este simetrica dreptei Euler fata
de BC iar P’ simetricul lui P fati de AB.

54.9 Sfera, 22 martie 2008, Biilesti

Partea I.

Bac
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L. Ley2iay 34 c) 5.d)

Partea a II-a.

. Fie K = AMNI1JZAIB = 90° + %AAMB = 90° + LMIJ = £JIM =

LIMK. Cum ZIMJ = 90° rezulti ¢ MK este mediana laturii I.J. Pre-
supunem prin absurd ci cele 2 cercuri nu sunt tangente. Ducem IS1AM
$i JTLAM (S,T € AM) si obtinem AISK = AJTK deci razele celor 2
cercuri sunt egale. Dar %SABC' = Saarh — SAkic = p1iT = por, unde P1,pP2
sunt semiperimetrele celor 2 triunghiuri si r raza cercurilor inscrise. Asadar
P1 = p2 si concluzia se impune.

- Din inegalitatea mediilor 3 a* + 3 =" S Rat 152 2 >

s> ala+b) > avab.
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5.4.10 Traian Lalescu, 28-30 martie 2008, Deva

1. a) Fie § = a + b. Avem de aratat ci §2 — 35 + 2 > 0 sau (S=1)(S-2)>0

adevdrat pentruca S > 2.

b) S4 punem z = ac,y = bd,z = ad,t = bc. Aplicand inegalitatea de la a)
obi;inem4—|—a:2—I—y2—1—4—]—zz+t2 >3zt+y+zti)= 3(a +b)(c+d).

b+ ke c+ ka a+ kb

.Dacda+b+c# 0= Sy A = k + 1. De aici obtinem
sistemul -
bikec=ilk+1)a a—c=k(c—>b)
ctka=((k+1)b = b—a=k(a—c) s ig = b= cgl
a+kb=(k+1)c c—b=k(b—a)
(atb+a)’ o
abce

Se arati usor cdincazula+ b+ c=0=a=b=c.

. a) Din relatia lui Sylvester obtinem cd OH4 = OB + OC +ODsi analoagele.

Observam mai departe ca

— _—  — — —— —_— — —_— — — —
OA+OB+0C+0D=0H,+0OA=0Hp+0OB=0Hc 4+0OC =OHp +
— —_— —_— o 4 > >

OD = 0Q.Din OH, + OA = 0Q = QHy = AOsi analoagele. Rezultd ca
QHy = 0OA=QHp = 0B = QHg = 0C = QHp = OD ceea ce inseamna
c4 patrulaterul Hy4Hg Hco Hp este inscriptibil.

Stim cd Ha Gs = 2G40 si analoagele de unde reiese ci patrulaterul
G 4GpGeGp are laturile paralele cu HaHgHcHp deci este inscriptibil.

b) Este clar ci O este centrul omotetiei de centru O si coeficient 2 care duce
patrulaterul G4GgGcGp in H s HpHg Hp. Aceasta omotetie duce cercul cir-
cumscris patrulaterului G4GpGcGp In cercul circumscris lui HysHgHcHp,
deci duce centrul Og in centrul O si de aici deducem coliniaritatea celor 3
puncte.

. Pentru n = ng avem f (ng+ 1) = f(ng) = 1. Pentru n = ng + 1 obtinem

f(ng + 2) = 1 si se vede ugor cd f(n) = 1, Vr = no. In continuare fie
fng—1) > 1. Pentrun = no — 1 = Fne— 1) = 1. Dach f (no.—2) = 2
atunci punem n = ng — 2 si din cele de mai sus rezultd 1 = f (ngp — 2), im-
posibil. La fel aratam cd f(n) € {0,1} dacd n < no — 1. Dar dacd m este
minim cu proprietatea ca f(m) = 1 se observa imediat cd f(n) = 1,Vn 2 m
si f(n) =0Vn <m. In concluzie sunt ng functii.



54.11 Alexandru Myller, 11-13 aprilie 2008, Iasi

Bac

1. S& observim ci z > 0. S scriem z = m + @, unde m = |z] iar a = {z},

2007 (m + «)

oI 2 . o
m € N* o € (0,1). Avem ecuatia s 2008 & 2007a + 2007Tma

2008m = 0. Daca m > 2007 atunci 2007 < 2007m (1—a)+m = 2007a? <
2007, absurd. Deci 0 < m < 2007. Ar&tdm ci pentru fiecare 0 < m < 2007
gdsim un o € (0, 1) corespunzitor. Fie f () = 2007a? + 2007ma — 2008m.
Avem A, > 0, deci ecuatia f (a) = 0 are radé&cini, iar din relatiile lui Viéte
reiese cd o rdddcind este pozitiva si cealaltd negativd. Cum f (0) = —2008m <
0 este suficient s¥ ardtdm c& f (1) > 0, ceea ce se vede imediat. Atunci ecuatia
are 2006 solutii.

. Numdrul 642° + 64z° + 256 trebuie si fie patrat perfect. S fncercdm o

incadrare a acestel expresii tip polinom intre 2 pitrate perfecte. Avem
(823 + 4x2 ) = 642°% + 64z® + 162° + 22 §i (823 + 42 —x+1)
64z° + 6425 + 8z + 922 —2:c+1 Pentru |z| > 3numérul 64° + 6425 + 256 este
cuprins intre (823 + 422 — z)° si (823 + 422 — z + 1)? deci nu poate fi patrat
perfect. Rdman de analizat posibilititile z € {—2,—1,0, 1,2} care conduc la
solutiile (z,y) € {(—2,+6),(—1,£2), (0,£2),(2,£10)}.

Remarcd. Cu toate ca cele 2 pitrate de expresii polinomiale nu sunt tocmai
ugor de gisit, este natural si ciutdm un poliom f (z) de grad 3 si coeficient
dominant 8. Apoi pentru a obtine termenul 64z° trebuie s4 addugdm in ex-
presia lui f (z) si pe 42*. Ad%ugand si pe —z (pentru a mai reduce eventual
din termenii care apar in plus) ridicim la patrat pe f (z) si obtinem ce ne
dorim.

. Fie M = ACNBD,N = BDn CE. Notdm d,,ds distantele de la B si D la

AC, d3, d4 distantele de la B si D la CE.
aria (ABC) 1 BM . aria(CDE) DN

T = 5 = i

AU S R UIDCD) 1+ % = BD ¥ ana(BODE)  BD * i
d;

BM DN

BD™ gp =™

. a) Fie d simetrica dreptei AM fatd de N. d||AM = d N BM # ¢, fie & =

dNBM. Dacd P este simetricul lui @ fati de N este clar ci P se afls pe dreapta
AM. Punctele P si Q sunt cele cdutate si sunt unic determinate (unicitatea se
demonstreazd usor).

b) 20N = - 20M + 2MN = AP + BQ = 4ON? = AP?  BQ? —constant,
deoarece AP - BQ 0, AB fiind diametru.
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54.12 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -

Bac

Proba individuala

1. S4 notdm  si y lungimile laturilor celor 2 patrate. Evident “lungimea” drep-

tunghiului este = + y iar “ldtimea” este mai mare sau egald cu max (&%) .
Dar suma ariilor celor 2 pitrate este egald cu z2 + y? = 1. Trebuie de fapt sa
gésim maximul expresiei z (z + y) in ipoteza z° 4+ y* = 1. Putem sa punem
r = cost gl y = sihi,t € [0, g] . Atunci z (z +y) = cos?t + sintcost =

s0a 2t kst Zbd i o b onld \/—+1
2 F e i (Qt_Z) 2

. (i) S4 notdm s; = z;40 + ... + Tiyi, pentru toti <.

L
2L

i

Din inegalitatea mediilor Z o ir: T >n \/ H
i+1\&it2 i+k

Dar H

si
1 n n

> —
As oo kot

7 i

Tit1

(1)

mz-{-l

&

3
—~
()
p

Din relatiile (1) si (2) obtinem inegalitatea dorita.

(k-i—l):clmg <k+1
z? + kxywo + 23 ~ k+2
(k+1)z122 A 1 ___>a:%—x1:cg+:c% 1 - z3 + z3

z3 + kz1 2= k+2 " z?+kzz 3 T ka2 2 + kz T3
1+ hkT172 + 23 o 1+ RkT1T2 + 23 =k Ty + KT1T2 + T3
T + 2o

- k+2

=1

(ii) Cum .CE% + kxiz9 + LE% > (k +2)z120 =

. Prin sumarea inegalitdtilor analoage rezultd concluzia.

. S4 observam mai intdi ci f (z) € [—1,1] apare ca argument pentru f prin

i % i Inseamni cia < —1si b > 1. Pentru z = a in relatia datd obtinem

2 1

-1 < s <1e —1<a<1. Analog —1 < b < 1. Cu necesitate a = —1
a

arh=1.

FEE) = (%“ifg) - YO peniru s = 1,21 gasim 1),

f(~1) € {~1,1}. Cum functia f este bijectivd nu putem avea f (1) = f (—1)
deci f (@) + £ (b) = £ (1) + £ (~1) = 0.



54.13 Gheorghe Titeica, 22-24 mai 2008, Drobeta Tr. Severin -

Proba pe echipe
L. Pentrun = 1saun = 2 se vede usor ca solutiile sunt z; = a respectiv
(z1,22) € {(0,a),(a,0)}.Fien > 3. Dacka = 0 = z; = 0. Dac a ]
Impartim egalitatea 7 + 3 + ... + 22 = a2 prin a? si obtinem g— + %— + et
z—Z’l = I.Tnparticular% S lgidecil = §+Z—§+...+-}§i & Z—z—i-%%—k

2
€Z T; = 5 o .
et 2 =1= = =1= 2; = g. Mai avem si solutiile z; = a si z; = 0,
a

a
Y &4l 2, .onk—{i}:
2. n este par, deci dy = 2. Cum d; = 1 rezult c3 ds si d4 au parititi diferite. S&
zicem cd d3 = 2d. Presupunem ci niA. Cum d3 = 2d, d impar, atunci d, este

impar si df + d3 +d3 + d7 = 0 (mod 4), contradictie. Deci nid sid = 2, dy = 4.
Dar atunci df + d3 + d3 + d? = 2(mod4), absurd. Deci dy — 2d3, d3 prim.
Cum d3 este divizoral luin = ds | 5,d3 = 5 sim =130

Remarca. Problema a fost propusi de Bulgaria la Olimpiada Balcanici de
Matematica desfdsurata in anul 1989 la Split.



