. Cristian Calude, Galati (enunturi, solutii)

. Centre de excelenta Moldova, Suceava (enunturi, solutii)
. Cezar Ivanescu, Targoviste (enunturi, solutii)

. Gheorghe Lazar, Sibiu (enunturi, solutii)

Grigore Moisil, Cluj Napoca (enunturi, solutii)

Alexandru Myller, Iasi (enunturi, solutii)
Papiu Ilarian, Targu Mures (enunturi, solutii)
. Traian Lalescu, Deva (enunturi, solutii)
10. Unirea, Focsani (enunturi, solutii)

1
2
3
4
5. Modus Vivendi, Valcea (enunturi, soluti)
6.
/.
8.
9

#

3.2.1 Concursul "Cristian Calude”, Galati

Bac

1. a)Fie A, B,C,D € M,(C) cu proprietatea cd X + Y = X - Y pentru orice
XY €{A,B,C,D}Sdsearatecd 2(A+ B+ C+ D) = ABCD.

2 0 0
b)FieA= |0 —1 0 |.S4serezolve, in multimea M3(R), ecuatia X" = A,
10 -2

unde n € N* fixat.

2. Fiezg =0siz; € (0,00),i € {1,2,...,n} astfel incat 3 z; = 1, unde n € N*.

il
a)Daci 0y = 0si §; = arcsin(zg + z; + - -- ;) pentru orice i € {1,2,...,n},
atunci si se demonstreze ci

cosl;_1 = /1+zo+ o+ T VBT Eip1 + " Za,

pentru oricei € {1,2,...,n}.

b)Sd se demonstreze ca

Ly

1 Eﬂ ™
£ A o
~Td+m+o+ 4T Vot T+ F2a 2

3. a)Fie numerele reale strict pozitive a, b, ¢ si sirurile (z,) >0, (¥n)n>0/ (2n)n>0

astfel incdt zp = a, yo = b, 20 = c si pentru orice numar natural n
. ZntyYn+2a Ln- + 4 g
avem recurentele z,,; = *tietim o ., = o ni‘;:'g:" o Znil =

3%n-Un-2n

e o .54 se arate cé sirurile (z,,),>0, (¥n)n>0, (zn)n>0 sunt con-
vergente si sd se calculeze limita fieciruia.

b)Fie sirul (a5 )n>1 definit astfel a_ =5 + 4t +- - - 2= .Demonstrati cd lim a, =
n n n n—>00
lim n(a, —2) = 2.
n—od



#
3.2.2 Concursul centrelor de excelenti din Moldova, Suceava

1. Fiind date matricele A, B € M3(R), s4 se dovedeasci relatia:

| det(A + iB)|? = det(A? + B?) — tr((BA — AB)*(A? + B?)).

: : 1 1
2. 54 se arate cd existd un gir de numere reale (z,,),>0 cuz, € ( St 5 Tnn Tk )

astfel ncat lim (Q:cn sin - — cos L) =2

n—oo Zn w

3. Fie f,g : [a,b] — R (0 < a < b) doud functii continue pe [a,b] si deriv-
abile pe (a, b).Daca g este strict crescdtoare atunci existi ¢ € (a, b), astfel incat

2 £ (2) 2
9@ < T < -9
4. 54 se demonstreze c4, dacd a € (0, 2v/2], atunci |Ina + a — 1] > v2a — 1].

Bac
#

3.2.3 Concursul "Cezar Ivinescu”, Targoviste

1. Fie (z,)n>1 un sir de numere reale strict pozitive astfel incat sirul y, =
n(Zp 41 —T,) este marginit.Demonstrati ¢ lim z,(z,41—2,) = Osi calculati

L0053 Sl

2. Fie A € M, (Z) astfel incat A + A* = O,,.Demonstrati ci determinatul matri-
cei [, — A? este patrat perfect, iar determinantul matricei /,, + A? este suma
de doud patrate perfecte.

3. Fiea < bsi f: [a,b] — R o functie Rolle cu proprietitile:
a)af(b) = bf(a);

b)f(x) # 0, Vz € [a,b].
Demonstrati c4 existii ¢ € (a, b) astfel incat f(c) = cf (c).

Bac



#
3.2.4 Concursul "Gheorghe Lazar”, Sibiu

1. Fie (&,)n,>1 un sir de numere reale strict pozitive astfel incét sirul y, =
n(&y 41 —T,) este marginit.Demonstrati cd lim z,(z,+1 —2z,) = 0si calculati
n—oo .

lim (1 4 3‘“;;*)2—:%

nN—oC

2. Fie A € M, (Z) astfel incat A + A* = O,.Demonstrati ci determinatul matri-
cei I,, — A? este patrat perfect, iar determinantul matricei I,, + A? este suma
- de doud pétrate perfecte.

3. Fiea < bsi f : [a,b] — R o functie Rolle cu proprietitile:
a)af(b) = bf(a)
b)f(z) # 0, Vz € [a,b].
Demonstrati c4 existd ¢ € (a, b) astfel incat f(c) = cf (c).
Bac

3.2.5 Concursul “Mathematica Modus Vivendi”, Valcea

1. Fie A, B,C € MaR.Notdmcu X = AB+BC+CA,Y = BA+CB+ACsi Z =
A? 4 B? 4 C? Aratati ca:

det(2Z — X — Y) > 3det(X = Y).

2. Fie (an)a>1 §i (by)n>1 doud progresii aritmetice cu a; > 0,r > 0 respectiv
by > 0,r; > 0.Calculati:

LA 1
lim E T
00
k1 Un ~ i

3. a)Sdsearatecd lnn! =n(lnn —y,) cu lim y, = 1.
Nn—oo
b)Fie sirurile (¢ )n>1, (1) n>1 astfel incat a,, = n" — (n!)%. Si se arate ci daca

sirul a, este marginit atunci lim n® ! = e,

nN—0o0

4. Fie A e M,(C)si A™ = (—1)™ - I, cum € N, m > 2, atunci:

n < rang(l, + A) + rang(I, + €A) + - - + rang(I, + €™ 1A) < (m - 1)n,

o O faine O
unde ¢ = cos i rhine=

Bac



3.2.6 Concursul “Grigore Moisil”, Cluj Napoca

Bac
#

. Fiea,b,c,d € (0, 00) astfel ca ad—bc > 0si matricea A =

1. Fie sirul (a,)n>1 definit prin relatia de recurents a,,.; = In(1 + i ); 81 >

0.Ardtati ca:
a) lim a, =0;
n—00
b) lim na, = 2:
n—oo
. n(na,—2) 2
) lim e = 2.

. Fie P € C[X] degrd n > 2si fie A, B € M5(C) dous matrice astfel incat

AB # BAsi P(AB) = P(BA).S4 se demonstreze ci existi o € C astfel incat
P(AB) = a- I.

a =b
—-c d
cd o matrice X' € Ms(R) este pozitivi daci are toate elementele pozitive si o
notdm cu X > 0.54 se arate ci:

. Spunem

a)Pentru orice matrice pozitivd X > 0 existd o matrice o pozitiva Y > 0 astfel
incat AY = X.

b)Existd X > 0 astfel incat AX > 0.

. Se considera functia f : (0,00) — R. Aratati ca:

a)daca f este derivabila si lim zf (z) = 1atunci lim f(z) = oc.
&L= 00 T—+00

b)dacé f este de doua ori derivabild si lim ( (@) +5f (2)+6f(z)) =l eR,
ardtati ca lim f(z) = &.

3.2.7 Concursul ”"Al. Myller”, Iasi

1. Fie A € My(R) astfel incat det(A? — I;) < 0.54 se arate ci existd o € R,

la| < 1astfel incat matricea A + aly si fie singulara.

2. Fie A,B,S € M;3(C), S fiind o matrice nesingulard astfel incadt B =

S~ AS.S4 se arate ci:
tr(B?) + 2tr(B*) = (tr(A))2.

3. Fie a > 1 un numdr real. Pentru fiecare numé natural nenul » notim prin

k(n) cel mai mic numa natural k astfel incat (n + 1)* > an*. S4 se calculeze:

lim ) :

n—oo 7l




Bac

#

4. Fie f : R — R o functie continud pe Q, cu proprietatea:

1 L
fle)< f (:c + —) , pentru orice =z € R si orice n € N*.
n

Sa se arate cd f este strict crescdtoare pe R.

3.2.8 Concursul interjudetean “Papiu Ilarian”, Targu Mures

Bac
#

1. Fie ay,as,...,a, numere naturale nenule ordonate a; < ag < ... < a,.

a)S4 se determine numarul functiilor f : {1,2,..,n} — N* cu proprietatea:
(P): f(k) < ar,Vk € {1,2,...,n}

11} Care este numarul functiilor injective cu proprietatea (P) ?

. Fie (a,)n un sir de numerele naturale , a,, > 2, Vn € N 54 se arate ca orice

numdr natural N poate fi scris in mod unic sub forma:
N=c+c-a1+cg-ai1a2+...+¢cn-a1ag-..-an
unde ¢y, ¢1, ..., ¢, sunt numere naturale cu proprietatea :

O c;<aip.t=0n-1,c,#40

. Fie a,b numere naturale nenule si d # 1, cm.m.d.c al lor. a)S4 se arate c&

existd o partitie a lui N* in doud submultimi Asi B(AUB=N*si AN B = 0)
cu proprietatea :

(P):z€A=>z+a€ Asiye B=y+beB.

b) S se arate ca dacd (A, B) este o partitie a lui N* cu proprietatea (P) atunci
pentru orice z € N* numerele z si z + d sunt ambele in A sau ambele in B.

. Pe suprafata unui poligon de arie 13 se aseaza 10 poligoane de arie 6.54 se

arate ci exist3 patru poligoane ce se suprapun dup4 o arie mai mare ca .

3.2.9 Concursul "Traian Lalescu”, Deva

1. Demonstrati cd ecuatia 7° 4+ 1 = 9% are o unicd solutie reald si precizati un

interval de lungime maxima ; care contine aceasta solutie.

2. Fie (@, )n>0 un sir de numere reale astfel incat

ga=18ka, = afza] + afa] pentru orice n € N*.



Aratati ca:
a)Existd M, p € R astfel incat a, < M - n?,V¥n > 1.
b)Existd un numar natural g astfel incét a, < SBGET -

(Se precizeaza cd [a] este partea intreagd a numarului real a).

3. Pentru fiecaren € N, n > 2, se considerd matricea A,, € M,,_,(Z),

AR e et IR S B BT
) S S e SRPEE
SRS TR SRR,

§i se noteaza cu D, determinantul acesteia.Studiati marginirea sirului %L si
convergenta sirul T%W'

4. Studiati convergentta sirului (z,),>o definit prin:

T Do 2
:cn+1=( 21) :cn+n—_2|—;—;-z—,\7’n20.

Bac

3.2.10 Concursul “Unirea”, Focgani

1. Fie A=

— D
L=R T
—_— O =

a)5d se arate cd dacad X € M3(R) astfel incat AX = XA si X2 = Oj, atunci
A ==,

b)S4 se arate ci dacd X € M;3(R) si n este un numir natural nenul astfel
incdt AX = XA si X" = O3, atunci X = O;.

27 e
cos &= —sin =X e
2. Fie matricele A = » 51 B= :
, % (sin I o5 2E ) (0 —1)

a)S4 se arate cid BA = A*B.

b)Sa se determine numarul matricelor C € M,(C) care pot fi reprezentate
subformaC=X;-Xp----- Xn,n€N*si X; € {A, B}, pentrui = 1 n.



3. Fie (z,)nen $i (yn)nenw doud siruri de numere reale avand urmaétoarele pro-
prietati: i)existd M, My € (0, o0) astfel incét |z,,| < M si |y,| < M3, Vn € N.
ii) lim I:I:n -+ ynl = M, + M.

n—o00
S se arate c3 existd un sir de numere naturale (n; )y strict crescétor astfel
incat klggo Yo Zn, = M1 Mo,

4. Calculati

1

) ,unde n € N*.

(2.’: _}_22z++2nm

n

lim

L=

Bac
#

7.2.1 Concursul “"Cristian Calude”, Galati
1. a) ABCD = (AB)(CD) = (A + B)(C + D) = AC+ BC + AD + BD =
A+ CEBLCIALDIBY D=2A+ B+ C+D)

b)Fie X € M, (R) solutie a ecuatiei date.Din conditia AX = XA deducem
x 0.0

cd X trebuie sa fie de forma X = 0 wu 0|].Se aratd prin inductie
e 09

™ 0 O

X" = 0 u® 0 |.Din ecuatia dat§ obtinem z = ¥/2, u = —1

-z 0

(conditie care impune n s fie impar) si c = /3.

2. a)cosf;_, = V1-=sin?8;_; = V1i—(zo+z1+ - -zi_1)2
VIitzo+o - zmig/1-(1—zi— 21 — - — o)
Vi+zo+-zii/zi + -z,

b)Pentru fiecare ¢ € {1,2...,n} avem

1
Vitzo+---ziavVzi+-zn < 5(1+$0+$1+---$n)=1

de aici avem 4 > z;Insuménd aceste inegalitaati
\/1+=B0+---:c-s—1 Ti+ T

obtinem inegalitatea din stinga.

se



Pentru inegalitatea din dreapta avem urmitoarele:decarece x; = sin#; —
sin ;_;.Astfel inegalitatea de demonstrat devine:

| E_isin&,-wsinﬁ,;_l rr
i—1 0089,'_.1 i

: : R g T =
Dar siné; — sinf;_; = 2003% -sin =% < (0; — 0;_1) cos0;_;.De aici

n
rezultici F < Z(Gi —0;i_1) =0, -6y =7%.

=1

3. a)Din inegalitatea mediilor rezults imediat cd z,, > yn, > zn, Vn > 1. Mai
mult z,.1 — z, = M{%ﬂ <0 Sy Sy Yl

o = 22uynzu~—22(wn+yn)
T Wl ealte e i il 0 = 2,.1 2 z,,Vn > 1. Deoarece
girurile z,, si y, sunt monotone si marginite rezultd cd sun convergente.

Tp — 2p = mn—1+yn3—1+2n—1 - —<- 2mn_1+23ﬂ,.._1—-3zn < 2zn_1+2n_1—32n_1 =

2(2n—1 — 2n—1).De aici rezultd inductiv ci z, — y, < (2)" (zo — 20).Rezults

cd lim z, = lim 2, = L.Din criteriul clestelui rezulti de asemenea ci
n—oo n—oo

lim z, = L.Din relatiile de recurentd obtinem c& z,, 1 1¥n112n+1 = TnYnzn,
n—oo

Vn > 0.Deci z,yn2n = Zoyo0z0. = L = Toyozo.
b)Fie n > 6.Deocarece C* > C3, k = 3, n — 3 rezulta:

1_{_1+1+1< <1+1+1+1+1+1+n_5
SRR e S il e B S B R T R

De aici aplicdnd criteriul clestelui rezults concluzia.

Bac
#

7.2.2 Concursul centrelor de excelentd din Moldova, Suceava

1. Dacd C,D € M3(C) atunci are loc relatia det(C + XD) = detC + oX +
tr(D*C) X2 +(det D) X3 cu a € C, atunci det(C+ D) +det(C— D) = 2(det C+
tr(D*C)). In contextul enuntului A, B € M3(R),

|det(A + iB)|? = det(A + iB) - det(A + iB) = det(A + iB) - det(A — iB) =

det(A%+B%+i(BA—AB)) € R, deaici rezultd c& det(A%+ B?+i(BA—AB)) =
det(A%2 + B?2 — i(BA+ AB)) =

2| det(A+iB)|? = det(A%+ B?+i(BA— AB)) +det(A?+ B> —i(BA+ AB)) =

= 2(det(A® + B?) +tr (i(BA— AB)*(A? + B?))). Dar deoarece pentru
orice U € M3(R) avem (iU)* = —U* concluzia rezulti.



Bac
#

2. Fie f : (0,00) — R, f(z) = z? - sin L care este continu si derivabila pe (0, 00)

z
cos 1.Considerdm sirurile (an)n>0 $i (bn)n>0, unde a, =
‘ m.Cum functia f este continui pe [a,, b,] si derivabila
pe (an,b,) putem aplica teorema lui Lagrange.Atunci existd z, € (an,by)
astfel incat f (z,,) = £n)=flen) Cy aceastd scriere ajungem la lim f'(z,) =
m—00

bpn—an
lim {Ca)—flan) _ 2,

n—oo

&=
z

cu f (z) = 2zsin

1 kg
St §1bn =

bp—an ™

. Considerdm functia F' : [a,] — R cu F(z) = (g(z) — g(z))(g(b) —

g(z))ef®) Deoarece F(a) = F(b), din teorema lui Rolle deducem ci existd

2 ’ : S al(b) i
ufl c € (a,b) astfel Incat F' (c) =0 & %;-(%l = GO Gy Inegalitatea

_,i_lﬁ (z) P s e Eg ~ care e echivalentd cu g(a) < g(b) care este evident adevératd.

Pe de alt4 parte, inegalitatea i ; Eg
este evident adevirata.

< sy echivalentd cu g(b) > g(a) care

. Fie f : (0,22 — R, f(z) = (Inz + z — 1)? — 2(z — 1)%2.Avem f (z) =

2 (’“""’*22“””‘“ w*‘”z).Studiin comportamentul functiei ¢ : (0,2v2] — R,

@

g(z) = Inz + 2z — 1 + zlnz — 22 se poate stabili semnul ei, care corespunde
cu semnul functiei f si se constati ci f (z) < Odaciz < 1si f (z) > 0daci
z>1.= f(z) >0,Vz € (0,2V2].

7.2.3 Concursul "Cezar Ivanescu”, Targoviste

Bac

1. Fie (z,)n>1 un sir de numere reale strict pozitive astfel incat sirul y, =

n(Zn4+1 —,) este mirginit.Demonstrati cd lim z,(z,4+1—2,) = 0sicalculati
n—oo

lim (14 22) 55

n—00

. Fie A € M,(Z) astfel incat A + A = O,,.Demonstrati ci determinatul matri-

cei I, — A? este pdtrat perfect, iar determinantul matricei I,, + A? este suma
de doua pitrate perfecte.

. Fiea < bsi f: [a,b] — R o functie Rolle cu proprietitile:

a)af(b) = bf(a)
b)f(z) # 0, Vz € [a, b].
Demonsfra;i cd existii ¢ € (a, b) astfel incat f(c) = cf (c).



724 Concursul "Gheorghe Lazir”, Sibiu
1. A* = A+1, = A*— A2+ 1, = A+, = A*Dar A~ A%+ 1, = (4% - LI,)%+

/ 2
(@In) . In continuare voi demnstra urmitoarea lema: Daci A, B e M,(R)
comuti (i.e.AB = BA) atunci det(4% 4+ B?) > 0

Demonstratie: A + B> = (A+i-B)(A—i-B)=
det(A2 + B?) = det((A+i- B)(A—i- B)) = det(A+i- BY(AT 7 B) =

=det(A+i-B)-det(A+1i- B) =|det(A+i- B)|? > 0. Conform acestei leme
rezultd cd det(A* — A2 +I,) > 0 = det A* > 0 = det A > 0. Dar din relatia
A(A? - I,) = I, rezults ci det A # 0.

* O altd demonstratie pentru aceastd problemd s-ar putea face folosind
urmétoarea idee: Polinomul X* — X — 1 nu are ridécini in intervalul (—oo, 0],
deci valorile proprii ale matricei A sunt ori complexe ori sunt strict pozitive
in cazul in care sunt reale.Deoarece polinomul caracteristic al matricei A4 are
coeficienti reali rezulta ca daci existd valori proprii complexe atunci acestea
trebuie sa fie complex conjugate doua cate doud.Cu aceste observatii putem

scrie
n—2p

det A = ﬁ)\k-/\_k H LT
k=1 k=1

, unde )\ si \; sunt valorile proprii complexe, iar z; sunt valorile proprii
reale ale matricei A.Astfel este evident ci det A > 0 deoarece M\ > 0 si
o >0

n -
2. Voi ardta prin inductie cd (1 /Fﬁ)g(m) = ;ﬂ-, Yn € N. Dupd verifi-
care si dupd ce se foloseste ipoteza de inductie este suficient sd f;ﬁtém
2 n
& 6(n + 32 < (n+ (n + 3" & 6283 < (1+ m) Dar
(n+2)(n+3)"*! > €%, Vn € Nsi 62+3 < e, Vn > 3. Ciazurile n=0,1,2se
verificd de mana. Astfel avema, <1+ 111 + % P K

3. a)Folosind scrierea aj = S — Sx—1, Yk > 2 avem:

. a1+2a3+ -+ na, —(S1+ 82+ -+ Sn_1) +nSn _
lim = lim £

n—o0 n =00 n

= v - S14+82+-Sn_1 __
lim (8, — SitS2t9a-1) Par din lema lui Stolz avem lim : e
n—o0 1 L 72— 00

lim S, de aici rezultd concluzia dorita.

n—r 00




b)

= by +2a0 4 - ckag - 1 z 1 1
i DL L el L SRR T, e
; Kkt 1) alkglk(k+1)+ “2kz=2 e g kZ:;k(k+1)

n n 1 n 1
=ay (n+1—1+1)+2a2(n+1—1+2)+ -+nan(;”—+—1——1+;)ﬂ

ay + 2ag + - --nay
n +1

Trecand la limitX se obtine concluzia dorit.

+ (a1 + 2a2 + - - - nay).

4. Fie functia g : [a,b] — R, g(z) = 1= In £=2 si h(z) = g(z) - fx)-
Deoarece f este mirginitd (din teorema lui Weierstrass) rezultd

{ al:im g(z) = —oc0 { lim h(z) = —c0

limbg(m) = +00 limb hiz) =

Din continuitatea lui h rezults ci existd un ¢ € (a, b) astfel incat h(c) = 0, ceea
ce trebuia arétat.

Bac
#

7.2.5 Concursul "Mathematica Modus Vivendi”, Vilcea

1. Fie w o r4dcini de ordin trei a unitatii, diferitd de 1. Notim M = (A — B) +
w(B=C)+w*(C—A)si N = (A—- B) +w?(B—C) +w(C — A). Astfel avem

det(MN) = det(NM) = det(M) - det M = |det M|? > 0. S4 observim c
MN = Uw?V + 0T i NM = U + wV + w?T, unde

=(A-B)P+(B-0C)*+(C-A)?=2Z-X-Y
V=(A-B)B-C)+(B-C)(C-A)+(C-A(A-B)=2X-Y-2Z
T'=(B-C)A-B)+(C-A)B-C)+(A-B)(C-A)=2Y - X - Z.
Dar det

(MN + NM) + det(MN — NM) = 2det(MN) + det(NM) > 0, deci
det(MN + NM) + det(MN — NM) > 0, echivalent cu

det(2U + (w? + w)(V + T)) + det((w? — w)(V = T)) > 0, echivalent cu
det(2U — (V + T')) > 3det(V — T') de unde rezulti si concluzia.



Bac

E I < 1

s [] i b — ]
an+'a% a—n+a—ﬁ an+g‘3‘;

Prin insumare rezult3

3

n 1 n

o F TS o
i Qn k=1""" Qn L bn

Dar lim —2,— = lim —%;— = 1l gj concluzia este imediati din criteriul
n—o0 0n+;?; n—oo a'n+];']: F %

clestelui.

- a) Yn = nlnn;lnn!.
. (n+1) In(n+1)~In(n+1)!—nlnn+lnn! _ . I s :
Dar lim , = lim In(1+3)" = 1Din lema

lui Stolz rezulti ci nlim = 1

nln n+ln(1—%¥t—) e
In n! =

b)Din relatia dats deducem ci z, = Br=an) 5 _

( a ) In n!
nlnn—In(1l-2% o
A1) de aici avem

(Tn — 1)Inn = tf-'.’;;lf: +ymete— In(1- %) = lim (z, — )Inn =1,
n n n MN=—00

iar de aici rezulti ci lim n®*~! =e.
n—0oo

4. Se arati ca are loc egalitatea

m~—1
1 (X +éY) = xm = (~y)m
k=0

pentru orice X,Y € M,(C) cu XY = Y X .Folosind acest rezultat avem:

T (I + €6 4) = I, — (=1)™A™ = 0.
k=0

De aici si din inegalitatea lui Sylvester

rang(A1As- -+ Ay) > rangA; + rangAs + - - - + rangA,, — (m— 1)n

se obtine
m—1
0 = rang ( H (In + ekA)) >
k=0
> rang(I, + A) + rang(I, + €A) + - - + rang(I, + €* 1 A) — (m — I)n

de unde rezultd inegalitatea din dreapta. Pentru inegalitatea din stdnga vom

m-—1

folosi faptul ci suma rangurilor este mai mare decét rangul sumei. Zo (In +
k=

A =ml,+(1+e+e+---+€em 1) A = ml,.Dar rang(ml,) = nsi deaici
rezultd concluzia dorita.
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7.2.6 Concursul "Grigore Moisil”, Cluj Napoca

1. a) Din inegalitatea In(1 + z) < =z, Vz > 0 deducem cd sirul z, este
descrescdtor.Decarece z, > 0, Vn > 1 rezultd cad sirul dat este conver-
gent.Trecand la limita relatia de recurentd deducem cd lim a, =0.

n—oo

. . . . 1 23

b) lim na, = lim —?— = lim —1@ = lim Fﬂt =
n—oo n—00 ayn n—0o0 a, 1y en n—oC In(i+an an

. zIn(l+4+2) __ 1 x2 e
lim Ry = I Ry = 2

c) Limita cerutd este egald cu:

i i (I 2 : | 2
im —[(n—-—)=2lim —({n——1}=
n—oo INN O n—oco INN an

folosind lema lui Stolz in continuare obtinem:

2 2
2 1i a(1-ghead)
= 1m
n—oo In (1 + %)n n—oo Qn Un+10n

NGp Gpilln — 26n + 2ap41

anln(l +ay) — 2a, +2In(l +a,)
n an

4lim:z:ln(1+:1:)—2:"1:-!-21n(1—|~.a\9)=4'l :

z—0 b 5 6 3

2. Din teorema Cayley-Hamilton avem (AB)? = aAB + bl si (BA)? = a BA +
bly, unde a = tr(AB) = tr(BA) sib = —det(AB) = — det(BA).Indictiv
se aratd ca (AB)k = apAB + bil, si (BA)k = arBA + biI,.Din aceasti
observatie rezultd c& P(AB) = aAB + B, si P(BA) = aAB + BI,.Din
P(AB) = P(BA) rezulti cd o(AB — BA) = O,,dar AB # BA = o = 0,
deci P(AB) = P(BA) = B1,.

]

este echivalent3 cu ( s apn ) = (a '8). Deoarece sistemul

3. a) Fie X = (: /3) §iY = (z i{) unde a,3,v,6 > 0.Ecuatia AY = X

—czx+dz —cy+dt v o
ar — bz =«
ay—bt=p foRe: % =¥ :
are solutii strict pozitive concluzia rezulti.
—cx +dz =4
—cy+dt=2§

b) Reiese imediat din a).

4. a)Din ipoteza stim c& ml—l—-nolo z- f (z) = 1 ceea ce se poate rescrieca lim Iin,%% =

1, de aici rezulté din regula lui L'Hospital c lim {Jﬂ = 1, de unde rezulta

nx
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imediat cd lim f(z) =

b) Deoarece f”(z) + 5§ (z) +6f(z) = 2CF @+67@) 1015 din regula lui

(%)

L'Hospital ca | = lim ( f”(:c) +5f () + 6f(x)) = Jim (2 f(z) +6f(z)) =
lim (f'(2) + 3f(z)) = . Dar din f'(z) + 3f(z) = —(Tf)ﬁl rezults, tot din
regula lui L’'Hospital ci % = lim ( f (z)+3f(z)) = Jim 3f(z), de unde avem
Sy

7.2.7 Concursul "Al. Myller”, Iasi

Bac

1. Fie functia f : R — R, f(z) = det(A — zI), functie continu (deoarece

este functie polinomiald). Relatia din ipotezd devine f(1)f(-1) < 0. Din
proprietatea lui Darboux rezultd cX existd o € (—1, 1) astfel incat f(a) =0

2. det(A—zl) = det(S~!)-det(A—=zI)-det(S) = det(S~1AS—zI) = det(B—=z1)

Deci matricele A,B au aceleasi valori proprii:a, b, ¢ € C. Dar tindnd cont de

faptul ca tr(B?) = Y a?,tr(B*) = Y ab iar tr(4) = (3 a)? concluzia este
imediatd.

. (n 4+ D)F® > ank®) = k(n) > -——(‘1“—:1-5 Deoarece k(n) trebuie sj fie cel

mai mic numdr natural care satisface” aceasti inegalitate, rezulty dubla
inegalitate: 1 + [—(‘T“ii,—)] > k(n) > E'(l'1nT-a_f) Impértind la n si trecand la
limitd deducem lim J—)- =Ina.

n—0o0

Prin inductie se poate ardta cd f(z) < f(1 + £) pentru orice k, » numere
naturale nenule. Adica (x)f(z) < f(z + r),Vz € R,Vr € Q, relatie din care
rezultd cd f este strict crescitoare pe Q. Fie z un numir real si fiea € Q,a > =
sia € R —Q,a = a — z. Deoarece multimea numerelor rationale este dens
in multimea numerelor reale rezult3 ci existd un sir de numere rationale
strict pozitive r, — a. Din relatia (*) avem f(z) < f(z + r,) si trecdnd la
limitd obtinem: f(z) < nlLIEO Hz+7ry,) = tll_Ig f(t) = f(a), deci f(z) < f(a)
Vz € R,Va € Q cu proprietatea cd z < a. In mod analog, folosind relatia
flz—7) < f(z),Vz € R,Vr € Q, se obtine f(a) < f(x) unde a < z, z real
§i a rational. Acestea impreuna cu faptul ci f este strict crescitoare pe Q@
rezolvd problema.
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7.2.8 Concursul interjudetean “Papiu Ilarian”, Tirgu Mures

1. a)f(1}e{l,2, 561} f(2) € {1,2,....,850.2, Flny e {1,2,...,a,}, rezulti ci
numdrul cdutat este egal cu ajas - - - an.

b)Din f(1) < a1, f(2) < ag,..., f(k) < ar §i f(1), £(2),..., f(k) distincte rezults
cd dacd existd k = 1,n astfel incét a; < k atunci numérul functiilor este 0.

Fie deci ax > k, k = 1,7 si notez cu F, multimea functiilor injective si
cu Fp = {f : {1,2...,k} > N*|f(i) < a;},# = 1,k.Dacd f € F, atunci
fi{1,2,...n—1} € Fn_1 sireciproc: o functie f € F,_; se prelungeste la o functie
f € Fy, definind valoarea f(n) € {1,2,...,an,} — Im(F,_;) care se poate face
in (an — (n — 1)) moduri.Am obtinut relatia | F,|(a,, + 1 — n)|F,_1|, de unde

n

rezultd |F,,| = [] (ax + 1 — k).
k=1

2. Vom demonstra prin inductie dupd N € N.
Pentru N = lavemn =0sicy = 1.

Cel mai mare numdr natural care poate fi scris folosind n coeficienti este:
(@a1—1)+(ag—1)(a1)+(az—1)araz+: +(an—1—1)aras - a, = ajas - -a,—1

Notam cu a,, = ajag-+-ay,
Dacd N € [an, an+1) partitiondm intervalul astfel:

[an, 20m) U 200, 3a,) U« -+ U [(@nt1 — 1)an, anr1ay) si N se afld in unul din
intervalele partitiei: N € [can, (c + 1)a,).Scriem pe N = ca, + N ', unde
N' < on8ic < an1.Alegem ¢, = csi pentru N' putem aplica ipoteza de
inductie.

!

N =cp+cra1+---cp_1a1a2 - an_1 = N =co+c1a; + - ~cpaiag -+ - an.

3. aQ)ludim A = {dnjne N*}siB=N*- A
Pentruz =dn € Aavemz+a=x+day =dn+a1) € A

Pentruy = dn+rcur € {1,2,...,d- 1}, avemy + b = dn+r 4+ db; =
d(n+ b)) +r € B.

b)Daca prin absurd existd z € N* astfel ca z € Asgi z + d € B (sau invers)
atunci pentru unici m,n € N*, din ipotezd avem z+ na € Asi (2 +d) +mb €
B.Deoarece d = (a, b) existd a, 8 € Z astfel incit d = aa + Gb.
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Dacd o > 0si B < O atunci alegem n = agsim = —fsi atunci z + na =
z+d + mb € AN B, contradictie.

Dacd a < O0si f > O exists £k € N* astfel ca a + k8 > 0 si atunci
d = (kb+ a)a + (8 — ka)b si pentru n = kS + asi m = ka — § avem
z+mna = z+d+ mb € AN B, contradictie.

. Notez cu Py, k = 1,10 cele 10 poligoane si I; = U o da = UH(F NPy,

i#]
10
19 5% U (P, N Pj Y Pg ) eilto & n ¥,
i<j<k k=1
10 10
Avem relatia ) S(P) = Y S(Ix)
k=1 k=1
Evident LoCIlyC---C1I,deci S(I1) 2 S(I3) > - -+ > S(I10)-Astfel avem:
z S(Pk) < 3S(Il)+7S(I4) & 60< 3- 13+7S I4) =p S(4) > 3.Dar avem 010

mtersec’gu de céte patru poligoane.Deci existd o intersectie cu aria mai mica

7.29 Concursul “Traian Lalescu”, Deva

1. Ecuatia este echivalents cu (§)" + (3)° = 1 = OFie functia f : R — R,

fle) = (§)" + (4)7 - L.Evident functia este strict descrescitoare, deci

injectivd.Deoarece f (1) f(1) < 0 rezult4, datorita continuitatii c4 are solutie
tn intervalul (3, 1) si datoritd injectivitatii aceasta este chiar unica.

. a)Vom ar#ta prin inductie c4 pentru M > 2 i p solutia ecuatiei (§)” + @) =

1 are loc relatia cerutd. Pentru n = 1i n = 2 evident.Acum presupunem cd
p(1),p(2), ..., p(n — 1) sunt adevirate, unde p(n) : a, < M - n?,Vn 2 1.Dorim
si artdm ci p(n) este adevaratd. Dar an = a[1a) +4[4) <M[2]P+M [2]7 <

M (22)” + M (%)" = MnP Ceea ce trebuia arétat.

by < —# Dar din problema 1 avem p < 1, deci nlLIIgo == = 0, deci §i
lim & =0, de unde rezultd concluzia doritd.

n—o0



Bac
#

3. Pentru sirul D, avem relatia de recurentd D, = nD,_1+(n—1),, Dy =3 =

o ey -?I;De aici deducem c& %‘» =14 % + % + - %, deci sirul este

n! (n—1)!

nemadrginit superior.

n
. >+
2, Y — b De aici rezulti conform lemei lui Stolz lim ":il =
{(n¥l)l T " e
. 1 337
e

. Fie girul y, = a:.'.12"(-1)l@2——12 .Cu aceasti notatie relatia de recurentd din

n(n—1
ipotez3 devine: yni11 = yn = 2n(n + 1)(—-1)“(‘2_l =

- = i k(k—1
lymsa] =l + 3Gk + (DT < ol + 1k + KD T
k=1 k=1

o lgisloh n(‘n2-l-1) + n(n+123(2n+1) —n9t P(n) De aici avem: |z,| < %(ng)_ e .

7.2.10 Concursul "Unirea”, Focsani

R S
l.a)Dacd X = | £ ¢ Z | atuncidin AX = XA rezult¥
xff y” zlf
P50 2
X=1]0y o =
2 g
pt Lt § 202
X2=1"0 g% .0 |DinX? = 0y 2 guz =y =0 ded
2z 0 z% 422
X = Os.

b) Fie m € N astfel incat 2"~! < n < 2™ Evident A" = 0 rezulti
T — 2 e — rn—
(X 2 1) = 0sicum X¥" 7’4 = AX?""" rezults din punctul anterior c4

X = 0.Asadar este suficient s ardtim ci din AX = XAsi X?" =0 =
X = 0, rezultat care se poate demonstra prin inductie dupa m.

. a)calcul direct.

b)S4 observdm cd A°> = B? = I3, mai mult din punctul anterior avem
BA = A'B.De aici rezultd c& C = X;X3---X,, va fiegal cu C = A‘BY
cul <4 <580 < 57 < 2, dacd vom inlocui intotdeauna pe BA cu
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A*B.Deci numdrul matricelor C este cel mult egal cu 10.Cum matricele
I3, A, A%, A%, A* sunt distincte si au determinanutul egal cu 1, iar matricele
B,AB,A’B, A*B, A*B sunt de asemenea distincte si au determinantul egal
cu —1, rezultd cd numarul cerut este 10. '

Deoarece sirul (z,),>0 este mirginit, rezultd din lema lui Cesaro c# exist4
un sir de numere naturale (k,),>o astfel incat subsirul = k, este convergent la
l; Mai mult, deoarece sirul (¥, )Jn>0 este mérginit rezultd din lema lui Cesaro
cd existd sirul de numere natural (n,),>0 astfel incat Ykn, S fie convergent la
l>.Notez sirul @, = k, .Astfel avem Lo, —* b1 §i Yo, — lg Evident |{;| < M,
si Ilgl < M,.Astfel avem M) + M; = Ill o lgl <, Illl e Ilg] M+ My =
|l| = M si |ls] = M5.De unde rezulti concluzia.

. Notezcu L, = £2T'"1)“2%'nl)*“'"mm_ll.Evident cd lin}) L, = 0.Astfel putem

scrie limita ceruts ca:

11m(1+L )z = llm(1+L )1’15:' ¥ = lim e'&.

z—0

Folosind limita fundamentald lim 212(;)_1 = In2 putem deduce ci

u(z)—0
n<41

lim £z = In 2% .Deci limita cautatX este egali cu 27 .

rT—>



