Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasaa IV a

1) a)9-(4:2+10)-2=106 (2p)
b) 9-(4:2+10-2)=90 (2p)
0) (9-4):(2+10)-2=1 (3p)
Total : 7p
2) 0 2 stilouri §i 2 carti costd 100 — 40 = 60 de lei, deci un stilou si o carte (2p)
costa 30 de lei
o folosind a doua conditie din ipotezd, deducem cd un stilou costa 10 lei, (2p)
deci o carte costa 20 de lei
o cu 50 de lei putem cumpara: 1 stilou si 2 cérti, sau 3 stilouri si o carte (3p)
Total : 7p
3) daca numerele cautate sunt a,b,c,d,e , avem : (2p)
a-x=7,b—x=8c—x=13,d—x=17,e—x=24
o deducem 2009 —5x = 69 (2p)
O se ajunge la x =388 (lp)
o numerele cdutate sunt : 395, 396, 401, 405 si 412 (2p)
Total : 7p
4) o Elena are 30 de ani (3p)
o Ciprian are 7 ani (2p)
0 Cel mai mic este Andrei si are 2 ani. (2p)

Total :




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: ClasaaV a

1. aUn numadr convenabil este de forma 4k +1,k e N; din 29 <4k+1<290, (2p)
deducem ca: 8<k <72
0 Suma ceruta este astfel egald cu :

S=(4-8+1)+(4-941)+..+(4-72+1)=4-8+9+...+72) + 65 (2p)
o Se ajunge, intr-un fel sau altul ( dar explicit !) la S =10465 (3p)
Total: p
2. a) 290 este multiplu de 2 si de 5, deci termenii sumei se pot grupa cate doi (1p)
sau cate 5
oGrupand termenii sumei cte doi avem a este multiplu de 3 (1p)
O grupand termenii cate cinci, avem ca a este multiplu de 31 (1p)
O imediat se obtine ca a este divizibil cu 93 (1p)
b) orice patrat perfect este de forma 4k sau 4k +1, pe cand numarul a este
de forma 4k + 2 ( incepand cu al doilea termen, toti sunt multiplii de 4) (3p)

saw: a=2+2"+2>+...42" conduce la 2a=2*+2° +..+27° +2%' de
unde 2a—a=a=2""-2=2(2"" —1) este divizibil cu 2, dar nu si cu 4 (al

doilea factor este impar)

Total: 7p

3. a) se arata imediat ca numarul 6 devine, printr-o transformare bund , 29; (3p)
b) dacd ar exista un astfel de numar » , am avea 3n +4 =2009, imposibil in
N, sau 4n+5=2009, deasemenea imposibil in numere naturale; rispunsul | ( 2p)
este deci negativ

c) 5-[4-(3n+4)+5]+6=2031 conduce imediat la n =232 (2p)
Total: p
4. odaca ¢<7,atunci a+b+c+2=27 , care nu este patrat perfect, asadar (3p)

c=8sauc=9
odacd c=8,avem a+b=17,deunde a=8,b=9saua=9,b=8;

A { y 51 208 anti 2
analizand aceste cazuri,avem ca numarul 898 satisface enuntul ( suma (2p)

cifrelor lui 898 +2 =900 este 9, deci patrat perfect, iar produsul cifrelor
acestui numar este 576, deci cifrele sunt numere consecutive)

o pentru ¢ =9, se ajunge la fel, la numarul ﬁ( verificarea conditiilor din | ( 2p)
enunt este, din nou, esentiald ! )

Total: Tp




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasa a VI a

1. Dacd x < y <z <t <u sunt masurile unghiurilor, avem (3p)
izy:Z:t:u:36O 272,neN
n n+l n+2 n+3 n+4 5S5n+10 n+2
o din 7 _ 8 se ajunge la n=7 (2p)
n+2 n+4
0 in final se obtine x =56’ (2p)
total 7p
2. a)intr-un fel sau altul, se ajunge la AE =18cm ; (4p)
b) HC =7cm sideci AHCF = AGDE (2p)
asadar se ajunge la FH = EG (1p)
total 7p
3. dacd al saselea clasat primeste x lei, iar cel situat pe locul 5 primeste y > x
lei, cel de pe locul 4 primeste x + y lei, cel de pe locul 3 primeste x+2y (3p)
lei, cel de pe locul 2 primeste 2x + 3y, iar castigatorul primeste 3x+5y lei.
o din 3x+5y =260, deducem ca x este multiplu de 5 si, conform enuntului, (1p)
avem x>26, deci x € {30,35,40,...}
odin x<y=5x<5y=3x+5x<3x+5y =260, deci 8x <260 = x <33,
asadar x =30 ( ép)
o imediat se ajunge la y =34 si suma cerutd S =8x+12y =648 de lei (2p)
total 7p
4. dupa o operatie, din numerele a,b,c,d cusuma a+b+c+d,seajungela | (2p)
patru numere cu suma a+b+c+d+2
o dupa n operatii pe tabla vor fi scrise patru numere cu suma egala cu
a+b+c+d+2n (2p)
O in cazul nostru, plecand de la 2, 0, 0, 9, pe tabld vom avea patru numere cu
suma egald cu 11+ 2n, care este un numar impar, pe cand suma a patru numere (3p)

egale este egald cu 4m , adica un numar par

total

7p




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasa a VIl a

2 ¥y -1 VI A " (3p)
1. o0 x(y+2)=y —1conducela x= 5 ( se studiazd si ce se intdmpla
v+
« . 3
daca y=-2!),apoi x=y-2+——
y+2
odin (y+2)/3, ajungem la y e {-5,-3,-1,1} (2p)
0 (x,p) € {(-8,-5),(-8,-3),(0,~1),(0,1)} , verificare. (2p)
Total 7p
2. oEgalitatea din enunt conduce la (a —2b)- V3=2c-b (2p)
Daca a # 2b , atunci V3= 2 _Z €Q, fals, asadar a =2b,b=2c (2p)
. . .1 1 1 17
Inegalitatea din enunt devine — +—+—=—-—2>1, de unde
4c 2¢ ¢ c 4 (3p)
c=1b=2,a=4.
Total 7p
3. o unghiurile £4BE si KHCE au acelasi complement : XBAC (2p)
0 ABEA=ACEH (2p)
o se deduce AE = EH , deci triunghiul AHEA este isoscel, de unde
m(£LCAD) =45°, asadar ADCA este dreptunghic isoscel ( Z—P)
0 m(LACB) = 45° (1p)
Total 7p
4. 0 Consideram P e(A4B),0 e (BC)astfel incat CP//MK,DQ//NL; (2p)
deducem cd CMKP,DQLN sunt paralelograme
o Cum astfel s-a obtinut KP =CM,LQ = DN , avem
2=AK+LC+CM +NA=AK + LO+CQ+CM + NA= (2p)
=AK +KP+ DN+ NA+CQ=AP+ AD+CQ=2-PB+CQ
o Asadar PB=CQ = ADQC = ACPB (1p)
o m(£0DC) = m(£PCB)=90° —m(£PCD), adicd (2p)
DQ1CP= MK L LN
Total 7p




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasa a VIII a

1. a)se ajunge imediatla a +b=2(p* +q), care este numir par (4p)
b) O se aratd imediat ca p® < p* +q<(p+1)°, deci y/p* +q £Q (2p)
0 a=2p>+q+2pyp’ +q ¢R\Q, justificare completd. (1p)
total 7p
2. a) se justifica, intr-un fel sau altul ( corect), cd n=1 (3p)
b) se ajunge la (2’"—1)(2’" —m)=0:...3m=0. (2p)
¢) se foloseste (2” )2 <1427 +4F < (2" + 1)2 (2p)
total 7p
3. a) m(KECA) =45" (justificare completa) (2p)
b) m(£LECB)=60° ( justificare completd) (2p)
¢)daca {O} = ACNBD,din EA 1 (ABC),rezultda EA L BD (1).
Cum BD 1 AC (2),din (1) si (2) ajungem la BD 1 (ACE).
Construim OF | CE si, din OF c (ACE) , rezulta OF L BD si deducem (3p)
ca OF este distanta cerutd. Din AACE ~ AFCO ajungem la OF =1cm.
total 7p
4. a)deexemplu, p=2,a=4,b=6 (2p)
b) p* /(@ +b)= p* [ (a+b)(a* —ab+b?) (1p)
dacd p’/(a+b), problema s —a incheiat; daci nu, atunci deducem (1p)
P’ /(a2 —ab+ bz) deunde p/(a+b)* —3ab ;tinand cont de ipoteza, (1p)
ajungem la p/3ab.
Cum p # 3 este prim, avem p/a sau p/b; deoarece p/(a+b), deducem | (2p)
cd pl/asi p/b,deunde p’/a’ si p’ /b’ = p’/(a’ +D)
total 7p




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasaa IX a

1. O se arata imediat ca, pentru x € [1,3] ,avem: 3<4x—x’<4 (3p)
x Y Y Yo . «
o se deduce ca —= > —=——="2> = si inegalitatea analoaga (2p)
V3 ax—y
O se adunad inegalitdtile obtinute si se foloseste 6> x+y >2- \/E =4,
finalizarea fiind imediata (2p)
total 7p
2.0Pentru x=y=1,notdnd f(1)=k eN*, obtinem: 2* <1+ k. Se arata prin (2p)
. . . P
inductie,de exemplu,ca 26 > 14k, Vk>2,keN ,astfel ca ramane doar
f)y=k=1
Pentru y =1 obtinem conditia 2+/(x) eN= f(x)>x,VxeN" (1). (2p)
x+2
Din x+2/® < f(x)+2”,Vx,y e N*,obtinem , pentru x=1:

14270 <1427 = f(x)<x,VxeN* (2) (2p)
Din (1) si(2)deducem acum: f(x)=x,VxeN" , care verificd enuntul. (1p)
total 7p

3. o Conform ipotezei avem ca existd n < m < k naturale astfel incat
a,=9,a, =25,a, =49 ; dacd ratia este r >0, ajungem imediat la (3p)
(m—n)r=16,(k —m)r=24. 5
o deducem (k—2m+n)r=8,sau, cunotatia p=k—-2m+n>0, pr=38 (2p)
O se ajunge astfel la a,, , =a, +spr=2009, unde s = % =245. (2p)
total 7p
4. o Daci O este centrul cercului circumscris pentagonului, identitatea lui Sylvester | ( 3p)
conduce la 0_1571 =0A+O0B+0C sianaloagele. 5
O Se aratd acum ugor cd TH{ +OH,=0H,+0H, g 2112;

o Finalizarea

total

7p




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasaa X a

1. odaca a=1, ecuatia are o infinitate de solutii : orice x € R (2p)
0 dacd a>1 sau a €(0,1), functiile
f.g: R R, f(x)=a"",g(x)=(1-a)x+3a—2 sunt strict monotone, dar (3p)
de monotonii diferite, deci ecuatia are cel mult o solutie
o f(2)=g(2)= x=2 este unica solutie a ecuatiei , daca a >0,a #1 (2p)
total 7p
not
2. opentru x=1 avem f(f(¥)=y - f(f(1))=y-a,cu a>0 sisededuce (2p)
imediat ca f este functie injectiva
0 Obtinem, in plus, si £ (x*- f(y))=ax’y,Vx,y>0 (2p)
O pentru x = 1 , ajungem la f(&j =a,Vy>0
v y
o folosind injectivitatea functiei ajungem la f(x)=ax,a >0 (2p)
o se verificd faptul cd orice astfel de functie satisface enuntul. (1p)
total 7p
3. a) oexact 3 dintre imaginile elementelor din domeniu trebuie sa fie egale cu
3, restul egale cu 0; aceasta se poate alege in C, =56 de feluri (2p)
O sau, o imagine este 1, alta este 2, iar celelalte sase sunt 0; in acest caz 3
avem A; =56 de posibilititi; in total, 112 functii satisfac conditia din enunt (3p)
b) dacd numadrul fetelor este n, atunci numdrul baietilor este 2n, iar numarul
. . . . . -1
participantilor este 37, numarul meciurilor jucate este deci C;, = % (1p)
p
numadrul de victorii ale baietilor este astfel P 3n(3;z ) = 5n(3é1 -
o meciurile jucate Intre baieti au fost in numar de C;, si, evident, se
. S L . -1
considera victorii ale baietilor; prin urmare, % >n(2n-1)=n<3; (1p)
in plus, @ e N, deci 8/n(3n—1). Se ajunge imediat la n =3, iar
numadrul participantilor la turneu este 9.
total 7p
4. a) fara probleme, diverse metode (3p)
b) folosind egalititile date ajungem la cos’ x + cos’ y +cos’ z=0 (1p)
folosind identitatea
@’ +b +c —3abc=(a+b+c)a> +b* +c* —ab—bc—ca)
(1p)
deducem cosxcosycosz=0
O dacd, de exemplu, cosz =0, obtinem —cos y =cosx => cos2x =co0s2y ;
Cum cos2z=-1, ajungem la cos2xcos2ycos2z=—cos’2x <0 (2p)

total

7p




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasa a XI a

1. o se considera sistemul de ecuatii liniare format din primele trei egalitati si | ( 4p)
se aratd ca este compatibil nedeterminat, solutiile fiind date de :
a=1-c,b=1-c,ceR
0a’ +b>+c*=3c¢"—4dc+2 (1p)
0 valoarea minimé a lui f(c) =3¢’ —4c+2,ceR, este % ; finalizare. (2p)

2. daca a <b<c sunt abscisele varfurilor, atunci aria este S = % . |A| , unde

1 1 1
3
A=| a b c (3p)
a’-3a b*-3b -3¢
O se calculeaza imediat cd A=(c—a)(c—-b)(b—a)=2 ( ?p)
0 Aria este deci egaldcu 1€ 7Z (1p)
3. a) Calculam primii 4 termeni ai sirului si observdm cd sunt mai mici decat 3 | ( Ip)
N . l+a, > 10 .
o dacd a,,a,,...,a, <3, atunci a, = k—kll = si
1+a’ 1+(k1£)(1))2 1 100 (2p)
a,, = ko< =—+ ~<3 (pentru k >5). Asadar, prin
k k k k(k=1)
inductie, am aratat cd a, <3,Vn2>1.
O se ajunge acum la 0<q, < ¥ , de unde limita sirului este egald cu 0. (2p)
n
b) cum lima, =0, avem limna,,, = lim(l +a,’ ) =1 si astfel , cu criteriul
4 na (2p)
Cesaro-Stolz, limita ceruti este egald cu lim——=* N lim =]
ln(l+j 1n(1+1j
n n
4. o Conform ipotezei avem si lim( fQ2'x)-f (2”’1x)) =0,Vn=1.Prin (3p)
X—>0 p
inductie se aratd acum l_im( fQ"x)-f (x)) =0,Vn eN. (folosim
fQMX)=f(0)= Q2" )= Q")+ +1(2"%) = f(x)).

o Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca f este crescatoare. Daca

a>1 considerim n e N" pentru care 2" <a <2" si obtinem

f(2"’1x) < f(ax)< f(2"x) sau inci (2p)

f(2”"x) —f(0)< fax)-f(x)< f(2”x) — f(x), pentru orice x & (0,%).

Folosim acum criteriul clestelui.

Daci a (0,1) deducem l_im[ f(x)— f(%)j =0si prin inductie

1

X

i 75

solutia e analoaga celei anterioare.

)—f(z—i)jzo,VneN*.Cum existd n e N"astfel ca %<a£




Concurs RMCS, editia a IV a, 28 februarie 2009, Otelu — Rosu

Barem de notare, corectare: Clasa a XII a

1. Inmultim prima egalitate la stdnga cu b §i avem : bab® =a?, apoi inmultim (3p)
la dreapta cu b° si avem ba = aab® sau ba =ab’a® ;
inmultim acum la stanga cu b’sila dreapta cu a si ajungem la b*a* =bab’a’, (2p)

adicd a® =b’ab’d’ ,deunde e= bab’a.

Asadar x =b’a are proprietatea ci x° = e, deci H = {e, x} are proprietatea (2p)

doritd. O

2. a)cum feste injectiva, iar f(1)= f(-1),rezultd 1=-1=1+1=0; (3p)
b) deoarece A este finita, avem ca f este si surjectiva, (1p)
de unde avem cd , pentru orice a € 4, exista b e 4 astfel incat f(b)=a. (1p)

0 deducem ca
2

PO =X +a=(X) +07=(X") =6 (X" =b)(X" +5)= (X" +b) | (2p)

3. ostudiem variatia functiei f:[3,5] > R, f(x) =—x" +8x—12 si (4p)
1

1
<—;
NG ERE

deducem imediat ca f(x)>3,Vxe [3,5] , de unde

integram pe intervalul [3, 5] .

0 Pe de altd parte , /(x)=(x—2)(6—x)si, cu inegalitatea mediilor avem

X-2+6-x D, Y |G
J(x=2)(6—-x) < — - 2.Se ajunge imediat la inegalitatea din
stdnga
4. a) exercitiu de clasa (3p)
/
n n-1 a+x"
b) n-_[l—dx x=j1x~—dnx x=j1x~—d( ) X ; (1p)
0g+x" 0 g+x" 0 a+x"

1 1 n
urmeaza integrare prin parti §i se scrie IO In(a+x")dx=Ina+ Jo In(1+ x—)dx ;| (1p)
a

1 1 1x"
folosind inegalitatea de la a), avem 0 < .[0 In(1 +x—)dx < _[Ox—dx = % ! D (1p)
a a a(n+

Mai avem de folosit,teorema ,,clestelui” Finalizarea e imediata. (1p)




