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1. Multimi dense
1.1. Multimi dense

Rezultatul de bazd este teorema lui Kronecker care joacd un rol
important in teoria numerelor. Aceastad teorema este interesanta si din alt punct
de vedere deoarece cu ajutorul ei se pot rezolva usor unele probleme dificile cu
enunt elementar.

1.1.1. Definitie. O multime 4 Cc R se numeste densa in R daca orice
element din R este limita unui gir neconstant cu elemente din A.

Facem precizarea ca multimea 4 CR este densa in R daca pentru

oricare a€ R si orice vecinatate V a punctului a, avem V] A4 este infinita.
1.1.2. Propozitie. O multime 4 C R este densd in R < orice interval
I c R, de lungime nenula, contine cel putin un numar din A.

Demonstratie. “=” Presupunem cd A este densa in R. Trebuie

demonstrat ca pentru orice a,be R, a<b, exista xe€ A astfel ca a<x<b.

Presupunem contrariul. Atunci 3a,Be R, a< f astfel incat (V) xe 4 sa

- avem ca

x¢ (a, B). (1)

2 9 f ;
€ (a,B). Cum A este densda in R, existd un sir (x,) de

Lvim wu=

elemente din A astfel Incat limx, =u. De aici rezultd cd 3 n, € N astfel incat
H~ye=

pentru orice n>n,,ne N sa avem x, € (a,f) deoarece (c,f) este o

vecindtate pentru u. Aceasta este o contradictie cu presupunerea facuta (1), de

aceea obtinem concluzia dorita.

‘=" Fie o€ R arbitrar. Atunci pentru orice n€ N' , in intervalul

1 1 J " . :
[a'—m—, Q +~] se gaseste cel putin un element a, € 4, conform ipotezei. Cum
n n

1 1 . ; : .
a——<a, <a+—, (V) ne N , cu teorema clestelui, se obtine lima, =a. De
h H n—oe

unde rezultd ca mulfimea A este densa iIn R. Cu aceasta demonstratia se
incheie. . '
1.1.3. Exemplu. Multimea @QQ a numerelor rationale este densd in R.

Demonstratie. Fie aq,be R, a<b. Atunci exista ne N astfel ca
a+n>0. Fie numerele aq =a+n,b =b+n. De aici b—a, =b—a>0 si



Bac

atunci putem gisi un k€ N pentru care k(b —a,)>1e 1+k-a <k-b . Fiem
cel mai mic numir natural cu proprietatea m > k-a, si deci m—1=<k-a, sau
m<1+k-a, <k-b, . In acest mod se obtine

m m m
k-a <m<k-b imc:zl<—;—c~—<bl <=>a+n<z<b+n<:>a<*}:—n<b,

m
cu ——neQ.
z Q

1.1.4. Exemplu. Multimea R\ Q a numerelor irationale este densa in

V2

Demonstratie. Fie € R arbitrar. Dacd a =0, atunci exista x, =— ,
n

(V) n=>1 de elemente din R\ Q astfel incat limx, =0=¢ . Dacd o # 0, atunci

—yoo

R.

din faptul ¢i Q este densd in R rezulta ca existd (a,),», un sir de numere

rationale astfel incat lima, =2 -a€ R" . Presupunem in continuare ca a, #0,

h—yo=

(V) ne N (in caz contrar, avem un numar finit de termeni nuli (limita fiind
nenuld) §i se poate renunta la acestia). Luam sirul  (5,),-
a.ﬂ

b= =\/5-92—”-e R/Q, (V)ne N 1 avem limbnzﬁ-ﬁ'a

V2 == 2

orice element din IR este limita unui sir de elemente din R/Q, deci R/Q este

densain R.
1.1.5. Exemplu. Demonstrati ci daca A este densa in R iar

re R, re R, atunci §i multimile
4, ={r1+a|a€ A} si 4, ={r2 -a\ae A}

= . Asadar,

sunt dense in R . |
Demonstratie. Fie e R arbitrar. Atunci a—rn€ R §i cum A este

densd in R, rezultid cd existd un s§ir (x,),., de elemente din A astfel incat

limx, =a—#. De aici rezultd cd lim(x,+r)=a si cum x,+Kr€E 4,
n—yeo

n—yee

(V) ne N, varezulta ca 4, este densdain R.
Analog, pentru f € R, arbitrar, exista un sir (y,),s, de elemente din A

astfel Incat lim y, =-§—-, adicd lim(r,-y,)=p8 sicum -y, € 4,, (V) ne N, va

n—o0
5}

rezulta ca 4, este densa in R



1.1.6. Teoremi. (teorema lui Dirichlet). Daca « este irafional 5i
pe N', atunci existda mne Z, 0<m < p astfel incat

I o m=n | < —-1—~— :
_ ,, Pis
Demonstratie. Impartim intervalul [0,1] In p intervale egale de lungime

P -|: 1] B »[-1— E} % b =[£:~1-,1} si considerdm numerele
P P P P :

=a—{o], x, =2a—[2a],...,x,, =(p+Dx—[(p+1o]. Aceste p+1

numere se afla in intervalul [0 1) < [0,1]. Cum intervalul [0,1] a fost impartit in

p intervale ca si mai sus, va rezulta ca cel putin doud numere sunt situate in
acelasi interval. Presupunem cia acestea sunt ko —[k&] si la—[la] cu

k,le {1,2,...,p+1} si k>1.Distanta dintre ele nu poate depasi lungimea

; SR sp fank o ;
intervalului in care se afla, adica —, prin urmare
P

(ko —[ka]) - (o —[le]) | < % & | (k—a)l - ([ka]-la]) | < ;1; :

Luim m=k—le N si n=[ka]-[la}e€ Z . Aceste numere indeplinesc cerintele
din concluzia teoremei cacim< p+1-1=p.

_ 1:1.7. Teoremﬁ (teorema lui Kmnecker) Daca « este irational,
atunci multimea

A ={m(x+n| m,n€ Z},
‘este densd in R. .
Demonstratie. Trebuie sd demonstrdm ca pentru orice a,be R, a<b,
existd my,n, € Z astfel inct a<ma+n <b. Fie a,be R, a<b 51 d=b~-a

lungimea intervalului [a,b]. Atunci existd pe€ N" astfel incat —I—Sd ( de
p

exemplu p = li?;::l-s-l ). Din teorema lui Dirichlet, exista me& N’ si ne Z astfel

A A 1 - . - - - -
incat |ma—n |<—£ d . Deoarece moa—n este irational rezultd imediat ca
p

mo—n# 0. In continuare vom propune ¢ max—n>0 gi a>0 (analog se va
proceda si in celelalte situatii). Numerele u,2u,3u,...,ku,..., u=ma—n, sunt

distincte doua cite doua si cel putin unul il depaseste pe a (cel pentru care



k= [-:—J+l). Demonstram cd cel mai mic dintre numerele care il depaseste pe
a, fie acesta k, -u , apartine intervalului (a, b).

Intr-adevar, din alegerea lui &, avem (k,—1)u<a. Daci am avea
ki-u>b, atunci ku-(k,~1)u>b-a=d, in contradictic cu ma—n<d.
Deoarece numarul k, u = (mk))a + (—nk,) € (a,b) si mk,,—nk, € Z , atunci luim
my =mk,, n, = —nk, siavem a <ma+n, <b iar teorema este demonstrati.

1.1.8. Observatie. Se poate demonstra ci daci e R\Q, atunci
multimea

B ={ma-n1m,ne N} :
este densd in R .

1.1.9. Definitie. Fie A si B doud multimi astfel incit 4 B R . Se
spune cd multimea A este densi in multimea B daci pentru orice b€ B si pentru
orice € >0 avem A(\(b—€,b+e)2 D .

1.1.10. Observatii. 1) Multimea A este densi in multimea B daci
pentru orice b€ B, una din afirmatiile urmatoare este adevirati

a) be 4 ;

b) be A dar existd un sir (a,),.n. @,€ 4, a, #b, ne N astfel incat

lma, =b;
ri-l-bo-n

2) Facem precizarea ci observatia anterioard este in concordanta cu
definitia 1.1.1. '

1.1.11. Propozitie. Dacd 4 < B C R si multimea A este densi in B, iar
/:B—R este o functie continui, atunci multimea f (A4) este densd in
multimea f(B). '

Demonstratie. Fie ye f(B) arbitrar. Atunci, exista be B astfel incat
y = f(b). Deoarece f este continui, pentru £€>0 existdi & >0 astfel incat
S(x)e(y—¢€,y+€) daci xe (b—8,b+6)NB. Cum A este densi in B, exista
ac ANB—-6,b+6) si atunci - fla)e (y—¢€,y+E), deci
(AN (y—¢€,y+&)# D si demonstratia este incheiati.

1.1.12. Definitie. Fie C un cerc in planul P si 4cC o mulfime.
Spunem cid multimea A este densd pe cercul C, daci pentru orice Ce C si
pentru orice € > 0 avem

D(C,e)NA=D,

unde D O ={Xe P |d(X,C) < 8} reprezinta discul de centru C si razi €
din planul P,



1.1.13. Propozitie. Fie U ={ zE (CH zkzl} cercul trigonometric ale
cirui puncte le putem privi si ca numere complexe. Consideram pe acest cerc
un sir de puncte (4,)n€ N, plasate pe cerc in sens trigonometric si astfel Incat
fiecare arc dintre doud puncte consecutive 4, si A4, sd aiba aceeagl lungime

a>0, (I(44,,)=a > 0) pentru orice i€ N, Atunci avem

a) Daca e Q atunci sirul (4,)ne N este periodic;
- 7T

b) Daca Le R\ Q atunci multimea {4, | ne N} este densd pe cerc, dar
(4

nu exista nici un poligon regulat cu vérfurile in multimea
{4,|ne N}.

Demonstratie. a) Dacd a = Lon ,qge N, pe N, atunci 2ga=2p 7 si
q
multimea 4, = 4,,,,, k€ N, adica sirul are perioada 2q.
¢) Daca Le R\Q, atunci aritim cd sirul este format din puncte
/4

distincte. Daca, prin absurd 4, =4,,, atunci ma= p-2n, peZ, deci

o =2 82 1 : 2 - ;
A Q, contradictie, deci presupunerea facuti este falsda. Pentru orice
m

: : . el 206 ; :
£>0 existda ke N astfel incat —-k—<8. Printre punctele 4,,4,,...,4, existd

————

doui puncte pentru care /(4,4 )5—:%— < s

Daca i= j+ p, atunci punctele Ay Ay s Ajigps--- SUNL echidistante
pe cerc si distanta dintre doud puncte consecutive este mai mica decit & In
orice disc D(C,€) cu C pe cerc exista cel putin un punct din sir. Sa ardtam ca
nu existd poligoane regulate cu toate varfurile in punctele din sir.

Daci prin absurd 4, ,4, ,...,4, arfi varfurile unui poligon regulat cu p

5 ; 2 —k

varfuri, atunci am avea n,—n, =2Kk% +-—£,keZ sau H=Me Q,
p 2kp+2

contradictie.

1.1.14. Propozitie. Daci (a,),.y €ste un sir de numere reale pozitive cu
proprictitile lima, =0 si lim(a, +a, +...+a,)=c, atunci sirul

H—yoe N—poo



"'({c'x, & ;:i'z'ﬁ?..'.'-i-a,,'} Jen €ste dens in [0,1], unde s-a notat {o,+a,+...+a}
partea zecimald a numerelor @, +a, +...+a, , pentru orice ne N . :
Demonstratie. Fie b, =a,+a,+...+a, si ¢, ={b }, ne N'. Vom ariita
ca in orice interval (a,b)C[0,1] existdi elemente din sirul (c, )i - - Fig
¢ =min{a,b—~a,1-b}. Deoarece lima, =0, existi N,e N astfel incét

n-—yea

0<a, <€ pentruorice n2N,, ne N.

Daca ¢, €[0,a] mai putem adduga termeni astfel incat si ajungem in
intervalul (a,b) (existd n minim, notat n,, pentru care c,Raxc., siatunci
€ Sb)

Dacd ¢, €[b,]] mai adiugim la b, termeni ai ciror sumi si
depdseascd 1-b+a (lucru posibil deoarece ii_}mub,, =+o0 ) §i ajungem cu ¢, in

intervalul (a,b).

Bac



