INDUCTIA MATEMATICA
de GHEORGHE ECKSTEIN

Puteti demonstra, prin inductie, afirmatia P(n) :

n
“Suma Zk3 este pdtrat perfect 7’
k=1
i
evident adevirati, dar stiind » k° =x*, avem

k=1

3
s

P(1) este 1° =1

- 3 Pty 3 - - ot -
D =x +(n+1)" despre care nu avem cum si demonstrim ci e pitrat
k=1
perfect. Dupd cum stim cu totii afirmatia mai “tare” (mai precisi)

2
P(n): 1®+2%+...+n® = (M}

se demonstreazi foarte ugor (prin inductie). Adesea o afirmatie mai precisi, mai
generald sau mai completd se poate demonstra prin indlictie in vreme ce
afirmatia mai slabd nu. Vom ilustra prin cdteva exemple aceasti situatie
(denumitd uneori “paradoxul cercetidtorului’).

Exemplul 1. Sirul (a,) este definit prin ay'= l,a;m,r1 = Lim?. a, . Sdse

2 2n+2 "

arate cd s, = Zak <1,VneN".
k=1
(Juriu O.LLM. - Islanda)
Solutie. Deoarece s, <s,,,, din s, <lnu putem demonstra s, <1.
- Demonstram in schimb afirmatia (relativ usor de descoperit) :
P(n) Wy ta,t.. o, +2ne, =1;



1 ==
P(1) este 2-E=1 si, din a, +a,+...+a, +(2n+2,)¢:1RH = GyH O, oo

it +(2n = 1)(4u =a, +a,+...+a, , +2na, rezulti P(n) = P(n + 1) ;
Exemplul 2. Fie (F,,) sirul lui Fibonacci
(E. =1’F2 =1'F;+2 e Fn+l +F;1)

T

Demonstrati Ff o8 o =F
Solutie. (Sd vitdm cd stim formula explicitd pentru F, care ne permite
sd facem verificarea prin calcul direct). Fie P(n) afirmatia din enunt (P(1) :

12+1% = 2 ¢ adeviratd), si incercim si aritim P(n) = P(n & 1) ;

> a5
Fﬂ p

n+l n+l n

+F;12+2 :F2 +(FH+F+I)2 :F32+E?+i+(2FnFn+l+Fn2+l)

?

=10 +(2P;Fn+z o Fnil);sza+3-

Pentru a deduce ultima egalitate am avea nevoie de :
Q(n): 2F,F,,, +F., = F,,., (Q(1) este adevirati).

n+l n+l T

S4 vedem daci Q(n) = Q(n+1).

OF ¥ P

n+l* n+2 n+2

=2F

n+l n” n+l n+l n+2 =

(F, +F,,)+F2, = (2F Y Fjﬂ) crp, Y

P(n+1)
= 2 2 = =
R +(F:':+1 + F;H?.) R F2n+2 + Fj?u—i—S = F2n+4'

Am demonstrat deci ca P(n) A Q(n) e adeviratd, prin schema
P(n) A Q(n) =5 P(n + 1)
P(n + l) A Q(n) = Q(n + 1).

Pentru exemplul urmadtor presupuneti cd vrefl s demonstrati unui elev
de clasa a X-a.

Exemplul 3. ¢, = . + : g ..+i < l,‘v”n 2L
A+l ngd2 2n- 10
Avem a,, —a L ot : : : : >0,

" 2n+l 2n+2 n+l 2n+l 2n+2
deci (a,) fiind crescitor, nu putem demonstra inegalitatea prin inductie.

i . i 1 1 b .
Bineinteles, voi stiti ¢d girul x, =1 +E +...+——Inn converge in constanta lui
n



Euler deci a, =x,,—x,+In2 converge (erescitor) la In2 <—10 sau putefi

1

. - dx B
scrie a, = —Z—— _[ =In2, dar nu puteti folosi aceste argumente.
R4 01+x

n

- k e
Cum sirul — converge descrescdtor (k > O la zero sunt sanse ca
. n .

ki ; i : Pt
b, = a, +— sd fie descrescitor (cu limita In2, deci cu termeni < E) incepand
n

de 1a un anumit rang). Si vedem :
k. k_ (1-4k)n-2k
b... bt # e s
il 500 5 T B n+l n 2n(r-z +1)(2n - 1)

este negativ pentru k > -3? Alegem deci k‘:% (pentru ca b, < % sd aiba loc
cat mai repede). Avem deci :
Lise s ] N7

.bnzan-i_l bn+1<b §1 b3:"l'“+‘“ T 2 e g
4n 5t86 420 90

: 7 :
deci a; <a, <a, <b, :T6>b4 B>l 5L 2Gata!

Urmitoarele doui exemple au fost date la baraje in ultimii 10 ani.

Exemplul 4. \/1 +42+..4+Jn <2,YneN".
(G. Eckstein -1989)

Necazul, ca si adineaori este ca membrul stang este un sir crescitor.
In solutia “oficiald” se demonstreaz afirmatia generald

\/k+\/k+l+...+\/k+n <k+1,Vk,neN".
Solutie alternativa :

a, =\ﬁ+\/2+...+\/n—1+£ <\/1+J2+...+ /n—1+g =b,

b =\/1+\/2+...+\/n—1+\/n+n 41

Avem b, <b, cici ¥2n+1 <n pentru n>3 si b, =y1+4/5 <2 si, ca
mai sus, problema e rezolvata.




XSt 4
Exemplul 5. x, =1,x,,, =—*+—_. Sd se arate [xz] =n,Vnz=4.
R

n

L. Panaitopol - 1990
Evident am vrea sd ardtdim prin inductie (sirul fiind recurent)

.nsx:f <n+1. Aveln x2 =2,x3 zzsxq.:% deCi ‘xﬂzi- =1§2 32 (4 5)

Pentru inductie constatim cd pe (0, n] = (0,Jn+l) functia

T n :
f (x) = —+— este descrescidtoare deci
: N

i<y 5 . =fn(xn)<fn(\/;) n‘j;_ll(‘) M) §i.

2
1

xi<n+l=x,, =f.(x)> n( 1):’1__”1_'.';_.:
. ( ) ; nvn+1

> n+1+3
J_ ‘/

n):(n <x3)

este prea slabi pentru a implica B(n+ 1):(x§ <n+ 2) , in schimb
B(n):(xi <n+ I)

implica concluzia mai tare C(n + 1) :(xi+1 <n+l+ E] :
n

-+

=

n+1+

Prin urmare ipoteza

Apare natural incercarea de a demonstra prin inductie

o C(m) _Bn)

n+ CEEUE

n-1
Constatdm ci C(4) e adeviratdsi am vizut deja B(n) —* C(n + 1).

Rimane s verificim C(n)=> B(n+1).

. 2 2 3 2o g .
n—-n+2 n-n+2 n —n ¢

Cin):x, >1’-——————:>x,, = fulx, <J +\/ <vn+2
() n—1 s ( ) 5 —nt )

? n =2 H=n nt-n+2 2n
<| &t R ED e = o

n-n n“-n+2 Ry n®-n+2

2
<::>(n2 —n+2) <2n*-2n’ ©5n° +4 <n* +4n,

evident adevirata.



Exemplul 6. (Inegalitatea lui Carteman). VneN'" si a,,a,,...,a, CR,

a, +Ja1a2 +i/;1a2a3 +.. .+;‘fa1a2 | e(al +a, +...+an) .
Solutie. Notdim G, = (al a, ...ak)% . Sd demonstrdam prin inductie
P(n) G, ®Gs +.. G, 8 (n + l)G" < e(a1 +a, +.. .+aﬂ) 3
P(1) este 2a, <ea, evident adeviratd. Pentru P(n)=> P(n+1).
G,+G,+..+G,+(n+2)G,,, =

are loc :

£ (G1+G2+. 4G, +(n+ 1)G,,)- nG,+(n+2)G,, P(sn :

< e(c:z1 +a,+.. .+aﬂ) —nG; + (n + 2)(;,,+I 3

deci ar fi suficient sd demonstram :
*) -nG, + (n + 2)G,,+] Led . .
Notim G,:=g"",a,,, =x"" si (¥) se scrie
ex™! — (n + Z)g".x +ng"™ 20,x,g20.
Notind f(x) membrul sting, avem f ’(x) = (n - I)ex“ - (n + Z)g“ deci

1

2 L . (v - - 2 n + 2 n e
unica radicind a derivatei este x, = - g
n+

Cum £(0) = 0, f(+ co) =400 pentru a ardta f(x)z O este suficient sd

ardtam f(xo) >0.Avem :

1

l i+l 5 1
£(xs) = g™ e””("”}"e?‘_(n+z)(”+2]”e‘?+n 8

n+l\n+l n+1

i

=11 n+2)n =
=g"tle a [ —(r;+1][ ] +ne” |,
n+1 n+1

i \ =
: p = +2\n
deci f (xo) > 0 este echivalent cu ne” 2 [n s J (n J sau
n-+ n+

1 n+l
n +l) :

82(1+

care stim cd e adevdrata.



Exemplul 7. (Inegalitatea lui Hardy, [Kvant, p.999-Kurliandcik]).
VneN gi a,,a,,...,a, R, areloc:

1 2 n
+ A < Z(al Ttk .+aﬂ) ,
1 | B & 1 -
—t— k.
a & a, a, a, a

Vom demonstra prin inductie inegalitatea mai tare :

112

1 2 n 2 .
Pln): - +. ..+ + <2a, +a,+..+a_ ).
() et 1 % 1 1 (‘ : .
—_ —t— —+.t— — .+
o gy~ ay a, a a, a

n

n

P(1) este %al < 2a, evident adevdratd, iar pentru P(n) => P(n + 1) este
suficient sd demonstrdm :

12_ (n+l)+ (n+l)‘2 :
= 2 + 2 < 2a_ .1
1 1 1 .13 1
— it —hF—F—
a, a, a Gy 0

n n+i

Rathid — e iy coran e o

, ultima inegalitate se scrie

al an an+l
echivalent : -
2 (n+1)n+3
o +( X )<i (a, x> 0),
a a+x X
adica :

n’ (a +x)x-(r_12 +4n+ 3)ax $ 4a(a - x) >0 sau
nixtL (4n = 1)ax +4a* >0 deci
(mc—2a.)2 +ax>0,
evident adevirata.

-S4 revin asupra ultimelor doud inegalititi. Ele se incadreazd in
urmdtorul tip mai general :

fl(al)+f2(al,a2)+...—i—fn(al,az,...,a")S
sgl(al)—t-gz(al,az)-i-...+gn(al,a2,...,an),
in care, din pdcate, fk(al,az,...,ak)j{gk(al,az,...,ak). Pentru a putea

demonstra prin inductie (eventual “Intdritd”) este necesar (nu si suficient) ca,

pentru AR, sup(ﬂfn (‘11 gl 2 x) - gn(x)) sd se exprime ca



P;a(‘q").fn—l(al’aZ"“’an—l) *

Se poate arita ci factorul e respectiv 2 din membrul drept nu poate fi
Tmbunatatit.

Pand acum am discutat enunturi care “strigau” dupa inductie (mai mult
sau mai putin). Sunt probleme in care nu e striveziu cd ar fi bund inductia, daci
ni se spune ci da, atunci dupd cine ? Dacd stim dupi cine, atunci cum ? Mi
astept sd cunoaste{i urmitoarea

Teorem& (Cauchy—Davenport). Fie p un numdr prim si A, B doud
submulfimi nevide ale lui Z.,. Atunci

iA—!—B| 2mi11{|Ai+|B|—1,p} , (A + B este multimea {a+b{ acAbe B} )-

Demonstratie. Daca max{[A|,’B|} = p atunci evident | At B[ =D.
Presupunem {A[ < |B| Demonstrdm prin inductie dupd |A|. Dacd [A| = 1 atunci
|A+B|=|B|=|A|+|BJ—1.

Presupunem afirmatia adevidratd pentru |[A| < n i vrem s-o demonstram
pentru |A| = n +1 (< p, altfel e adeviratd). Ideea pasului de inductie :

A+B>(ANB)+(AUB) si |A|+|B|=|ANB|+|AUB].
Mici ajutoare pentru a ajunge la a asigura ce dorim :
Pentru x €Z,\{0}, |A|=|xA|, |B|=|xB|, |A+B|=|xA+xB]|.

Alegand convenabil x putem presupune Jz€Z, cu {z, 7+ 1} C XA.

Pe de altd parte, dJyexB cu y+1¢xB si inlocuind xA cu y—z+ x4
avem :

|A+B|=|y-z+xa+xB|2|((y-z+xa)NxB) +((y- 2+ x4)UxB) | >
2'(y—z+.rA)ﬂ.xBl+|(y—z-i—.m)UxB|~l=
=|y—z+xA|+|2B|-1=|A|+|B|-1,
am aplicat ipoteza de inductie mulfimii (y— Z +1‘A)ﬂxB, care are cel mult

| A | -1 elemente.
Incercati sd demonstrati o teoremad foarte asemindtoare :

Teorema (Erdos). Fie ACZ, (p prim) cu | A! =2 . Demonstrati
|27 4|2 min{2| 4] -3, p|
unde 2" A = {x+y EA,x iy} :

Revenim la inductii mai obisnuite.
Fie P o mul{ime partial ordonatd finitd. Se numeste lant o submultime
total ordonatd a lui P. Se numeste antilant o submul{ime cu elementele doui



cate doud necomparabile. Se numeste /dfime a lui P cardinalul maxim al unui
antilant.

Teorema lui Dilworth. P este reuniunea a m lanturi, unde m este
ldtimea lui P.

Demonstratie. Inductie dupi | P |.
Fie a un element maximal al lui P si n ldtimea lui P' = P\ {a} P este

reuniunea a n lanturi L,,L,,...,L, . Trebuie si aritim cd P este reuniunea a n
lanturi sau contine un antilant cu n +1 elemente.
Fie a; = max{x el Ix este continut Intr-un lant de n elemente} ;
Atunci {al,az,...,an} este antilant. Daci AU{a} e antilant e gata.
In caz contrar a > g; pentru un anumit 7 gi
K= {a}U{x eL, | X ai} este lant.

Cum P\ K nu contine antilanturi de n elemente, P \ K e reuniunea a
n —1 languri.

Remaicd. Putem aborda teoremele Cauchy— Davenport, Erdds printr-o
metodd total diferitd.

Fie p un numdr prim §i A, BcZ,,

0<|B=i<k=|A.

Dorim informatii despre !A * B||C| unde C = {x + y} x€AyeBx# y}
si 2" A unde 2" A = {x + y' X, yEAX# y} . Incepem cu doui leme :

Lema 1. Dacad p(x,y) eZp[x,y], grad p<k-1, grad p<Il-1 gi

p(a,b) =0 VaeA, beB atunci p(x,y) =0.

Demonstratie. p(x, y) = kz_l: q; (y)x‘ . Pentru be B polinomul
i=0

k-1
p(xb)=2 a(b)
i=0
are k ridicini in Z, deci g;(b)=0Vb € B de unde g, =0 deci p =0.
Lema 2. Pentru fiecare meN" 3r, €Z p[x] cu gradr, <k -1 astfel cd

I (a) =a"VaeA.

Demonstratie. Cu teorema impartirii cu rest

X = (x —-a, )(x —-a, ) o (;x, ~-a, )c(x) +7, (x)

(sau cu polinomul de interpolare al lui Lagrange).



Observatie. Evident VmeN'3s, €Z P[y] , grads <I[-1 cu
su(b)=b"VbeB. '
Teorema 1 (Cauchy—Davenport). |A+ B> min{k+1~1,p} .
Teorema 2. k > [ =>|C| > min{k +l—2,p} :
2" A2 min{2k -3, p} .

Teorema 3 (Erdos).

Demonstratia teoremei 1. Dacd k+[-1> p atunci putem nlocui A, B
cu submultimi A’ © A,B’ B pentru care k'+/'—1= p sau putem demonstra
simplu A+B=Z,: Vz€Z,, |c—A|+|B|=k+1>p deci (z=A)NB#0 adici
daeAbeBcuz—-—a=h.

Fie k+[—-1< p. Si presupunem !A + B| <k+[-2. Alegem m astfel ca

(A+B)+m=k+1-2 siconsiderim polinomul

p(x, y) = (x B y)m H(x +y-— c) = (x - }’)M_2 + ceva de grad mai mic =

ceEA+EB
; ik
— Z p‘-jxl}’J .
f.j:o
k+1-2
Avem p, ., :( o3y ] #0 si p(a,b) =0, VaeA, beB.

Construim un nou polinom p’(x, ¥) inlocuind monoamele p,.jx" y' astfel
(pyx'y’  dacdi<k-1,j<I-1
pfjxiyj —> 3 pijr}(x)yj dacai> k-1 (dcci yei= 2)

pb.xisj(y) daca j>i-1 (deci i<k —2).
Avem p‘(a,b):OVa €AbeB, grad p"=k-1, gradyp* =1-1
deci p" ar trebui si fie nul (cf. Lemei 1) dar
: el =2V N : 94
P’ (x.y)= r_q ¥ ¥ +termeni de grad mai mic, absurd.
Demonstratia teoremei 2. Putem presupune k+7—2 < p (cala T.1).
Presupunem [C[S k+1-3, alegem m astfel ca |C| +m=k+1-3 i

consideram polinomul

p(x3)=(x-2)=+3)" [ ] (x+3-¢)

ceC
care are gradul k+7/-2,



s i+ j=k+1-2 =)
p(x, y) = (x— y)(x+y)m_3 +ceva de grad mai mic = Ji px'y .
i,j=0
k+1-3 k+1-3 k+1-3)k-1
pk—lJ-l=( £ J”‘[ - )=( & )( )iO

k-2 -2 (k—1)y(1-1)!

Avem p(a,b) =0VaeA,beB, construim p’(x, y) ca la T.1 si
ajungem la aceeasi contradictie.
Demonstratia teoremei 3. Fie AcZ p,lA

=k =2 si acA. Considerim

B=A\{a}. Avem 2'“A_:>{x+y|xeA,y eB,x::ty} deci

2" A

zmin{k+'1-1—2,p}.




