12. Exemple si contraexemple in analiza matematica

- Exemplele si contraexemplele in matematici reprezintd de multe ori
raspunsuri la o intensi dorin{a de a pune de acord intuiia cu rigoarea
rationamentului stiintific. Este verificat insd c3 intuitia ne joacd, nu de pufine
ori, feste si ci exemple nascute in urma unor eforturi indelungate sau din contra
apirute ca o revelatie, spulberd ceea ce era aproape evidenta insdsi. Alteori
exemplele si contraexemplele demonstreaza ca anumite rezultate nu pot fi
substantial imbunatitite dacd se sldbeste prea mult ipoteza, derivand de aici
necesitatea ca teoria si fie aplicata si utilizatd cu extrema exactitate.

in cele ce urmeaza vor fi prezentate unele rezultate de analizi, ele Insele
interesante sau care conduc uneori la concluzii surprinzatoare.

12.1. Completiri si preciziri teoretice
Despre siruri de numere rationale convergente.

Se stie ci orice numadr real este limita a unui §ir de numere rationale.
Astfel, dacd un sir cu termenii numere rationale converge la un numdr irational,
sirul numitorilor sau al numaratorlor termenilor poate fi mérginit ? Dar daca
sirul este neconstant §i converge la un numar rational ?

n

12.1.1. Propozitie Dacd (7,),», €ste un sir de numere rafionale (r,, = -B—,
dn

p€Z, qeN ) convergent la un numdr irational Xxo, atunci (g,),. are
limita +oo.

Demonstratie: Presupunem ci sirul (g,),, nu are limita +ee. El admite
atunci un subsir constant nenul (g, ), - Sirul (P, ), €ste un sir de numere
intregi care nu poate si aibd limita —oo sau +oo (altfel sirul (7, ),» ar avea
limita —oo sau +oo si nu Xo cum are de fapt). Rezultd ca si sirul (P )
admite un éubsir constant. Se obtine ci girul (7,),» admite un subsir constant.

Acest subsir are o limita numr rational ceea ce contrazice ipoteza ca (r,),s €5te

convergent la numdrul irational xo. Rezultd ca presupunerea facutd a fost falsa
si deci (g, ),» are limita +oo.

Un rezultat analog se poate preciza §i pentru sirul modulului
numarétorilor.



*{ntr-un limbaj mai putin exact, am demonstrat ci pentru ca un numdar
irational sd poatd fi aproximat cu o eroare din ce in ce mai micd, cu ajutorul
unor numere rationale, acestea din urmd vor trebui sa aibd numitori si
numdritori din ce in ce mai mari.

12.1.2. Propozitie Fie (r,),,, un sir de numere rationale (r =L =,

n qn

pP,€EZ, q,€ N'} convergent la un numdr rational xo. Dacd (q,),» este

mdrginit, atunci sirul (7,),,, este constant incepand cu un anumit rang.

‘ Demonstratie: Din imaginea sirului(g, ), , care este finitd, retinem
doar multimea A formati din acele numere naturale nenule care sunt valori a
unui numir infinit de termeni ai acestui gir. Elimindm termenii sirului (g,),
. care nu apartin multimii A. Numadrul acestor termeni este evident finit. Exista
asadar n,e N" asfel incatg, € 4, (V) n2n,.

Sirul (g,), >, poate fi acum ,impartit in totalitate” intr-un numadr finit de

subsiruri constante care au valorile termenilor din A. Fie (g,) un astfel de

nzn,
subsir constant egal cu . Subsirul (p, ), , este convergent la o -x, si are
toti termenii numere intregi, rezultand ca si acest subsir este constant incepand -
cu un anumit rangn, 2n,. Atunci sirul (7 ),,, este constant, constanta

neputind fi decat xo. Se procedeaza similar cu toate subsirurile care au valorile
termenilor in A.

12.1.3. Corolar. Dacd (7,),,, este un sir de numere rationale (rn =L ;

n

pP,.€2Z, q,€ N') convergent la un numar rafional xp $i daca 7, #x,,

(V) ne N°, atunci (g,),» are limita +oo.

Proprietiti de continuitate ale unor functii.

Intuitiv, continuitatea ca interpretare geometrica este perceputd, in cele
mai multe dintre cazuri, ca fiind proprietatea in urma céreia graficul unei functii
poate fi trasat fara a ridica creionul de pe hartie.

Astfel este usor sa construim functii f:R — R care au un singur punct

de discontinuitate, modificind intr-un singur punct valoarea unei functii
continue.



Faptul ci realitatea legata de functiile continue este mai complexa este
relevat de exemple ale unor functii continue intr-un singur punct. Se pot
construi nenumdrate exemple de acest fel dacd avem in vedere urmatorul
rezultat:

12.1.4. Propozitie Dacid f,f,:R— R, sunt doua functii continue,

fi(x), daca xe Q

. este continua in xp
f,(x), dacd xe R\Q

atunci funcfia f:R—- R, f(x) ={
daca si numai dacd f{(x,) = f,(x,)-

Ne intrebam in mod firesc, cat de multe pot fi punctele de discontinuitate
ale unei functii ?
12.1.5. Propozitie Existd functii care sunt discontinue in orice punct al
domeniului lor de definitie.
Demonstratie: Functia lui Dirichlet f:R — R,

1, daca xe Q
f(x)= 2
0, daca xe R\Q

are toate punctele din R puncte de discontinuitate de speta a Il-a.

12.1.6. Propozitie Existd functii definite pe un interval I care sa fie
discontinue doar pe multimea numerelor rationale din I.

Demonstratie: Functia lui Riemann f:[0,1] - R,

0, daca xe€[0,1]\Q sau x=0
f(x)=41 p

: ~, dacid x =% unde p,ge N sunt prime intre ele,
q q
este continud in x=0 si In toate punctele irationale din [0, 1] i este
discontinui in toate punctele rationale nenule din [0, 1]
Fie x,€[0,1]. Este suficient sa consideram in continuare (Z,),, un sir de
elemente din [0, 1], cu toti termenii rationali sau toti irationali, diferiti de xo,
dar convergent la x,

Daci ¢ € QN[0,1],Vne N, iar ¢, = Pr unde p,eN,q,eN,
qn
atunci, conform propozitiei 12.1.1. si corolarului 12.1.3. avem limg, =+oo.

n—ee

Rezulti ca lim £ (¢, )= Ry

n~—yoo n—yee qn

Daca ¢, € [0,1]\Q atunci lim f(¢,)=lim0=0.

n—yo0



In conditiile in care f(x,)=0 ( deci daci x, este 0 sau irational),
functia f este continud in xp. Evident daci f(x,)#0 (deci daci xy este

rational nenul) functia f nu este continui in xj.
Agsadar concluzia propozitiei este adeviratd daca se considerd restnc;la

functiei Riemann la (0, 1]
12.1.7. Observatie Functia lui Riemann este peste tot nederivabila.
-Demonstratie: Vom ardta pentru fnceput c¢d functia Riemann este
nederivabild in punctul 0.
Dacd (t,),,, este un sir cu termenii irationali, din [0, 1], convergent la 0,

atunci;

nfG=/O 400

n—yeo n—3o00
t?l t?l

. 1 : . ehrer. St =
Sirul [-J este format din termeni nenuli situati in [0, 1] si este convergent la
n n=]

0. Avem:
1 :
f(;]—fw) diig
lim—" =lm2 =1 )
n—eo -—0 n— __0
n LB

Din relatiile (1) si (2) rezulti ci functia f a lui Rlemann nu are
derivati in 0.
_ In celelalte puncte rationale din [0, 1] functia este nederivabild, nefiind
nici macar continua.
Fie acum xp un numadr irational din [0, 1].
Daca (f,), este un sir cu termenii irationali, din [0,1]\{x,},
convergent la xp, atunci: .
limf(r")_f(x‘})r:-lim 0-0 =0 (3)
;R tn 43 x{i o tn o xO
10" %]
10"

lui x¢ cu n zecimale exacte). Se demonstreaza usor cd (2,),,, este din [0, 1]

Fiet.)... , nde ¢ = ((,),s este de fapt sirul aproximarilor

$1 cd este convergent la xp. De asemenea 0 < x,



Deoarece t#,, scris ca mai inainte s-ar putea si nu fie o fractic

ireductibild, rezulti ci scriindu-l ca fractie ireductibili 7 =Z£2, unde

9y
7,€N',g,e N, avem ¢, <10". Obtinem astfel:
- %
‘f(r,,)~f(xo) % o or RN R
tn_xo tn — X qn(xﬂwtn) 10"__L
. 10"
Deducem ca lm_f (t’;)"f (%) chiar dacd existd nu poate fi egald cu O.
Y n _xﬁ

Tinand seama si de relatia (3), rezulti ci f nu admite derivati in xo.-
Continuitatea si proprietatea lui Darboux.

Este cunoscutd ,,apropierea” dintre notiunea de continuitate a unei functii
“pe un interval si proprietatea lui Darboux. La o analiza mal aprofundata insa
diferentele dintre ele pot deveni surprinzator de mari.

Convenim ca in continuare, prin interval, si intelegem interval
nedegenerat. Este clasic urmétorul rezultat (vezi R6.2.13 a):

, dacd x#0
12.1.8. Propozifie Functia f:R—R, f(x)={""5> 9808 ¥

& , dack x=10
este discontinud in x = 0. Ea are proprietatea lui Darboux daci si numai daci
ael-1,1].

Cat de “bogata” poate fi multimea punctelor de discontinuitate ale unei
functii care are proprietatea lui Darboux ? Un posibil rispuns este continut in :
12.1.9. Propozitie Existd functii cu proprietatea lui Darboux si care
sunt discontinue in toate punctele intervalului de definitie.
Demonstratie: Exemplul pe care il vom prezenta i se datoreazi, intr-o
forma ugor modificati, matematicianului francez Henri Lebesgue.
Amintim ¢3 orice x € [0,1) admite o scriere in baza 2 fari perioada 1 si in
plus putem conveni ¢ 1=0,1111... .
Considerdm functia f:[0,1]—[0,1] definitd astfel: pentru fiecare xe [0,1]
scris in baza 2 sub forma x =0,q,a,4;...

f(X):{

0 , dacd (V) ke N sirul (a,,,,),., nu este periodic
0,457,048, - .-, dacd sirul (a,,,,),5; este periodic cu rangul k.



In continuare vom ardta mai mult decit ci f are proprietatea lui Darboux
si anume ci pentru orice a,b€[0,1], a<b are loc f([a,b])=[0,1].
Deoarece a < b, ele vor avea scrierea binara:
a=0uu,.. .ulxaq,...c0...
b=0,uu,...ul...
unde s,2e N, (dacd s=0 sau r=0, dispar cifrele wu,...u; respectiv
oo, ...a, )
In scrierea lui a apar o infinitate de cifre 0, deoarece din a<b, rezulta
a <1, iar 1 este singurul numdr care am convenit cd are perioada 1.

Fic acumun A€[0,1], A=0,A4A,... .
Alegem c=0,uu,..u0aa,...al110...04,04,04,..., unde

pori
pe {1,2} este ales astfel incat cifra 0 din fata cifrei A, sa fie de rang impar in
cadrul sirului cifrelor de dupi virguldi. Vom nota cu 0 aceastd cifrd 0. In
scrierea lui ¢, sirul cifrelor de rang impar de dupa virguld este:
e P ) s
Acest sir este periodic incepand cu 0, fiind constant nul. Nu poate fi
periodic incepand cu un termen de rang inferior, deoarece cifra 1 din fata cifrei
0 nu se regaseste in termenii de rang superior. Rezultd f(c¢)=0,A4,4,...= 4.
Mai avem:
a=0,uu,..uloq,...a0...
i X USTE SR T § s A SR
b= Oty i |
st deci ce€[a,b]. + fiind arbitrar in [0, 1], rezultd f( [a,b] )=[0,1]. Asadar f
are proprietatea lui Darboux. |
Mai mult, rezultd c¢@ pentru orice vecindtate V a unui numdr x, € [0,1]
are loc  f(¥'N[0,1]) =[0,1] obtindndu-se de aici ci f nu este continui in xo.
xo fiind arbitrar, rezulti ci f nu este continua in nici un punct al domeniului de
definitie. : -
12.1.10. Corolar Existd functii w:R — R , care transforma orice
interval in R, (asadar functia w este nemarginita pe orice interval)
Demonstratie: Considerdam f :[0,1]—[0,1] functia definitd anterior $1
functiile:



¢:R—[0,1], (p(x)=-;-+—l-arctgx,
T

0 ,dacad x=0 sau x=1

tg(ﬂx —?—;-), daca xe (0,1).

Evident functia ¢ este continud, strict crescatoare, iar functia y este surjectiva.
Fie w:R—>R,w=yo fo@p. Pentru orice interval I CR, J=¢(l) este

interval si de aici w(Z) =y o fo@() =y (f (@) =y (f (/) =y ([0,1]) =R
Se cunoagte comportarea aleatorie in raport cu operatiile algebrice a
functiilor cu proprietatea lui Darboux, acestea fiind stabile doar in raport cu
compunerea functiilor (acolo unde compunerea se poate efectua; vezi paragraful
6.3.). Ne putem intreba ce se intdmpld dacd se intdresc cu putin proprietatile
madcar a uneia dintre funcfii. _
12.1.11. Propozitie Exista functii »,v:R —> R, u continud §i v cu
proprietatea lui Darboux astfel Incit « +v nu are proprietatea lui Darboux.
Demonstratie: Consideram functia w definitd in Corolarul 12.1.10.
Reamintim ca pentru orice interval

ICR, w)=R. (1)
Fie A:{xe ]R| w(x)=x}.Deﬁnim functiav: R >R,
{w(x), daci xe R\ 4
w(x) =

y:[01]->R,y(x)=

1+x, daca xe€ 4.
Asa’definitd, functia v are proprietatea cd v(x) # x, (V) xe R.
Vom ardta cd v are propriectatea lui Darboux demonstrind ca
(M) a,beR, a<b, v((a,b))=R.
Fie pentru aceasta a,be R,a<b si fie ye R. Din relatia (1) deducem ca
existd xe (a,b) astfel incat w(x)=y.
Daca xe R\ 4, atunci obtinem:
v(x) =y (2)
Daci x€ A4, atunci consideram intervalul (x, b), rezultand din (1) ca
existd re€ (x,b)astfel incat w(r)=y.
Deoarece avem ¢ # x = w(x) =y =w(t), rezultd t& A si de aici
| wt)=w(t)=y (3) ¥ 4
Din (2) si (3) rezultd cd existd x sau ¢ 1in intervalul (a, b) astfel Incat
v(x) =y sau v(t) =y, adicd v((a,b))=R.
Consideram acum u:R — R, u(x) = —x, functie care este evident continua.
Deoarece v(x) # x, (V) xe R, rezultd cd functia u# +v nu se anuleaza.



Alegem x, <0 astfel ca v(x,) >0 si x, <0 astfel ca v(x,)<0.
Avem:

u+v)(x)=-x +v(x)>0
(u+v)(x,)=-x, +v(x;) <0

si cum u +v nu se anuleazd, rezultd cd u+v nu are proprietatea lui Darboux.
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