11. Ecuatii transcendente

Aceastd temd constituie o continuare fireascd a temei 7: “Ecuatii
exponentiale i logaritmice nestandard”, din Matematicd pentru grupele de
performantd, pentru clasa a X-a.

Consideram ecuatia f(x)=0, unde f:D— R, D C R este o functie
datd. Daci f este o functie polinomiald nenul, atasatd unui polinom din C[X],
ecuatia se numeste algebricd. O ecuatie care nu poate fi redusi la o ecuatie
algebricdy folosind operatiile: adunare, inmultire, ridicare la putere, etc., se
numeste transcendenti. .

De exemplu x’ —5x+2 =0 reprezinti o ecuatie algebrici de gradul 3;
aratam ca ecuatia In(1+x)=2-2x, x>~1 este transcendenti. Presupunem
contrariul: existd un polinom nenul Pe R[X ] astfel incit pentru functia sa
polinomiald f, avem: f(x)=In(l+ x)+2x~-2, pentru orice x >—1. Evident P

nu este un polinom constant. Fie grad P=ne N” . Derivind de n+1 ori in ambii
(-1)" - n!
(x +1)n+1 4

Punéand x = 0, obtinem: 0 = (—- 1)" -n!, care evident reprezinti o contradictie.
Nu ne propunem si verificdim cd anumite ecuatii sunt sau nu
transcendente, scopul nostru este de a rezolva astfel de ecuatii.

‘Nu existd metode generale de rezolvare. Fiecare ecuatie propusa trebuie
examinata aparte: i se cautd caracteristicile si pe baza lor se elaboreazi un mod
de rezolvare.

Vom indica citeva moduri de abordare a acestor ecuatii. in mare parte,
acestea au fost expuse in tema mai sus amintitd, dar de data aceasta avand la
indemanad puternicul instrument oferit de aparatul analizei matematice.

membri ai relatiei de mai sus, obtinem: 0= pentru orice x> —1.

11.1. Utilizarea monotoniei unor functii
Amintim céteva rezultate cunoscute din teoria functiilor.

11.1.1. Propozitie: Fie f,g:A—> R, ACR.
a) Daca functiile f si g sunt strict crescatoare (descrescitoare) pe A, atunci
ft+g este o functie strict crescédtoare (descrescitoare) pe A.

b) Daca f,g:A—> (O,c»o) sunt strict cresciatoare (descrescitoare), atunci
f - g este functie strict crescidtoare (descrescitoare).



11.1.2. Propozitie: Fie f:A— B, g:B = C.

a) Daci fgi g sunt functil strict monotone, de aceeasi monotonie, atunci
go f este strict crescatoare .

b) Daci f, g sunt functii strict monotone, de ‘monotonii diferite, atunci
g o f este strict descrescatoare. -

11.1.3. Propozitie : Dacd [ C R este interval §i f:I— R este 0 functie
derivabila pe I, atunci sunt adevarate urmitoarele afirmafii:
a) feste crescitoare dacd §i numai daca Ffiix) 20N xel

b) feste descrescitoare daca si numai daci f (x) <0, Vxel.

11.1.4. Propozitie Daci functia f este strict monotona pe un interval I, 1ar ¢
este o constantd reald, atunci ecuafia f(x)=c are pe intervalul I cel mult 0

solutie. -
Demonstratie : Fie f o functie strict crescitoare. Presupunem cd ecuatia
f(x)=c are cel putin doua solutii diferite x,,x, pe intervalul L Fie x, <x,.

Din f strict crescatoare rezults  flx,)< f (x,). Contradictie cu

f(x1)= f(xz)-':c.

11.1.5. Teoremi : Dacd functiile f §i g sunt monotone pe intervalul I, de
monotonii diferite, cel putin una dintre ele strict monotond, atunci ecuatia
f(x) = g(x) are cel mult o solutie in intervalul L

Demonstratie : Fie f strict crescatoare, iar g descrescatoare pe intervalul I
Presupunem cé existd cel putin doud solutii diferite x,, x, din intervalul I, ale
ecuatiei f(x)=g(x). Fie x, <x,. Atunci f(x)=g(x)2glx;)= Tix,):
Contradictie cu f functie strict crescatoare pe mtervalul L

11.1.6. Teoremd : Daci functia f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I
(in particular dacd f este continui pe 1 ) §i dacd a,b€ [ astfel incét

f(a)- f(b) <0, atunci ecuatia f(x) =0, are cel putin o solutie intreagib.



11.2. Rezolvarea unor ecuatii cu ajutorul teoremei lui Rolle §i a teoremei
lui Lagrange

11.2.1. Teorema (Rolle):

Fie a,be R, cua<b,iar f: [a,b]—> R o functie continua pe [a,b],
derivabila pe (a,b) si f(a) = f(b). Atunci existd cel putin un punct ce€ (a,b)
astfel incat f (¢)=0. -
11.2.2. Consecinti : Intre doui riadicini ale unei functii derivabile pe interval
se afld cel putin o radacina a derivatei.

11.2.3. Teorema (Lagrange): ;
Fie a,b€e R,cua<b, iar f: [a,b]——) R o functie continua pe [a,b] si

[ F@ _ .
b—a

derivabild pe (a,b). Atunci existi ce€ (a,b)astfel incat

11.3. Utilizarea convexitatii

11.3.1. Definitie : O functie f:I — R este convexa pe intervalul 7 C R daca
oricare ar fi x,,x, € I, V A€ 0,1] are loc inegalitatea:

fOx, + A= A)x, )S Af (x) + A=) f(x,) .
Daci inegalitatea este de sens contrar, functia se numeste concava.
Daci inegalititile precedente sunt stricte, atunci spunem ca f este strict convexa
- ( strict concava). :

11.3.2. Observatie : Functia f este concava pe intervalul I daca si numai daca
—f este convexa.

11.3.3. Teoremia (Jensen): Fie I € R un interval, iar f:I — R o functie.
Atunci f este convexd dacd §i numai daca oricare ar fi ne N, n22,
X, X5 elisb A oAy, ddn 20 Jow Agithods shaci+ AR L, are loc:

; f(’llxl + A, %; +'"+A'n'xn)sA’lf(xl)+2'2f(x2)+‘"+lnf(xn)'

11.3.4. Propozitie :

" a) Produsul dintre o functie convexa si o functie constantd pozitiva este o
functie convexa. '

b) O suma de functii convexe este o functie convexa.

c) Daci g:I — J este convexd pe intervalul I, iar f:J — R este convexa s

crescitoare pe intervalul J, atunci f o g este convexa.



“'d) Dacd f:1->J este inversabild pe intervalul I, iar g:J — I este inversa

sa, atunci:
1) fconvexa si crescatoare = g concava §i crescatoare
2) fconvexa si descrescatoare = g convexa $i descrescatoare
e) Dacd f:I— R este convexa si neconstantd pe intervalul I, atunci f nu-gi

poate atinge valoarea cea mai mare in interiorul intervalului.
Demonstratie : Punctele a) si b) se verificd imediat. Demonstram c). Din g

convexd pe I, rezulta- g((l—r)x1 + zxz)s (1-1)g(x,)+1g(x,), oricare ar fi
x,x,€1,¥1e|01]. Cum f este crescitoare si convexd, rezulti:
(fogX=-t)x, +1x,)< :

fa-Dgx) +1g(x,))<A-1)(fog)lx )+ 1(fog)lx,), deci fog este

convexa.
Atentie : Compusa a doua functii convexe nu este neaparat o functie convexa.

Contraexemplu: Fie g: [— 1,1] —> [0,1], plk)s=a dar f: [0,1]—) R, [(x)=—x.
Deci f'si g sunt convexe, dar (f o g Xx) = —x nu este convexi.

d) Demonstram numai 1). Daci f este crescitoare, atunci si g = f ' este
crescatoare. Aratam cid g este concava. Pentru y, y, € J exista x,, x,,x€ [
astfel incat f(x,)=y,, f(x)=y,, f(x)=(1-1t)y, +ty,. Din f convexa
rezulta: f((l X, 6 )S ) Lx) ¥ tf(xz) =(1—-1)y, +ty,. Dar f este
crescatoare s de aici avem: =11 =2k =% adica
(11yg{ y Y tpy, ) s g((l—-z‘)yl 2 tyz), adica g este concava.
e) Demonstram prin reducere la absurd. Presupunem ca f isi atinge cea mai
mare valoare in x, din interiorul intervalului I. Deci existd x,, x, € I astfel
incat S s si )< )s it Il e o Punem
x, = (1—1)x, +tx,. Inmultind prima inegalitate cu (1-t) si a doua cu t si
adunam: (I-D 6, )+ F )< [, )= f((l—z‘)x1 +tx2), relatie’  :© care
contrazice convexitatea lui f.

11.3.5. Propozitie : Daca functia f : 1 — R este strict convexa pe intervalul I,

lar g:I — R este o functie liniard, atunci ecuatia f(x)= g(x)are cel mult
doua solutii pe intervalul L.

Demonstratie : Admitem ca exista cel putin trei solutii diferite x,, x,, x,. Fie
x, € (x,,x,). Atunci existi A € (0,1) astfel incat: x, = Ax, + (1—A)x,. Dar
flx;)=g(x;)=Ag(x, )+ (1= A)g(x, )= Af (x,)+ (1= A)f (x, ). Contradictie cu f

strict convexa. '



11.4. Probleme rezolvate
R11.1.1 Si se rezolve ecuatia:
x* —6x>+3x+6xlnx+2=0, x>0.

Solutie :
Consideram functia f:(0,0)—= R, f(x)=x’—6x" +3x+6xInx+2.
_1)\2
Atunci f (x)=3x*-12x+6Inx+6 si f"(x):ﬁ(x D >(, pentru orice
X
Xe (0,00).
Variatia functiei f este redatd in tabelul urmator:
X 0 1
f(x) + + + +0+ + + +

£ g S0 B

Deducem ca x = 1 este unica solutie.

R11.1.2 Si se rezolve in R ecuatia: (JST)‘-Z"' =1.
Solutie :
e fr: B 3 Boufin) modedBuboit 275 oARmNCH

A Syl f(x)*——((w/_)'lnii 2" ln2)curadacma

= log J— -?n—g- Se verificd cd x; € (2,4).

Varlapa functiei f datd de prima derivata este redatd in tabloul:
X S o 2 X0 4 e

f(x) + + + 0

Fogy quists A A0 asiiely \,




Deci f este strict crescatoare pe (—eo,x,] si strict descrescitoare pe
[x,,0). Din teorema 11.1.4 deducem ca ecuatia f(x)=0 are cel mult cate o
solutie pe fiecare din intervalele (=0, x, |, respectiv (x{,,oo). Se verifica ca
x=2 € (—- m,xo) six =4 € (x,,00) sunt solutii, deci acestea sunt singurele
solutii ale ecuatiei date.

R11.1.3 Siserezolve ecuatia: e =xInx+1, x€ R
Solutie :
" Functia  f:(0,0)> R, f(x)=e"" —xIlnx-1  are  derivatele
f=e-Inx-1, f (x)=€"" -—l, ¥ ) +-1? >0.Rezulticd f
7.4 X ]

este strict crescitoare, asadar x = 1 este unica solutie a ecuatiei f (x)=0.Cum
f (1)=0, rezultd ca f (x)>0 pentru x€ (0,1) si f (x)>0 pentru x€ (1,00),
deci f este strict crescatoare pe (O,oo). Cum f(1)=0, ecuatia data are unica
solutie x=1.

: : xsinz, dacd x € (0,1]
R11.2.1 Se considera functia. f: [0,1]#7» R, f(x)= X :

0, daca x=0

1 e
,— 1|, ne N, sa se arate

Aplicand teorema lui Rolle pe fiecare interval [
n+l n

ca ecuatia fgx = x are solutii pe fiecare interval (nm,(n+ r).

Solutie :

Se verifici cd f este continud pe [0,1], derivabila pe (0,1) si

£ ) =sinz-ZcosZ,V xe (01]. Cum f(—l——]: f(—l-)=0, suntem in
X IO X n+l n

Sl : 2 canad 1 o
conditiile din teorema lui Rolle, deci exista c, e( ,-—} astfel incat

n+l n
' D e s M /4 ) q: =z o ¢
f (c,) =0, adica: sin— ——cos— = 0. Obtinem rg— =—, deci — este
Cﬂ Cf‘l Cﬂ cﬂ Cn C?l



solufie a ecuatiei fgx = x. Cum cne( 1 —1-], avem = ¢ (nr,(n+1)r),
ntin ¢

n

pentru orice n€ N .

R11.2.2 Saserezolve in R ecuatia: 2* +3* +6* =3x? +5x+3.

Solutie :

Observam cd ecuatia are solutiile x, =-1,x, =0, x, =1. Ardtim ci

acestea sunt singurele solutii.
Consideram functia f : R —» R,

f(x) =2* +3% + 6" —3x* —5x - 3. Presupunem ci existi x, & {~1,0,1} astfel
incit f(x,)=0.Conform teoremei lui Rolle, f (x) =0 ar avea cite o solutie
pe fiecare interval cu capetele solutii consecutive ale lui f(x)=0.Deci f ar
avea cel putin 3 solutii diferite.

De aici, f (x) =0 ar avea cel putin dou solutii reale, iar f (x) = 0ar avea cel
putin o solutie reald. Dar f'(x) =2*(In2)’ +3*(In3)’ +6*(In6)’ >0, V x€ R,
deci presupunerea facuta este falsa.

R11.2.3 Rezolvati ecuatia: 3* +6* =4 +5*,
Solutie : :
1 , 3 6X _S.’C 4x __3I
Ecuatia se scrie =

65 4-3
t>0, céreia 1i aplicdim teorema lui Lagrange pe intervalele [3,4] si [5,6]. -
Deducem ci existdi 7, € (34) si t,€(56) pentru care 4* —3* = xt* i
6" —5" =xt;”. Atunci ecuatia se mai scrie: xt/' =xtX' sau echivalent

x(t;‘“‘ - tf'l)z 02 Obtinem x =0 san. # =¢". Com 1, >piivil

. Consideram functia f(r)=1t",

x=1
t e . . =
[__.tz ] =0 rezultdi x,=1. Solutiile ecuatiei sunt x, =0si x,=1.
1

R11.2.4 Rezolvati ecuatia: (x+1)-3* =2* + x-4*.
Solutie :
3" -2 x-4"-x-3"

Scriem ecuatia sub forma = . Notdm
i 3-=2 4-3
£ [2,3]—> R, f()=t"si g: [3,4]—> R, g(t)=xt*. Din teorema lui Lagrange

rezultd ci existi ae(2,3), be(3,4) astfel ca f'(a)=g (b), de unde




x—1
xa*”? = x*p*". Rezulti x, =0 sau a*' =xb*". Din x =(—§) si O<%<1.

Obtinem x,=1. In concluzie, solutiile ecuatiei sunt x, = 0si x,=1.

R11.2.5 Sa se arate cd ecuatia —l—cosx Sord - =0 are in intervalul
2 (x+1)
(27, 3%1 cel putin o solutie.
Solutie :
Consideram funcfia f(x)=sinx— ﬁz—i— , x20. Avem
2t

f(2r)<o, /(52’5}0 si f(37)<0. Deci existi x, € (2::,%‘-) si

X, € (%E ,37:} astfel incat f(x,) = f(x,) = 0. Rezulta din teorema lui Rolle ca

existd x, € (xl,xz) cu f'(xo) =0. Cum f (x)=cosx-— ( 31)2 , obtinem
_ X

rezultatul din enunt.

R11.3.1 Sa se rezolve in N:
a*+@+2) " +@+6) =(a+1) " +@+3)*+(@+4)",unde a>1.
Solutie : -
Evident x = 0 si x = 1 sunt solutii. Aratdm ca ecuatia nu are alte solutii.
Functia f : [O,oo)—) R, f(t)=t",unde ne N, n = 2 este strict convexa. Atunci

din definitie obtinem: +: ;b >(a-;b] ,pentru a,b >0, a # b . Deci:
a” +(a+2) G 2a+ 2 (B

2 2
(a+2) -62-(a+6) >(2c12-t-8) A

..(4sz+6)"t-i~¢:zjr >(2a+6

- 5 ) =(a+3)"



~ Adunénd aceste relatil, obtinem: _
a*+(a+2) +(a+6)" >(a+1)" +(a+3)" +(a+4)". Deci ecuatia nu are alte
solutii. "

: 3
R11.3.2 Fie a>1, afixat. Saserezolve inR ecuatia: a* +a* =a° + Ja.

Solutie :
Functia f:R—> (0,0), f(x)=a" este convexi si crescitoare pe R.
1

Funchia g : (0,00 )-—> R, g(x) = a* este convexi pe (O , ©© ),deoarece
: | .
g £x) 5 —I;a‘(2+l]na)lna >0, pe (0,00). Rezultd ci f + g este convexa
X

X
pe (O,OQ), prin urmare ecuatia dati are cel mult doui solutii in (0, ).

- i ey : &
Acestea sunt 2 §i B in intervalul (~<,0), ecuatia nu are solutii deoarece

]
a* +a* <1+1<a’++a,oricare ar fi x€ (= 0,0).

R11.3.3 Sise rezolve ecuatia: (2x+4)-4* —(2x> +6x+5)-2* +x+1=0.
Solutie :
Ecuatia se scrie in forma echivalenta: [(x +2)-2"" - IJIZ‘ ~{x+ I)J: 0.
Obtinem: (x+2)-2*" =1 sau 2" = x +1. Ecuatia (x+2)-2*"' =1 nu are solutii

pe (—oo,—Z], 1ar pe (— 2,%0) ecuatia se scrie 2 1=-—-—-—E cu solutie unica
Th

x, =—1, deoarece membrul stdng este o functie strict crescitoare, iar membrul
drept este o functie strict descrescatoare.

Ecuatia 2* =x+1 are solutiile x, =0 si x, =1 §i nu mai are altele
deoarece graficul unei functii strict convexe si o dreaptd au cel mult doui
puncte distincte comune (propozitta 11.3.5).

In concluzie, ecuatia dati are solutiile: x, = -1, x, =0 si X =1



