13. Ecuatii functionale in analiza matematica

Multe dintre ecuatiile functionale care au fost studiate pana in prezent,
au aparut in mod natural, cdutind functiile care verifici anumite proprietats
dorite. In rezolvarea unei ecuatii in care domeniul de definitie $i codomeniul au
si structuri algebrice si structuri topologice, metodele de algebra si de analiza
matematici se intrepitrund. Impunerea unor conditii suplimentare asupra
solutiilor (derivabilitate, continuitate, monotonie) permite de multe ori
determinarea tuturor solutiilor dintr-o clasa de functii, solutii care se
caracterizeaza greu in caz general.

13.1. Ecuatia lui Cauchy pe R

Ecuatia functionald considerata de Cauchy inca inainte de anul 1900, pe
cat de naturald, s-a dovedit deosebit de dificild, pardnd ca solutia "scapa printre
degete". Determinarea solutiilor discontinue (nebanale) ale acestei ecuatii a dat
de lucru multor matematicieni. Munca lor a contribuit la dezvoltarea sau
consolidarea unor domenii diverse ale matematicii: spatii vectoriale, baze
Hamel, cardinale, densitate, teoria masurii, structuri algebrice, morfisme.
Proprietitile surprinzitoare ale functiilor aditive discontinue, ofera o multime
de exemple de functii "patologice”, multe din ele contrazicand intuitia §i
demonstrand necesitatea rationamentului algebric abstract.

Definitia 13.1.1. Ecuatia functionala

©): { f:R—>R
|G+ =f0+f(y); xyeR
se numeste ecuatia lui Cauchy iar solutiile ei se numesc functi aditive.
Teorema 13.1.2.Daci f:R — R este o funcie aditiva, atunci:

(a) f(q)=gqf (1), pentru orice g€ Q

(b) f(gx)=qf (x), pentru orice g€ Q si x€ R
(c) Functia g:R— R, g(x)=f(x)— f(1)-x, xe R este functie aditiva

si restrictia ei la Q este g|,=0.

Demonstratie. Din conditia f(x+y)=f(x)+f(y); x,yeR, prn
inductie rezultd f(x, +x, +...+x,)= f(x)+ f () +...+ f(x,) si in particular
f(nx)=nf(x); n€N

f(0)=0

f=nx)+ f(nx) = f(O) 0 deci f(—nx)=-nf(x).
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f[_mi]=lf(mx)=f‘_f(x); mneZ. n#0, xeR, deci f(gx)=gf(x);
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Pentru x=1 obtinem f(g)=gf (1), g€ Q, deci punctele (a) si (b) din
teorema sunt demonstrate. '

(©) Din (a) f(g)=gf(); g Q, deci f(q)=f(g)~gf)=0. Avem
Cg(x+y)= fx+ -+ NfD=fO) - D+ -y D)= g(x)+g(y)
x,y€ R, deci g este aditiva.

Observatia 13.1.3. ¢ Din (a) rezulta ca restrictia la Q a unei functii
aditive este perfect determinatd de valoarea f(l). (Daca f:R—R si

g :R — R sunt functii aditive cu proprietatea f(1)= g(1) atunci flo=glo)-

e Din punctul (c) rezulti ca orice functie aditiva f:R—>R este de
forma f(x)=g(x)+ax, unde g:R-—> R este functia aditiva §1 gl,=0, deci
clasa functiilor in care se cautd solutiile ecuatiei lu1 Cauchy se poate restrange la

functiile ce au restrictia la Q, functia nula.
Teorema 13.1.4. Daci g:R — R .este o functie aditiva si g|o=0,

atunci pentru orice interval nevid (a,b) c R avem:

a) Daci g este marginitd pe (a,b), atunci g este marginita pe R.

b) g((a,b)) =g(R).

¢) Daci g este marginita pe (a,b), atunci g =0.

d) Dacd g #0, atunci multimea g((a,b)) este densa in R.

Demonstratie. Afirmatia a) este o consecinta a afirmatiei b).

b) Fie y, = g(x,)€ Img = g(R) s§i g un numar rational din intervalul
(a—x,,b—x,). Atunci Xx, +g€ (a,b) si  g(x,)+g8(q)=g(x,), deci
Yo = 8(xy +q)€ g((a,b)) .

¢) Presupunem prin absurd cd existd x, € R astfel ca g(x,)#0.Din
g(nxy) =ng(x,), neN rezultd ci multimea {g(nx,)|n€ N} este nemarginita,
deci g(R) este nemdrginitd si din punctul a) rezultd ci g este nemarginita pe
(a,b).

d) Fie x, € R astfel ca g(x,)# 0. Folosind punctul b) este suficient sa
aratim ca Im g = g(R) este densd in R. '
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Observatia 13.1.5. Dacd g:R — R este o functie aditiva §i g|o=0,

atunci Img = {0} sau Img este o multime densa in R.

Teorema 13.1.6. Daca f:R — R este o functie aditivd i are una din
urmatoarele proprietati:

a) f este marginitd pe un interval (a,b) CR

b) f este local marginita

¢) f este monotonad

d) f este continua
atunci f(x)= f(Dx,(V)xeR.
_ Demonstratie. a) Dacd f este marginitd pe (a,b), atunci functia
g:R—=R, g(x)= f(x)=xf(1) este marginitd pe (a,b) si din Teorema I,
punctul e), g este aditiva si g |,=0.

Din teorema 2, punctul ¢) rezultd ca g =0, deci f(x)=xf(1), xe R.

b) Daci f e local mirginitd, atunci pentru orice x, € R existd un interval
(a,b) c R astfel ca x,€ (a,b) si g este marginitd pe (a,b), deci suntem in

ipoteza a).
¢) Daca f este monotona si a <b , atunci
f(a,b)) C f(la,b])=[A,B],
unde A=min{f(a),f(b)} si B=max{f(a), f(b)}, deci f este marginitd pe
(a,b) sisuntem in ipoteza a).

d) O functie continud transforma intervale inchise in 1ntervale inchise.
Dacd a <b, atunci f((a,b)) C f([a,b])=[A,B}, unde

A=min{f(x)|x€ [a,b]} si B=max{df(x)|xe[a,b]},
deci f((a,b)) este mirginitd si suntem in ipoteza a).
Definitia 13.1.7. O functie discontinui f:R—R care verifica
ecuatiile Cauchy f(x+y)= f(x)+ f(¥), x,y€ R se numeste functie Hamel.






