Multimi legate

La etapa judeteana a olimpiadei de matematica din acest an ( 2006 ), una din
problemele propuse la clasa a VII-a definea multimile legate ca fiind multimi de 4
numere naturale cu proprietatea cd pentru orice x din multime cel putin unul dintre
numerele x-1, x+1 este in M. Vom incerca 1n aceasta nota sa definim multimile legate de
ordin k eliminand conditia ca multimea sd contind patru elemente si apoi vom incerca sa
identificam o metoda de calcul a diferitelor tipuri de submultimi legate ale multimii
A={1,2,3,.....,n}.

Definitia 1: O multime M de numere naturale se numeste simplu legata dacd este
multimea vida sau dacd pentru orice x din multime cel putin unul dintre numerele
x-1, x+1 este in M.

Observatia 1: O multime nevidd de numere naturale simplu legatd este formatd din
“blocuri” de numere consecutive de lungime cel putin 2.

Definitia 2: Fie £ 21. O multime M de numere naturale se numeste legatd de ordin k
daca este multimea vidd sau daca pentru orice x din M, cel putin una din multimile

{x-i, x-i+1, ...., x-i+k} cu 0 <i <k este inclusi in M.

Observatia 2: O multime nevidd de numere naturale legata de ordin k este formatd din
“blocuri” de numere consecutive de lungime cel putin k+1. Dacd k=1 se obtine definitia
multimilor simplu legate. Multimile legate de ordin 2 le vom numi si multimi dublu
legate.

Fie acum multimea A,={1, 2, 3, ....., n}. Ne punem problema sd determinam
numarul submultimilor lui A, simplu legate si respectiv dublu legate .

a; € {0,1}

orice 1<7<n; un astfel de n-uplu il vom numi si n-cuvant. Vom asocia de asemenea

Vom considera in acest sens multimea n-uplelor (al 85005 an) in care pentru

fiecarei submultimi X a lui A, un n-cuvant format in felul urmator: Dacd i € X atunci
a;i=1 altfel a;=0.

Definitia 3: Se numeste n-cuvant legat de ordin k un n-cuvant asociat unei multimi
legate de ordin k.

1
Vom nota cu L , numarul n-cuvintelor legate de ordin 1 pe care le vom numi si

n-cuvinte simplu legate.

Propozitia 1: Cu notatiile anterioare avem urmatoarea relatie de recurenta:

1 gl 1 1 .
L, =L ,+L ,+L,, pentru orice n > 4.
Ll

n-1,

Demonstratie: Intr-adevar, numarul n-cuvintelor simplu legate care incep cu 0 este
Numarul n-cuvintelor simplu legate care incep cu 1 il vom calcula astfel: Vom observa



pentru inceput ca un astfel de n-cuvant are in mod obligatoriu in pozitia a doua elementul
1. Dacd la primele doud pozitii addugadm toate (n-2)-cuvintele simplu legate care se
formeaza cu restul pozitiilor dintr-un astfel de cuvant se obtin n-cuvinte simplu legate.
Deasemenea n-cuvinte simplu legate mai putem obtine si dacd in pozitiile 3 §i 4 punem 1
si respectiv 0 iar in rest (n-4)-cuvinte simplu legate. Prin urmare numarul n-cuvintelor

simplu legate care incep cu 1 este: L,+L,., si deci relatia de recurentd este acum
justificata.

Folosind un program simplu de calculator creat in limbajul Pascal am completat (prin
identificare si numarare a submultimilor legate fara a folosi recurenta anterioard)

urmatorul tabel:

k le
0 1
1 1
2 2
3 4
4 7
5 12
6 21
7 37
8 65
9 114

1
Bineinteles ca avand calculate valorile Ly cu2<k<s , se pot calcula folosind relatia de
recurentd dedusa si celelalte date din tabel dar din curiozitate am continuat s calculez cu
calculatorul si pentru a verifica astfel relatia de recurenta dedusa.
2
Vom nota cu L& , numarul n-cuvintelor legate de ordin 2 pe care le vom numi §i n-cuvinte
dublu legate.

Propozitia 2: Cu notatiile anterioare avem urmatoarea relatie de recurenta:

Li = Li—l + Li—S + Li—s + Li—6 pentru n= 6_

Demonstratie: Intr-adevar, numarul n-cuvintelor dublu legate care incep cu 0 este Lifl.
Numarul n-cuvintelor dublu legate care incep cu 1 il calculam astfel: Un astfel de
n-cuvant are in mod obligatoriu in pozitiile 2 si 3 cifra 1. Dacd completdm aceste cuvinte
cu (n-3)-cuvinte dublu legate se obtin n-cuvinte dublu legate. Deasemenea n-cuvinte
dublu legate se mai pot obtine si daca completam pozitiile 4 si 5 cu cifrele 1 si respectiv 0
si in rest (n-5)-cuvinte dublu legate, sau dacd pozitiile 4, 5 si 6 se completeaza cu cifrele
I, 1 si respectiv 0 iar in rest cu (n-6)-cuvinte dublu legate. Prin urmare numdarul

2 2 2
n-cuvintelor dublu legate care incep cu 1 este Loy +L s+ L si deci relatia din

propozitia 2 este acum justificata.

Folosind calculatorul am reusit sa completez (prin identificarea si numararea
submultimilor legate) urmatorul tabel:



k Li
0 1
1 1
2 1
3 2
4 4
5 7
6 11
7 17
8 27
9 44
10 72

Observatie: Relatiile de recurentd deduse in cele doud propozitii permit determinarea
. L . I?

unei formule de calcul pentru ~», respectiv ~n .

Se observa ca numerele obtinute cu ajutorul calculatorului verifica relatia de recurenta.

Folosind relatiile de recurentd deduse si un program corespunzétor pe calculator putem

1 2
calcula La si L, pentru valori suficient de mari ale [uin. =

Staniloiu Nicolae, profesor, Bocsa



