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Ganduri

¢ O parte din timp ne este rapita, alta ne este sustrasa, alta se scurge. Dar
cea mai urata pierdere este aceea datorata neglijentei. Si daca vrei sa bagi
de seamd vei vedea cid cea mai mare parte a vietii noastre o pierdem
facand ce nu trebuie, mare parte ficand nimic, intreaga viatd facand
altceva decat aspiram sa facem.

Seneca

¢ Nu indraznim, nu pentru cad lucrurile sunt dificile, ci pentru cd nu
indraznim, lucrurile sunt dificile.

Seneca
¢ Eu posed cu adevarat doar ceea ce am daruit.

Seneca
¢ Daca vrei sa fii iubit, iubeste!

Seneca

¢ Acoperisul de paie a adapostit oameni liberi; sub marmurd si sub aur
locuieste robia.
Seneca

¢ Pentru aceasta m-am ascuns si am inchis usile, ca sa pot fi de folos la
mai multi.

Seneca
¢ Prefer sa deranjez cu adevarul, decat sa fac pe plac cu lingusiri.

Seneca
¢ Nimeni nu ajunge la Intelepciune din intamplare.

Seneca
+ Fii ingaduitor, céci toti avem nevoie de iertare.

Seneca



Matematica...altfel
de Ovidiu Badescu

Partea a IV-a. Tot despre numere...

Vom prezenta in cele ce urmeaza céteva dintre proprietatile
individuale atribuite de pitagoreici(si nu numai) unor numere naturale.

Numiérul 1 era considerat sursa tuturor celorlalte numere,
simbolizand ratiunea. (Sa gandim doar la faptul ca, adunand succesiv 1 la
el insusi, construim multimea numerelor naturale nenule:

11+1=2,2+1=3,3+1=4,...etc.

Numarul 2 era considerat primul numar feminin, asociat opiniei,
dezbinarii, chiar ipocriziei si duplicitatii. Din punct de vedere geometric,
acest numar 1si gasea exprimarea In dreaptd( determinatd de doud puncte
distincte).

Numarul 3 a fost considerat primul numar adevarat masculin,
asociat armoniei(combindnd unitatea (1) cu diviziunea (2) ). Geometric, 3
era asociat triunghiului(trei puncte nesituate pe o aceeasi dreaptad
determind un triunghi).

Numarul 4 era, pentru pitagoreici, un numar asociat justitiei si
ordinii. Geometric, conducea la vizualizarea tetraedrului(o piramida cu
patru fete triunghiulare); fatd de triunghi, a carui arie are doud
dimensiuni, volumul tetraedrului este tridimensional.

Numarul 6 era considerat primul numar perfect, numarul creatiei.
6 este produsul primului numar feminin, 2, cu primul numar masculin: 3.
Asocierea adjectivului perfect se datoreaza proprietatii lui 6 de a fi egal
cu suma tuturor divizorilor sai naturali, cu exceptia sa: 6 =1+2+3.

(Care este urmatorul numar cu aceasta proprietate ?). Filozoful Philon din
Alexandria sugera ideea cd Dumnezeu a creat lumea in sase zile deoarece
6 era un numar perfect.

Numarul 10 era cel mai venerat, deoarece 1 91+ 2 +3+4, adica
10 combina proprietatile de unicitate (1), polaritate(exprimata prin 2),
armonie (3) cu spatiul si materia(exprimate prin 4). 10 reprezenta asadar
intregul cosmos.

Vom continua, in numarul viitor, incepand cu un numdir mai
special: 5. (Poate ne scrieti chiar voi cate ceva !).



Nasterea numerelor
(minipiesa intr-un act si un tablou)

Micul matematician: Era la inceputul lumii...
O voce: La nasterea numerelor ?
Micul matematician: Da, sa zicem: la nasterea numerelor.
Lumina scade. Apoi este noapte. Tdcerea noptii.
Ziua se trezeste. Apare, ridicat pe piciorul sau unic, Unu.
Micul matematician: Tntr-o zi a fost Unu.
Aceasta a fost prima zi.
leri nu exista,
Maine astepta.
Unu se uitd in stdnga si in dreapta, ca §i cum s-ar asigura cd este
singur.
Unu: Unuuu !
Micul matematician: Din Universul nesfarsit,
Strigatul sau se intoarce Inzecit,...
El a fost singurul care l-a auzit.
Unu, vertical pe talpa sa unica, striga.
Unu: Sunt uniiic !
Micul matematician: El va rdmane unicat,
Plin de el si Incantat.
Apoi, ardtdnd spre Unu:  Si s-a iubit si s-a iubit,
Pana cand s-a simtit ranit,
Ci niciodata el nu s-a privit!
Dupa o scurta pauza: Sa se vada, sa se vada,
La o oglinda s-ajunga degraba!
Unu, saltaret, pe unicul sau picior parcurge scena.
Micul matematician: Pe piciorul sau unic, el stribate lumea,
Toc, tac,..., toc, tac,...toc, tac,
Acolo-i apa limpede a unui lac !
Unu se apropie si el de lac, se apleaca...
Micul matematician: El se-nclina,
El se vede,
fi aratos !
El se-apleaca,
Se saruta,
Radios !
Dar, dintr-o data, el este doi.
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Doi iese din lac.
Micul matematician: (adresandu-se publicului): Ei, da’, pentru a se iubi
cu adevarat, trebuie sa fie doi.
(Dupd o mica pauza): Apa straluceste,
Diamant ce clocoteste,
Ea se-nvarte parca-i beata
Si devine-nvolburata !
Se zareste iesind inca ceva din lac.
Micul matematician: O, un altul, incd unul ?
Trei iese si el din apa.
Micul matematician: Cine esti tu ?
Trei: Numele meu este Trei(si aratd de trei ori spre Unu).
Eu sunt tu, tu si tu.
Unu: Tu pretinzi ca tu esti eu, eu si eu ?
Trei: Da, eu, Trei, sunt tu, tu si tu.
Micul matematician: S-a pornit ! S-a pornit !
Acest voiaj spre nesfarsit
Ce nu mai poate fi oprit.
Pe un tablou, Micul Matematician scrie: 1+1+1+1+.
Unu: Unu plus unu, plus unu, plus unu.
Eu, plus eu, plus eu.
( Din ce in ce mai repede)
Unu plus unu, plus unu, plus unu...
Eu, plus eu, plus eu.
(Apoi calm) eu si eu... si eu, inca o data
si eu Tntotdeauna.
Intotdeauna eu.
Eu in sus, eu in plus, intotdeauna plus !
Nu exista decat de la unu la altul,
De la unic la mai multi.
Micul matematician:(cdtre public): si Unu se adund cu el insusi,
generand numerele de la unul la altul, intr-un lant fara sfarsit.
Apoi, mandru, Unu isi bate pieptul, inainte de a semnala orgolios
multimea de numere de la picioarele sale.
Unu: Unu si altele!(pe fata sa a incremenit un rictus de superioritate).
Unu le dispretuieste pe celelalte.
Ce-ar fi fost ele fara mine,
Ele toate, care nu sunt decat multiplii mei
(dupa un extras din piesa Micul matematician fard importantd de Denis Guedj)
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Cangurasi in 2010

Poiana Pinului — un loc minunat in zona Buzaului. Un loc
inconjurat de o falnicd padure de pini. Cu sigurantd, de aici 1i vine s§i
numele!

Cum am ajuns in Poiana ?! Ca nsotitor de grup.

In urma probei de baraj a Concursului International de
Matematicd Aplicatd ,,Cangurul 20107, in judetul nostru s-au evidentiat
sase elevi (trei la ciclul primar, trei la ciclul gimnazial). Premiul oferit de
organizatori céstigatorilor a fost o tabara la Poiana Pinului, Tn perioada
21 iunie - 28 iunie 2010.

Asadar, am pornit la drum cu Teodora Potocean (clasa a Ill-a, cu
bucurie trebuie sa spun: eleva mea!), Alexandru Branca (clasa a 1V-a) si
Anca Ciobanu(clasa a Vl-a), elevi la Scoala cu Clasele I-VIII Nr.2,
Resita, Darian Fenyes (clasa a IV-a) de la Scoala cu Clasele I-VIII Nr.7,
Vlad Bilean(clasa a V-a), elev la Scoala cu Clasele I-VIII Nr.9, tot din
Resita si Andrada Balmez(clasa a VI-a) de la Scoala cu Clasele I-VIII
»Romul Ladea” din Oravita.

In tabira erau elevi din toate judetele tirii. Si mai mici... si mai
mari...puzderie!

Noi, Carasul, chiar am format o echipa! Unii erau la prima
participare (Teodora), altii veneau aici pentru a patra oara, extraordinar si
sigur benefic: Ancal.

Programul taberei a permis copiilor sa se inscrie in diversele
cercuri de activitati(Picturd pe sticld, Matematica distractiva, Tangram,
Ceramicd, Teatru, Abilitati practice, Decoratiuni interioare, Ritm si
muzicd, Revista taberei). N-au lipsit competitiile sportive, excursiile la
Vulcanii Noroiosi si la Manastirea Ciolanu, chiar daca ploaia ne-a fost
potrivnica!

Elevii nostri s-au implicat in multe activitati, dar ,.tinta” lor a fost
tot ceea ce tinea de MATE: Concursul Gazetei Matematice, Concursul
Problema Zilei”, Concursul PRIM, Concursul de matematicd
Cangurasul.

Cele mai mari emotii au aparut in ziua concursului propriu-zis.
Aveam incredere 1n puterile lor. Stiam ca sunt foarte buni. Dar, ca ei, erau
atatial...

In sfarsit! Festivitatea de premiere a incheiat tabara.

Carasul a fost aplaudat de la primul concurs de postere pana la cel
mai important-Cangurul Matematic.
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As vrea sd-i evidentiez pe fiecare:

Premiul | o Concursul Cangurul Matematic
Premiul | o Problema Zilei
e Ciobanu Anca Premiul 111 © Concursul PRIM
Premiul | o Decoratiuni interioare
Premiul 111 o Pictura pe sticla
Premiul | o Concursul Gazetei Matematica
Premiul 11 o Problema Zilei
Premiul 111 | o Concursul Cangurul Matematic
* Balmez Andrada Mentiune o Concursul PRIM
Premiul | o Pictura pe sticla
Premiul | o Decoratiuni interioare
Diploma de | o Problema Zilei
® Potocean Teodora | Merit
Premiul | o Sah
e Bilean Vlad Premiul I, Il | o Abilitati practice

* Ceilalti au obtinut peste 96 de puncte, adica rezultate Foarte
Bune, in cadrul concursului CANGURASUL.

*Echipajul nostru s-a situat pe LOCUL | la Concursul de postere-
Cangurul.

De fapt, toti am fost castigatori! Dar cea mai Incantata ramane tot
Teodora, eleva cea mai micd. Toate gandurile si le-a asezat intr-0 mic
eseu, Raiul matematic, ce a aparut pe prima pagind a revistei taberei
»Parfum de pin”. Numai citindu-i randurile veti intelege si bucuria, si
emotia, si dorinta de a reveni in acest loc mirific...

Raiul matematic

Potocean Teodora Aura, clasa a Ill-a, Scoala cu Clasele I-VIII
Nr.2, Resita:

,Jatd-ma in tabara din Poiana Pinului! Din clasa a 1l-a am asteptat
ocazia de a castiga aceasta tabara! Am Incercat sa lupt pentru a ma intalni
cu cei mai buni matematicieni §i am reusit. Dupa proba de baraj a
concursului Cangurul asteptam cu emotie rezultatele. Cand am primit
minunata veste, eram entuziasmati si curioasd. Mama-mi spunea mereu
sa lucrez pentru ca numai prin exercitiu voi putea face performanta.
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Drumul pana in acest colt de rai a fost inedit alaturi de cei cinci
coechipieri ai Carasului. Mi-am facut noi prieteni si ne-am Impartasit
gandurile. Cand am ajuns, am vrut sa cunosc toate locurile si activitatile.

Iatd-ma printre voi, amici, colegi, tovardsi de tabara. E minunat!
De ce? Pentru ca sunt inconjuratd de ceea ce mi-am dorit: eu si micul meu
Univers de mate. Mi-au placut competitiile de sah, atelierul de ritm si
muzicd, concursurile de matematica. Am avut parte de excursii si de
plimbari, carnaval si alte Intreceri.

Mare ne-a fost bucuria cand ne-am aflat reusitele la festivitatea de
premiere i am trecut peste tristetea invingerilor. Ce mi-as mai putea dori?
Laurii la care toti tdnjim, Tncununati de triumful cunoasterii. Te iubesc,
stiintd exactd, comoara nepretuita!

Am fost fericitd pentru reusita de a fi un canguras si nu voi
regreta experienta si placerea acestei tabere!”

Inv. Aurica Nitoiu, Regita

Din pacate, din fericire...

Din pacate, articolul Matematica distractiva — o disciplina cu
valente creative aparut in numarul trecut al revistei noastre, contine 17
randuri identice cu cele din prefata uneia dintre cartile Domnului Profesor
Ioan Dancila, fard a fi mentionatd sursa bibliograficd; ne cerem scuze si
pe aceasta cale pentru neatentie si multumim autorului pentru intelegere.

Din fericire, cu aceastd ocazie am ajuns s rasfoim si alte carti ale
distinsului profesor(multe dintre ele ne erau cunoscute), astfel incat va
recomandam cu incredere si caldurd cel putin una dintre ele, care ni se
pare absolut incantitoare si, evident, utildi: Matematica copilului pe
intelesul parintilor(ghid al parintilor — §i nu numai, am adauga noi —
copiilor de 4 — 10 ani), Editura Erc Press, Bucuresti, 2009.

Ne permitem sa citdm cateva randuri:

Pentru a fi bun la matematica trebuie sa nu fi ratat DEBUTUL in
matematicd, debut situat in primii ani de viatd, cu mult inainte de a
merge la scoald!

Mai trebuie sd fii convins ca vei reugi, pentru cd nu exista reusitd
fara incredere in sine. lar aceasta incredere in matematica trebuie sadita
de timpuriu in mintea copilului. Si poate, in plus, iti trebuie o dispozitie
pentru joc, un pic de fantezie si incantare, pentru cd in matematica multe
lucruri sunt fermecatoare.
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Stimati parinti,

A va sprijini copilul sa descopere matematica, ce sursa de
plicere! Ii veti oferi initierea intr-o stiintd indispensabild lumii de mdine,
lumea copiilor nostri. Ca parinti, aveti ocazia sa faceti din orice moment
al zilei un moment de invatare pldcuta a matematicii, punand copilului
intrebari care sa il incurajeze sa gandeascd, sa aiba un sens pentru el.
NU trebuie sa predati copilului notiuni sau reguli matematice.
Incurajati-1 s pund el intrebdri, ca de exemplu: Ce se intampld dac....,
intrebari care NU necesitd un raspuns de tipul DA/NU.

Copilul Tnvata prin punerea de intrebari!

Puneti-i §i dumneavoastra intrebari care sa il conducd la
rezolvarea problemelor. Dacd vi se pare cd ,,o ia aiurea”, reveniti la
punctul in care rationamentul sau era logic.

Ardtati-i respect pentru ceea ce gandeste, acceptatii-i punctul de
vedere. Nu uitati niciodata! Copiii gandesc diferit de cei adulti. Si tineti
cont: copiii obosesc repede, asa ca lucrati cu copilul dumneavoastra doar
atata timp cat este interesat. Nu-/ fortati!

Daca nu stiti ce si cum, sigur cartea despre care vorbim va va
ajuta. Oricum, credem cd nu ar trebui sa lipseascd din casa niciunui
parinte sau chiar Invatator...

Prof. Lucian Dragomir

Un punct de vedere asupra metodelor didactice

A gasi solutia unei probleme este o performantd specificd
inteligentei...”
(George Polya)

Metodele didactice folosite de profesorii de matematica 1in
predarea-invatarea matematicii in scoald se impart(asa se spune) in mai
multe categorii: metode traditionale, metode moderne, metode de invatare
active si metode de dezvoltare a creativitatii(am citat din una din cartile
recomandate pentru orice examen de titularizare sau de obtinere a unui
grad didactic superior). E posibil ca in alte carti, macar interesante, sa mai
gasim si alte incadrari, perfect teoretizate. Credem cd e foarte mult de
discutat aici, Incepand poate chiar cu aceasta Tmpdrtire in categorii, facuta
de cine? Cine stabileste cat e de moderna sau de traditionald o metoda sau
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0 strategie, care e diferenta majora intre ce facem la matematica si ce
facem, de exemplu, la biologie...

Metodele moderne de invatare(urmarind lectiile predate prin carti
de oameni care, de cele mai multe ori, chiar stiu ce fac, si de multe alte ori
cred ca stiu ce fac), sunt: problematizarea si invitarea prin descoperire,
modelarea matematicd, metoda invatarii pe grupe, invatarea prin
cooperare, algoritmizarea si instruirea programata. Pentru fiecare dintre
aceste metode vom da scurte definitii(asa se cere profesorilor care doresc
sd continue 1n aceastd profesie, sd dea definitii), apoi cateva exemple,
astfel incat la final sa@ putem concluziona daca aceste metode moderne de
predare sunt chiar moderne pentru matematica? Oare acum 20, 30, 40 sau
chiar 50 de ani nu se foloseau n predarea matematicii?

Se poate intelege ca demersul nostru este unul distructiv; evident,
ideea e aceea ca dorim sa folosim cele mai bune metode, tehnici, strategii,
etc., pentru a trece, dincolo de termeni elevati, spre matematica apropiata
elevilor, spre a apropia elevii, parintii lor, profesorii chiar, de
matematica...

Asadar, sa vedem.......

1. Problematizarea .

Problematizarea este o activitate didacticdi complexd 1n care
profesorul, prin intrebari, prin prezentarea materialului de invatare, ofera
elevului posibilitatea sa asimileze prin exercitiu, prin incercari, chiar
esuate initial, diverse scheme fundamentale de abstractizare, de
conceptualizare, de rationament si interpretare. (Pentru elevul care, din
fericire, citeste acest articol, e prea mult). Specific problematizarii si
probabil cel mai important pas este crearea de situatii - problema.

De ce este important sd cream o situatie problema? Pentru ca elevul
are posibilitatea sd depdseascad acea practica scolard in care trebuie sa
invete pur si simplu niste lucruri chiar daca nu sunt bine intelese. Elevul
este determinat, impins dacd vreti, sd gdseascd prin eforturi proprii
solutia, ajutat doar de niste mici sugestii, de intrebari abil puse (aici
facem dovada talentului didactic, parerea noastra); elevul este astfel pus
in situatia de a-si utiliza toate fortele intelectuale, imaginatia, logica,
dezvoltandu-si astfel capacitatea de muncad independenta. Asta va trebui
sa faca singur, in viata de dupa scoald... Profesorul creeazd permanent,
sau ar trebui sa creeze, situatii in care elevul, prin activitatea sa proprie,
gaseste, ,,descoperd” chiar, definitii ale unor notiuni, un algoritm de
calcul, o noua metoda de calcul etc.
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Din punct de vedere pedagogic unele situatii problema sunt descrise
ca fiind:

1. Contradictie intre cunostintele dobdndite anterior si noile

conditii de rezolvare a unei probleme.

Descoperirea de citre elevi a notiunii progresie aritmeticd(asadar:
problematizare, invatare prin descoperire...).

Elevii lucreaza inca din clasa a V-a cu siruri de numere in care fiecare
termen Tncepand cu cel de-al doilea se obtine din termenul precedent prin
addugarea aceluiasi numdr. In clasa a IX-a ei invatd cd aceste siruri se
numesc progresii aritmetice, ca acel numar care se adauga fiecarui termen
pentru a obtine termenul urmator se numeste ratie. Elevii invatd in clasa
a V-a cum pot calcula suma a n termeni ai unui astfel de sir, iar in liceu
invatd o modalitate mult mai simpld, adica prin aplicarea unei formule,
deduse logic, evident.

Exemplu:

Calculati suma termenilor sirului: 4, 9, 14, 19, ...99
Cum procedam, unii, de obicei, in clasaa V-a:

1) In primul rand ar trebui sa aflim al citelea termen este 99.
2) Ar trebui cunoscut acum si numarul de termeni ai sirului.
3) Sa facem un tabel de forma(evident, se poate si fara tabel):

nr 4 9 14 19 99
Pozitia(poz) a

numarului(nr) | 1 2 3 4 ?
in sir

poz =(nr+1):5, poz=(99+1):5

poz =100:5, poz =20
VVom folosi in continuare una dintre proprietatile adunarii si vom scrie

suma termenilor astfel:

S=4 + 9+ 14+19+...+99

S=99+94+89+84+...+4
Prin adunarea, membru cu membru a acestor egalitati, ajungem imediat
la: 25 =103+103+103+...+103, apoi 2S=103-20 si deci
S =1030.
Observatie: Nu detinem metoda absoluta, e foarte posibil ca alti dascali
de gimnaziu s& foloseasca alte metode, eficiente, optimale deci, unele pe
care le folosesc in virtutea obisnuintei... am dat doar una dintre ele...
speram insa ca daca elevul incearca altceva, este condus, cu abilitate, spre
rezultatul corect, laudand, apreciind, remarcand....
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Alta observatie: Chiar aici putem remarca alta metoda (evident, pune n
evidenta acelasi demers logic):
Notam cu a,, numarul de pe locul n. Avem astfel:

a =4=51-1
a,=9=5-2-1
a;=14=5.3-1
a,=19=5-4-1

a,=99=5-20-1
Asadar n=20.

Apoi(nu vedem totusi de ce este chiar o contradictie intre cunostintele
mai vechi si cele mai noi), in clasa a IX-a, putem proceda astfel: stim ca
n(a +a,) . e L
S, == si @, =a;+(n-1)r,vn>1, de aici aflam n=20 si apoi
foarte simplu inlocuim in formula de mai sus si aflam suma.
Observatie: Exemplul chiar credem ca este nimerit pentru a crea o
situatie — problema pentru elevii de clasa a IX-a, chiar pentru introducerea
in domeniul progresiilor; asadar elevii nu stiu formule pentru termen
general, pentru calcul de sume... asta Incercdm acum sa 1i invatam, sa
deduca. ..
1) Ce observam? Raspuns asteptat: Fiecare termen se obtine din cel
precedent prin adunarea numarului natural 5.
2) Pot gasi, fara a enumera termenii sirului, care numar este pe locul 10?
Réspuns asteptat(elevii cunosc deja principiul inductiei matematice):
incercam sa gasim o formuld de calcul direct(sau variatiuni pe tema, in
functie de raspunsurile copiilor).....
3) E posibil sa exprim in functie de primul termen, pe care il cunoastem
clar, orice alt termen? Réspuns asteptat: si vedem! Daca a; =4, atunci
a, =& +5,apoi ag=a +2-5, ... Probabil cd ajg=a +9-5.
4) Asa sa fie? Putem verifica imediat, prin calcul... dureaza un minut...
Problema este dacid dorim si vedem care termen este pe locul 200.
Raspuns asteptat: cdutam o formula generala. Aceasta pare a fi(in general,
elevii, cei care observd, spun aceasta este, adica sunt siguri):
a,=a;+5(n-1).
5) Sigur e asa? Pot demonstra?....
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Invitatie: Rugam profesorii, i pe aceasta cale, si ofere, din propria
experientd la catedra, alte exemple, detaliate, sigur utile, de situatii
problema, de introducere a unor notiuni, teoreme, probleme pur si
simplu...

2. Selectarea din cunostintele anterioare a acelora cu valoare
operationald. Se poate ajunge in imposibilitatea de aplicare practici a
unui mod de rezolvare posibil din punct de vedere teoretic.

Exemplul 1.
Daca m,neN*, demonstrati ca (m+n)! se divide cu mkn!.
) . . . m+n)!
Solutie: (m+n)! se divide cu m!n! dacd numarul % este
m!n!

numar natural. Suntem, cel putin aparent, In imposibilitatea de a arata
acest lucru cu notiunile teoretice; cei mai multi s-ar gandi sa simplifice

(m+n)!

aceastd fractie. Dacd observdm ca =Cj.,, unde CT. , este

mkn!
numar natural (numér de submultimi) problema este rezolvata.
Exemplul 2. Va apartine...
...am uitat, ne adresdm nu numai profesorilor... asteptdim din partea
oricui pasionat(inca) de matematica: exemple, comentarii, critici, articole,
orice legat de subiect...

Recomandam cu mare caldura lectura urmatoarelor carti:
1) George Polya — Descoperirea in matematica...
2) George Polya — Cum rezolvam o problema?

Tncheiere: Cu ajutorul vostru, vom reveni.
Prof. lulia Cecon, Lucian Dragomir, Liceul Bandtean Otelu — Rosu

Marginile unei multimi
(Partea a 11-a)

In continuare vom prezenta unele aplicatii care folosesc Axioma
lui Cantor si rezultate deduse din aceasta.

Problema 1. Daca (an )n este un sir de numere reale convergent
la numdrul leR si astfel incat a, <l,VneN, atunci termenii sirului

(an )n pot fi rearanjati pentru a obtine un sir crescator.
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Solutie. Fie multimea Aj={a,/neN}. Cum (a,) este
convergent, rezultd cd A, este marginitd (inferior) si fie by =inf(Ay).
Dacd by ¢ Ay atunci, conform Propozitiei 2, existd un subsir (akn )n al
sirului (a,) astfel incat lima, =b. Dar lima, =I, deci b =1 si

n—oo " n—w "
atunci din by <a, <I se obtine ca a, =by,Vn, fals. Deci b € A, si fie
A =Ag\{by}. Inductiv, rationdnd ca mai sus, definim A, = A, ;\{b,},
rolul lui Ay si b fiind luat de A,; si b,,neN’, unde
b, =inf(A,;),VneN". Prin constructie sirul (b,) este crescitor si
reprezintd o rearanjare a termenilor sirului (an )n .

Problema 2. Fie (x, )n un sir de numere reale care satisface
.. - o - X
conditia 0< Xy, < Xy + X, VM, n e N*. S se arate ca sirul (—”J este
N Jn>1

convergent.

Solutie. Se arati inductiv cd 0< x, <n-xVvneN". Intr-adevar,

5 n 1

pentru n=1 relatia este evident adevaratd. Presupunand ci
0<x <k-x, keN" si luand m=k,n=1 avem
0< X1 <X +% <(k+1)x, deci , conform principiului inductiei

) .. . X
matematice, rezultd ¢cd 0<Xx,<n-x,VneN", adicd 0<—-"<x,VneN",
n

.. X ... . . . .
deci sirul [—”J este marginit. Conform Axiomei lui Cantor exista
n
n>1

. X . o - X
a=inf{™ neN*}. Vomaritaci lim —"2=gq.
n n—o N

. . . o X &
Fie asadar ¢ >0 arbitrar fixat. Atunci existi o <2 <g +E, deoarece
m

I . . X
a+5 nu este minorant al multimii {—”,neN*}. Pentru neN”
n
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arbitrar, exista q,reN, cu 0<r<m-1 astfel incdt n=q-m+r. Atunci
Xn =xqm+r3xqm+x <q- Xy + X (unde Xy =:0), deci
q Xn+ X _Xp G-M X X

X £ X
+ L <ML T <+ =+ Yne N
n n m g-m+r n m n 2 n

a<

Xn k
Cum 0<r<m-1 si m este fixat, se obtine ca 0 <— <a+2+—, unde
n n

k=max{x /0<r<m-1},vneN".Atunci a<t<q+e, Vn{z k:|+1,
n P

X
deci lim 22 =¢.
n—wo N

Problema 3. Fie f:[0,400) —> R o functie continua. Sa se arate
ca functia g:[0,+0) >R, g(x) =sup{ f(t)/o<t< x} este continua.
Solutie. Fie X, (0,+). Distingem doud cazuri:
Cazul 1. Presupunem ca f(x)< f(x),vxe[0,%]. Fie (f (%)-é& f (X0)+8)
o vecinatate a lui f (XO) Cum f este continud n X,, rezultd cd exista
5, >0 astfel incat f(x)e(f(x)-2 f(X)+&). Vxe(X -0, % +3,).
Avem f(xg)—e<f(x)<g(x)<f(xo)< f(xo)+e Vxe (X -5, %] si
f(x)-e< f(x0)<g( )< f(X)+&, Vxe (X, % +6, ), deci
g(x)e(f(x)-&F(X)+e)=(9(%)-209(X)+&).Yxe(X — 5, % +5),
ceea ce probeaza continuitatea lui g n punctul Xx,.
Cazul 2. Existi ae[0,X) astfel Tncat f(a)>f(xy). Functia
f :[O,XO] — R, fiind continud, isi atinge maximul intr-un punct
ael0,%). Atunci g(x)=f(a),vxe[0,%]. Cum f(x)<f(a),
existdi ¢>0 astfel Tncat f(x)< f(a), VXe(XO -£,% +g), si atunci
g(x) =f (a), VX e (Xo —&,%g +g), si deci, g fiind functie constanta pe
(XO —&, %X+ g), este continud in X;.
Tn cazul x, =0, fie (f(O)—g, f (O)+g) o vecinatate a lui f(0). Cum

f este continud in Xy =0, deducem ca existd &, >0 astfel incat
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t(x)e(f(0)-21(0)+).vxe[0,6,)= f(0)-&< F(0)<g(x)< (0)+&xe[0,5,).
Cum f(0)=g(0) se obtine ca g este continud in Xy =0.

Problema 4. Fie f :R— R o functie continud cu proprietatea
ca pentru orice a,beR,a<b, existd ¢,c, €[a,b],c;#c, astfel Tncat
f(c)="f(cy)= max{ f(x)/xela, b]} Si se arate ci f este functie

constanta.
Solutie. Fie a,beR,a<b si fie multimea

A= {c ela,b]/ f(c)= max{ f(x)/xe [a,b]}}. Cum f este continud,
conform Teoremei 8, rezultd cd A+ . Evident cd A este marginita, deci
exista  =inf(A) si S=sup(A). Vom arita ci ae A §i a=a. Dacd
a ¢ A atunci, conform Propozitiei 2, existd un sir (X, )n de elemente din

A cu limx,=a s, cum f este continua, rezultd ca
n—o0

lim f(x,)=max{f(x)/xe[ab]}=f(a), deci aeA fals. Asadar,

n—oo
oricum, o € A. Dacd a<a, atunci f(a)< f(a) siexista dy,d, €[a,a]

astfel incat dy<d, si f(d)=f(dy)=max{f(x)/xe[aalj="f(a).
Atunci dy<a si d;eA ceea ce contrazice faptul cd o =inf(A).
Asadar a=inf(A)e A deci f(a):max{f(x)/Xe[a,b]}. Analog
f (b)=max{f(x)/xe[a,b]}, deci f(a)="f(b), deci f este functic

constanta.
Problema 5. Fie f:R—R o functie continud cu proprietatea

ca pentru orice a,beR,a<h, existdi ¢,c, €[a,b],¢ <c,, astfel Tncat
f(c)=min{f(x)/xe[ab]} si f(c,)=max{f(x)/xe[ab]}. Sa s
arate cd f este crescatoare.

Solutie. Fie a,beR cu a<h. Vom arita ci f(a)< f(b). Din
enunt rezultdi cd existdi  c},Cy e[ab],c;<c,, astfel Tncat
f(c)=min{f(x)/xe[ab]} si f(c;)=max{f(x)/xe[ab]}. Fie
multimile A={ce[a,b]/ f (c)=min{f(x)/xe[a,b]}} si
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B ={06[a,b]/ f(c)= max{ f (x)/XG[a,b]}}. Cum ¢ eA si c,eB,
rezultd cd A siB sunt nevide, si, fiind marginite, existd o = inf(A) si
B :sup(B). Vom ardta ca ¢ € A si ¢ =a. Dacd a ¢ A atunci, conform

Propozitiei 2, existd un sir (X de elemente din A cu lim x, =« si,
p ’ N/n n—o0 n s

cum f este continua, rezulta ca
lim f(x,)= min{ f (x)IXG[a,b]} =f(a), deci aeAfals. Asadar,

nN—o0
oricum, o€ A. Sa presupunem acum ca a<a. Atunci ae A, deci

f(a)> f («). Din enunt, existd existd d;,d, €[a,a],d; <d,, astfel incat
f(dy)=min{f(x)/xe[aal}si f(dy)=max{f(x)/xe[aal}.
Atunci f(dy)="f(a) si f(dy)>f(a)>f(a), deci d;=d,, deci
d; <d,, siatunci d; € A d; <a, ceea ce contrazice faptul cd a =inf (A).
Asadar a=a=inf(A)e A, deci f(a)= min{ f(x)/xe [a,b]}. Analog
sc aratd ci S=b=sup(B)eB,deci f(b)=max{f(x)/xe[ab]}. Din
cele de mai sus rezultd ¢ f (a)< f(b), deci f este crescitoare pe R.
Problema 6. Fie f :[0,1]—)[0,1] o functie continua in 0 si 1,
care are limite laterale 1n orice punct si care verifica
f(x—0)< f(x)< f(x+0), pentru orice x (0,1). Aratati ca:
a) pentru multimea A= {X IS [O,l]/ f (X) > X}, Sup(A) e A
b) existd X, €[0,1] astfel incat f(xy)=X.
Solutie.
a) Sipresupunem ci o =sup(A)e(0,1) sicad a¢ A, deci f(a)<a.
Atunci, conform Propozitiei 2, exista un §ir (Xn )n de elemente din A cu

limx,=a. Dar x,<ea,Vn, si, cum existd f(a—O), deducem ca
Nn—o0

lim f(x,)=f(a-0)<f(a)<a. Atunci existi n, eN astfel Tncat
nN—o0

f(a—
f(xn)gw,wzna. Dar x,eAvn, deci f(x,)>x,,Vn,
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f(a-0
deci an—(a )+a,Vn2na.
2

aSW@an(a—O), fals. Asadar aeA si deci

Prin trecere la limitd rezultd ca

f(a)>a. Daca a=1¢A, atunci existd un sir (X, )n de elemente din

A cu lim x, =1, si, trecand la limita rezultd ca f(1)>1, deci f(1)=1,
n—o0

deci a € A, fals. Asadar, oricum, € A. Daca =0, cum f (0)20,

rezultd cd a € A
b) Vomarataca f (a) =a, unde o = sup(A) definit la punctul a).

Daca « =1, atunci f(1)21, de unde se obtine f(l) =1 si putem lua
X =1. Dacd a =0, atunci f (X) <X,VXe (0,1], si, cum f este continua
in 0, se obtine ca f (O) <0, deci f (O) =0 siputem lua x5 =0.Fie acum
a <(0,1). Sa presupunem ci f(@)>a. Consideram un sir (y,) de

elemente din [0,1] astfel incat y, >a,Vn si lim y, =a. Atunci y, ¢ A,

N—o0

deci f (yn)< Yn, VN. Prin trecere la limitd se obtine f (a +0) <a. Dar
atunci a < f(a)< f(a+0), ceea ce conduce la o contradictie. Asadar
f(a)=a.

Problema 7. Fie f:R—R o functie continud cu proprietatea

ca pentru orice a,beR avem f (aT—mj IS { f (a), f (b)} Atunci functia

f este constanta.

Solutie. Fie a,beR cu a<b de exemplu. Vom arata ca
f (a)= f(b). Sa presupunem prin absurd ca f (a)= f(b). Fie multimea
A={xe[ab]/f(x)=f(a)}. Deoarece ae A rezulti ci A=, si cum
A este marginita rezultd ci existd o =sup(A). Dacd o ¢ Aatunci existd
un sir de elemente (Xn )n din A cu nILrTJOXn =¢. Din f (Xn): f (a),Vn,
prin trecere la limitd se obtine f(a)=f(a), deci aeA, contradictie.
Asadar, oricum aeA si f(a)="f(a). Cum f(a)=f(b) rezultd
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a <b. Atunci f(aije{f(a),f(b)} si cum a+hb

>, din definitia

a+b

a+bj: f(b).Fie ylzT. Analog se arata

lui « se obtine f(

a+Yy, 2+ Yn

inductiv cd f( sz(b),VneN*, unde Yy, = ,VneN".

Se arata prin inductie ca sirul (yn )n este descrescator si marginit inferior
de o si limy,=a. Cum f (yn)z f (b),V e N*, prin trecere la limiti se
nN—oo

obtine f(a)=f(b), fals. Asadar f(a)="f(b), ceea ce incheie
demonstratia.
Problema 8. Fie f:R— R o functie continud cu proprietatea

ca pentru orice a,beR,a<b, pentru care f(a)=f(b), existd ce(a,b)
cu f(a)="f(b)="f(c). Sascaratecd f este monotoni pe R.

Solutie. Sa presupunem prin absurd ca f nu este monotona,
deci ca existi a<c<b astfel ncat f(a)<f(c)>f(b) de exemplu.
Cum f are proprietatea lui Darboux se obtine cd existd
ce[ac),c,e(cb] astfel ncat f(c;)=f(c,)=A<f(c). Fie
multimile ~ A={xe[c;,c]/ f(x)=4} si B={xe[c,c,]/ f(x)=4}.
Evident A si B sunt nevide (c; € A,c, € B) si marginite si fie atunci
a=sup(A) si f=inf(B). Daci a¢A atunci, conform Propozitiei 2,

existd un sir (Xn)n de elemente din A cu limx,=a si din
n—oo

f(x,)=4,¥n, prin trecere la limita se obtine ca f(a)=4, fals.Deci,
oricum, ae€A si analog feB.Pe de alta parte avem
a<c<f, f(a)=1(B)=A4, si atunci exista de(a,pB) astfel incét
f (d):A. Atunci d € A sau d € B, care contrazice definirea lui a si p.
Asadar f este monotond pe R.

Problema 9. Se considerda o functie continud f:R—>R cu
proprietatea ci x:sup{f(t),tﬁx}. Sd se arate ci f este functia
identica.
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Solutie. Daci existi aeR astfel incat f(a)>a atunci
sup{ f(t)/t< a} >f(a)>a, ceea ce reprezinti o contradictie, deci
f(x)<x,vxeR. Sa presupunem acum ca existdi X, eR astfel Tncat
f (X)) <X, deci f(xy)—xp<0. Functia g:R—>R,g(x)=f(x)-x

fiind continud in X,, alegdnd vecinatatea [3'97()(0),@] alui g (XO),

existd g, >0 astfel incat g(X)e[S.g—(XO), g(xo)],VXe(xo—go,xo +&),

2 2
9(%)
2

f(x)<x+ f(XOZ)_XO < f(X02)+X0 VX €(Xg —£9-%o ] (1)

Pe de altd parte f (X)< X< Xy — &g, VX< Xy —&p. (2)
Atunci din (1) si (2) avem ca
f(X)+Xo
)

Deci g(x)< VX &(Xy— &, % ], adicd

xO=sup{f(t)/t§xo}smax{x0—go, ., fals, deoarece

IC(XO—M< Xg. Asadar f (X)= X, Vx e R.

Problema 10. Dacd numerele reale a si b (a<b) sunt in
imaginea unei functii continue f:R — R, ardtati ca existd un interval
| =R astfel incat f(1)=[a,b].

Solutie. Fie u,veR astfel incat f(u)=a si f(v)=b. Faria
restrange generalitatea putem presupune cd U<V. Fie multimea
A={Xe[u,v]/ f (x):a}. Cum ac A rezulta cda A este nevida si cum
este si marginita, existd a = Sup(A). Dacé a ¢ A, conform Propozitiei 2,

existd un sir (X, ) de elemente din A astfel incat lim x, =a si, cum f
n—o0

este continud in «, avem f(a)z lim f(Xn)za, adicd a e A, fals.
N—o0

Oricum, rezultd cd o€ A s§i deci f(a):a. Fie acum multimea
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B={XG[a,V]/f(x)=b}. Cum B#Q(veB) si marginitd, rezultd ci
existai B =inf(B). Analog se aratdi cd BeB si deci f(f)=b. Prin
constructic avem ci «a <. Vom arita ci f([a,ﬂ]):[a,b].Cum
f(a)=asi f(B)=bsi f este continui, rezultd ci [a,b]c f([a,,b’]).
Presupunem ci existi Ce f([a,ﬂ])\[a,b], deci exista we(a,B) cu
f(w)=ceg[ab].

Sa presupunem de exemplu ¢ c<a. Cum f(f)=b>a si f este

continud, rezultd ci exista te(w,8) astfel incat f(t)=a,ceea ce

contrazice alegerea lui «.Cazul c>a se trateaza analog. Cu acestea
demonstratia se incheie.
Problema 11. Fie o functie f:R—>R cu proprictatea ca

pentru orice te R, existd & >0 astfel incat f(x)< f(y), pentru orice
X,y e (t — o, t+ 5t) cu x<y. Atunci f este crescatoare pe R.

Solutie. Sa presupunem ca f nu este crescatoare pe R, adica
existi abeR,a<b, astfel fncat f(a)>f(b). Fie multimea
Az{xe [a,b]/ f (X)Z f (a)} Cum A= @(ae A) si marginitd, exista
Sup(A) = . Sunt posibile doua cazuri:

a) aecA, deci f(a)z f(a). Din ipoteza, existd o, >0 astfel incat
f(X)Zf(a),VXe[a,a+5a]m[a,b], deci
Xxe A VXe [a,a +0, ] ) [a, b], ceea ce contravine definitiei lui a.

b) a¢A deci f(a)<f(a). Din ipotezd, existi &5, >0 astfel Tncat
a-9o,24a si f(X)Sf(a),VXe(a—é‘a,a], deci
Xxeg AVXe (a -0, ,a], ceea ce contrazice definitia lui «. Asadar f este

crescatoare pe R.
Problema 12. Fie o functie monotona f :[a,b] - [a,b]. Atunci

exista to (S [a,b] cu f (to) :to.
Solutie. Sa presupunem cd f este crescatoare. Fie multimea
Az{xe[a,b]/ f (X)Z X}. Cum A;t@(ae A) si marginitd rezultd ca
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existi a =sup(A)eR. Vom arita cd f(a)=a. Avem a>X,VxeA,
deci f(a)>f(x)>x,VxeA, decisi f(a) este majorant al multimii
A, deci f(a)Za (1)
De aici se obtine ci f(f (a))z f(a). Atunci f(a)eA si cum
a=sup(A) retultici f(a)<a (2).
Din relatiile (1) si (2) rezultdi cd f(a)=a. Cazul cand f este
descrescatoare se trateaza analog.

Problema 13. Fie f,g:[0,1]—[0,1] doud functii continue

astfel incdt fog=gof. Sa se arate ci existd tye[0,1] astfel Tncat
()= (1)

Solutie. Fie functia h:[0,1] - R,h(x) = f (x)-g(x),vxe[0,1],
si multimea A= {X e[0,1]/ f(x)= X}. Deoarece f este continui,
f(0)-0>0, f (1)-1<0, atunci existi a€[0,1] cu f(a)-a=0, adica
aeA, deci A=d. n plus, Ac[0,1], deci exista M =sup(A)e[0,1] si
m=inf(A)e[0,1]. Observam ca, dacdi ceA, adici f(c)=c, atunci
f(g(c))=9(f(c))=g(c), deci g(c)e A Pe de altd parte, cum f este
continud, conform unui rationament folosit anterior rezultd ca m,M € A,
deci f(m)=m si f(M)=M. Atunci g(m)e A si g(M)e A Asadar
avem h(M)=f(M)-g(M)=M-g(M)>0 (deoarece g(M)eA si
M este majorant al lui A) si h(m)=f(m)-g(m)=m-g(m)<0 si,
cum h este continud, rezultd ca existd tye[m,M] cu h(ty)=0, adica
()= (t).

Problema 14. Fie o functie f:[a,b] >R continua. S se arate
ca dacd orice punct t €(a,b) este de extrem local al lui f, atunci f este

functie constanta.
Solutie. Fie t; €(a,b). Presupunem de exemplu ¢ t, este punct

de minim local. Atunci existd «, ,Be[a,b] astfel incat a<ty<f si
f(t)>f(t).vte[a,B] (1).
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Fie multimea Az{t e[a,to)/ f(s)>"f(ty), Vs e[t,to]}. Din relatia (1)
rezultd ca [a,to)c A, deci A=@. In plus Ac[a,b] si atunci exista
inf(A)=apeR. Cum f este continui, se obtine ci f(ap)= f(t)
(2), deci age A Vom arita cd oy =a. Presupunem prin absurd ca

a<ay. Fie (t) c(a,ap) un sir crescator cu I’]Ii—r:;]otn:ao. Cum

t, & AV, rezultd ci existd Y, e(t,,q) cu f(y,)< f(ty). Tindnd cont
cd f este continud se obtine ca f(op)=lim f(y,)<f(ty) (3). Din
nN—o0

relatiile (2) si (3) rezultd ca f(ag)=f(ty).

Conform ipotezei, ¢ este un punct de extrem local. Atunci existd
ye[a,ao) cu f (t)Z f (ao): f (to),Vte(}/,aO), si deci (;/,ao)c A n
contradictie cu definitia lui «y.Asadar oy=a. Repetind acelasi
rationament se aratd ca f (t)> f (ty),Vte[ty,b]. Asadar t, este punct de
minim global al lui f. Sa presupunem acum ca f nu este constantd pe
(a,b). Atunci exista u,ve(a,b) cu f(u)<f(v). Atunci u este de
minim global, iar v este de maxim global. Daca X e (a,b) este de minim
local atunci f(x)=f(u), iar daca x este de maxim local atunci
f(x)="f(v), deci f(x)e{f(u),f(v)},vxe(ab). Dar f este
continud si atunci f este constantd pe (a,b), deci si pe [a,b].
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Editura Carminis, Pitesti, 2004.
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4. Colectia Gazeta Matematica.

Marina Constantinescu, profesoara Sc.Gen. C. Savoiu, Tg-Jiu,
Mircea Constantinescu, profesor C.N.E.T, Tg-Jiu
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O aplicatie a unei relatii metrice intr-un patrulater
oarecare

Scopul prezentei note matematice este semnalarea unei inegalitati
intr-un patrulater, inegalitate care ofera o evaluare (aproximare) pentru
suma patratelor laturilor, respectiv suma patratelor diagonalelor unui
patrulater oarecare folosind distantele de la fiecare varf al patrulaterului
pana la centrul de greutate al triunghiului determinat de celelalte trei
varfuri ale patrulaterului.

Voi prezenta mai intai farda demonstratie cateva relatii metrice
intr-un patrulater, relatii care vor fundamenta principalul rezultat al
prezentei note matematice.

Propozitia 1. Daca M si N sunt respectiv mijloacele diagonalelor

[AC]si [BD]ale unui patrulater oarecare atunci:

4MN? = AB? + BC? +CD? + DA? —(Ac:2 + BDZ)

Propozitia 2. Daca G este centrul de greutate al unui triunghi
ABC si P un punct oarecare al planului atunci

9PG2 =3(PA2 +PB? + PCZ)—(ABZ +BC2 +AC2)

Ca o consecintd a Propozitiei 1 amintim urmatorul rezultat:

Propozitia 3. Intr-un patrulater oarecare suma pitratelor laturilor
este mai mare sau egala decat suma patratelor diagonalelor. Egalitatea are
loc daca MN =0, adica patrulaterul este paralelogram.

Propozitia 4. Dacd A/A,A;A, este un patrulater oarecare si daca

notam:  Afy =l, AAg=lp, AAy =13, Ay =1y, ARg =y, AA =dy,

si daca G; este centrul de greutate al triughiului determinat de varfurile al
4 94
caror indice e diferit de i, atunci: Y I7 +d +d ZZZ AG?
i=1 i=1
Demonstratie: Se aplica Propozitia 2 pe rand varfului A, i =14
si triunghiului determinat de celelalte trei varfuri obtinand:
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3(1+15 +df )~ (15 +13 +d3 | =9AG]
317 +13 +dF )~ (17 +13 +df ) =9A,G3
3(13 +15 +df )~ (1 +15 +d3 ) =9AGS
3(|§ +12 +o|22)—(|12 +13+07)=9AG;
A4 |3
Az
|4 M
d

N ,

A
2
I3
A;
Fig 1.

Se aduna aceste relatii si dupa impartire cu 4 se obtine relatia din enunt.
Consecinta 1. Cu notatiile din propozitia precedenta, daca intr-un
4 4
. . . 9 .
patrulater oarecare este indeplinitd egalitatea: Z:Ii2 = gz AiG-2 , atunci
i=1 i=1

patrulaterul este paralelogram. Demonstratia acestei afirmatii este simpla
dacd tinem cont de Observatia 1 si Propozitia 3. Se poate scrie in baza

4 4 4
Propozitiei 3 ca %z AG? = Z:Ii2 +d? +d7 < 22:|i2 , adica
|:1 |:1 |:l
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Z:I2 8Z:A,GZ, egalitatea se obtine daca ZI2 d?+d2, ceea ce
i=1 i=1
inseamna ca patrulaterul este paralelogram.

Consecinta 2. Cu notatiile din propozitia 4, daca'l intr-un

patrulater oarecare este indeplinitd egalitatea: d1 +d2 = ZAGZ ,

atunci patrulaterul este paralelogram. Demonstratia acestei aﬁrma‘,m este
asemanatoare; plecand de la Propozitia 4 si aplicand Propozitia 3, putem

4 4
scrie: %Z AG? = Zlﬁ +df +d5> 2(df + d§), adici:
o :

dZ +dZ < ZA'G , lar egalitatea se obtine Tn aceeasi situatie ca in
cazul precedent.

Propozitia 3 stabileste o relatie de ordine intre suma patratelor
laturilor §i suma patratelor diagonalelor. In baza Propozitiei 3 si a

Propozitiei 4 putem stabili urmatoarea relatie:

Consecinta 3. Cu nota;iile din Propozitia 4, intr-un patrulater

4
oarecare au loc relatiile: dZ +d3 < z AG? < Z‘Ii2
relatii care se stabilesc usor din demonstrarea consecintelor anterioare.

Nicolae Staniloiu, profesor, Bocsa
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Probleme rezolvate din RMCS nr. 31

(in primul rand din lipsa spatiului, oferim aici, selectiv, doar solutiile
unora dintre problemele propuse in RMCS 31, anume cele cu probleme;
vom incerca, pe viitor, ca aceasta situatie sa nu se repete).

V.174 Se considera numerele A=1+3+5+ ...+ 2005 + 2007 + 2009
si B=2+4+6+..+ 2006 + 2008 + 2010. Aratati ca:
a) A<B;
b) intre A si B nu exista niciun patrat perfect.
Prof. Marius Sandru, Resita
Solutie: a) in loc de a scrie direct, la clasa a VI-a (facand astfel dovada
cunoasterii unor notiuni mai evoluate... departe de noi de a depuncta

folosirea corectd si justificata a acestora!): A=(1+2009)-1005:2, e de

preferat sa aratdm cum se ajunge, elementar, la acest rezultat:
A=1+3+5+...+2007 + 2009

A=2009+2007 +...+5+3+1

2A=2010+2010+...+2010 (*)

1=1.2-1

3=2-2-1

Deoarece {5=3-2-1 ,

2009=1005-2-1

suma din membrul drept al egalitatii (*) are 1005 termeni.

Ajungem astfel la Azw. Mai mult pentru a ardta ca A<B,

este suficient sa observam cd numarul termenilor celor doud sume este
acelagisica 1<2, 3<4, 5<6, ..., 2009 <2010 !

b) Deoarece A=1005° si B=2.(1+2+3+...+1005)=1005-1006,

avem: 10052 = A< B =1005-1006 < 10062 si rimane acum sd observam

ci intre 10057 si 10062 nu existd patratul unui alt numar natural.
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V.176 Aritati cd numirul a=27"-10"""%, unde m,n e N, poate fi scris ca
suma cuburilor a patru numere naturale.
Prof. Pavel Rincu, Dalboset

Solutie: Putem scrie a=23%".10°"-100 si 100 =1+8+ 27 + 64, de unde:
3 3 3 3
a :(3“ -103"‘) +(3” 103" -2) +(3"+l .103“‘) +(3” 103" .4) .

V1.179 De dimineata o randunica zboara pe o creanga a unui copac si
ciripeste o data, apoi zboara pe o a doua creanga si ciripeste de doua ori,
apoi pe a treia creanga si ciripeste de trei ori si asa mai departe ( pe
creanga 20 ciripeste de 20 de ori...). Pe ce creanga se afla rindunica cand

ciripeste pentru a 100-a oara de dimineata ?
* % %

Solutie: Incredibil, dar adevérat: majoritatea rezolvarilor primite au fost

gresite. Reproducem aici o solutie bazata pe ideea elevei Miruna Ciulu:

Notam(pentru simplificarea redactarii) creanga cu numarul n cu c, si

avem:

pe ¢; randunica ciripeste o data,

pe ¢, randunica ciripeste de 2 ori,

pe c3 randunica ciripeste de 3 ori,

pe c, randunica ciripeste de n ori.

In total, inainte de a zbura de pe c,, randunica a ciripit de

n(n+1) n(n+1) n(n+1)
2

deducem, eventual prin incercéri, n=13.(Adicad ultimul ciripit de pe

creanga cp; este al 91- lea , deci randunica ciripeste a 100-a oara cand se

1+24+3+...4+n= Din <100 < +n+1

afla pe creanga Cy, ).

Solutie alternativa: Primul ciripit de pe ¢; este cel cu numarul 1, primul
ciripit de pe ¢, este cel cu numdrul 2, primul ciripit de pe c5 este cel cu
numarul 4; notam cu p, primul ciripit de pe creanga c,, numarand

evident de la rasarit( sau de dimineatd, de cand a Inceput randunica sa
ciripeascd). Avem astfel:
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Pp=Ppg+n-1
Adunand, membru cu membru egalitatile de mai sus, dupa reducerea
termenilor asemenea, ajungem la:

2

2
"1+2 i n_—2n+2§100<:>n2—n§198,

pp=1+(1+2+3+..+n-1)=

obtinem cel mai mare numaér posibil n =14.

Solutii asemanatoare, corecte, am primit de la elevii: Andrada Balmez,
Nicole Dolot, Monica Neatu, Loredana Neagoe, Anca Ciobanu, gemenii
Dinulica.

VI11.172 Determinati numerele prime p si g pentru care (p+1)q este

patrat perfect.
Prof. Mioara lonescu, Craiova
Solutie: Evident, o solutie este g =2si p un numar prim oarecare. Daca

g =3, g numar prim, atunci p+1= k?: cum p =2 nu convine, deducem

ca p este impar si deci k=2m= p+1:4m2 sau p =4m? -1 ,adica
p=02m-1)(2m+1) =2m-1=12m+1= p. Se obtine astfel
p—-1=2= p=3. Deci, in acest caz: p=3,q>3, q numar prim.

(Solutie data de elevii Andrei Stefanescu — Otelu Rosu, Miruna Dalila
Ciulu — Resita, Petru Augustin Dinulicd si Ioan Septimiu Dinulicd —
Caransebes, Nicole Dolot — Resita ).

VI11.174 Aratati ca nu existd numere reale X si y pentru care
x>1 y>1 xy=2si Xx+y=>3.
Prof. Nistor Budescu, Dalboset
Solutie: Deoarece x >1, y >1, putem scrie: (x—1)(y—1) >0, de unde
XYy—X—-y+1>0=x+y<3.
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VI1.176 Demonstrati ca daca b>a>0 si d >c>0, atunci:
b’ d?
+
b-a d-c
Prof. Dumitru Batinetu — Giurgiu , Bucuresti
Solutie: Notam x=b—-a,y=d —c >0 si astfel avem:

b? . d? :(a+x)2+(C+y)2>2ax+2W+ch+2W:
b-a d-c X y X y

_ dax
T X

>4(a+c).

+ﬂ=4(a+c).
y

VI1.177 Tntr-o noapte de iarnd, strazile unui orasel cu 2010 case au fost
acoperite cu zapada. Aratati ca se pot face poteci intre case astfel incat sa
existe cate doua case din care pornesc n poteci, pentru fiecare

ne{1,2,3,..,1005} .

Prelucrare Concurs Moldova
Solutie: Numerotam casele cu &y, a,,...,80gs5,0;,0,,...,0gg5 $1 unim prin
poteci casa a; cu toate casele b, , unde k >1006 —i. Astfel, fiecare casa
a; va fi unita cu i case by, iar fiecare casa by, va fi unitd cu k case a;,

Vi, k =1,1005.

VI11.175 Determinati numerele naturale X, Y, z care satisfac :
X2 -y +7x-8-9y=2" si x+y<2z.
Prof. Mirela Aldescu, Arad
Solutie: (Din pacate, foarte multi elevi au gresit la calcule in incercarea de
a obtine factori comuni). Egalitatea din enunt conduce la

(x—y-1)(x+y+8)=2", de unde x-y-1=1 si x+y+8=2"(daca
Xx—y—1 ar fi putere a lui 2, atunci x—y ar fi numar impar, deci X si y ar
avea paritati diferite si am obtine x+Yy+8 impar, absurd); deducem
imediat: 2x=2? -6 siastfel x=2"1-3 y=2"1_-5 z=n,n>4.

Inegalitatea din enunt conduce la 2" -8<2n=n=4.
Numerele cautate sunt asadar: x=5,y=3,z=4.
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VI11.177 Determinati numerele prime p pentru care numirul 2p” +1 este

numar prim.
* k%

Solutie: Notam, pentru simplificarea redactarii, A( p)=2p2 +1. Avem
astfel A(2)=9, care nu este prim si A(3) =19 care este numar prim.
Acum, pentru p>3, daci p=3k+1keN", obtinem ciA(p)este

multiplu de 3, deci nu este numir prim; analog daci p =3k +2,k e N*.

VI11.179 Aratati ca dacd numerele a,b, X,y € R satisfac inegalitatea
|ax+by| < xy , atunci |ax +by| > 4ab.

Eugen Paltanea, Bragov
Solutie: Daca ab<0 concluzia este evidentd; daca ab>0, avem:

(ax—by)2 20:>(ax+by)2 > 4abxy (*). Presupunand, prin reducere la

absurd, ca |ax+by|<4ab, inmultind aceasta inegalitate cu prima din

enunt, ajungem la (ax + by)2 < 4abxy , contradictie cu (*).

IX.171 Aratati ca daca X, y sunt numere reale pozitive, atunci
4(x3 + y3)29xy-|x— yl.
Prof. Gabriela Drinceanu, Bratovoiesti, Dolj
Solutie: Observim ci 4(x3 + y3)= 2(x+y)-2(x* —xy +y*). Folosind
inegalitatea mediilor avem:

2 X+ Y) =(x+y)+(x+y) 2|x—y|+x+y=3-3xy[x-y| (1)

si 2(x% ~xy +y?) = x4 y? [x -y >33y x-yf @

Inmultind, membru cu membru, inegalitatile (1) si (2), obtinem
inegalitatea propusa.

Observatie: Eleva Anca Semenescu(Caransebes) a remarcat cd putem
considera x > ysi astfel, notand |x—y|=x—y=k >0, inegalitatea de

demonstrat devine imediat: 8y> +3y?k +3yk? >0, cu y,k > 0.
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X.170 Aratati ca daca f:R—>R este o functic cu proprietatea ca
f(f(x))=x+f(x), vxeR, atunci multimea A={xeR/f(x)=0} are
un singur element.

Prof. Alfred Eckstein, Prof. Viorel Tudoran, Arad
Solutie: Pentru orice x,yeR cu f(x)= f(y)avem:
f(f (X)) = f ( f(y))=x=y,deci f esteinjectivd. Notam f(0)=a si,
pentru x =0, egalitatea din enunt conduce la f(a)= f (0)=a=0.

Asadar multimea A este nevida si, deoarece f este injectiva, obtinem
A={0}.

XI1.171 Aritati ca dacd ne N si A B e M, (R)sunt inversabile astfel

incat AB + (AB)f1 =1, atunci matricea C = A—B™ este inversabila.
Prof. Emil Stanciu,Prof. Ovidiu Cioponea, Dolj
Solutie:

(A-B)(A™-B)=1,-AB-B A 41, =1, - AB—(AB) " +1,=1,

1 4 _
X11.170 Caloulagi | = [ &%) __
o L+Xx7)1+x%)
Prof. Mirela Aldescu, Arad
xX'(x-1) X x*

dee: = - :
AL+x)A+x%) xP+1 x°+1
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Probleme propuse
(se primesc solutii pAni in data de 4 februarie 2011, nu mai tarziu!)

Clasa |

1.71 Adund cel mai mic numar de doud cifre identice cu cel mai mic
numar scris cu cifrele 1 si 2.
Prof. Maria Popovici, Sichevita

1.72 Daca Alex i-ar da lui Claudiu 3 timbre, atunci fiecare ar avea cate 7
timbre. Cate timbre are Alex ?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

1.73 Folositi de 3 ori numarul 7 si doud operatii pentru a obtine numarul
7.
Prof. inv. prim. Neta Novac,Resita
1.74 Ce numere puteti aduna cu 20 pentru a obtine numere mai mari decat
30 si mai mici decat 35?
Prof. inv. prim. Neta Novac, Resita

1.75 Irina are 12 cirese. Ea mai primeste § cirese si mananca 5. Cate
cirese are acum Irina?
Prof. inv. prim. Neta Novac, Resita

1.76 Andrei a rimas cu 5 baloane dupa ce 4 baloane le-a dat fratelui sau.
Céte baloane a avut Andrei?
Inst. Mariana Mitrica,Resita
1.77 Mirela are 6 mere. Daca ar oferi 2 mere lui Cristi, acesta ar avea de
doua ori mai multe mere decat Mirela. Cate mere are Cristi ?
Diana Baila, eleva, Otelu — Rosu

1.78 Adaugati doua cuvinte care respecta aceeasi reguld ca si patru dintre
urmatoarele cuvinte §i tdiati cuvantul care credeti ca nu respecta regula:
ban, ren, fin, corn, con.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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1.79 Completati ultimul dintre urmatoarele desene:
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

1.80 Completati ultimul dintre urmatoarele desene:

° °

° ° °
° o ° o °
° o ° o e ©
e © o ° e © e ©
e © e © e © e © e ©
e © e © e © e © e ©

4 7 5 8

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Clasaall-a

11.71 O gésca cantareste 10 kg, iar un pui de gasca cantareste 2 kg. Cét
cantaresc gasca si cei trei pui ai sai?
Prof. Mirela Florina Curea, Resita

11.72 Avem 30 elevi intr-o clasi.Scrie numarul 30 ca suma de doua numere:

a) pare ; b)impare.
Prof- Maria Popovici, Sichevita
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11.73 Pe o strada, pe partea dreapta, cladirile sunt numerotate astfel:
2,4, 6, ..., 16, iar pe partea stanga, cladirile sunt numerotate astfel:
1,3,5, ... 17. Cate cladiri sunt pe strada ?
Inst. Robertha Oprea, Resita

11.74 La nasterea fiului sdu, Bogdan, mama avea 26 de ani, iar cand s-a

nascut fiica sa, Alina, avea 33 de ani. Cati ani va avea fiecare copil cand

mama va implini 50 ani? Cu céti ani este mai mare Bogdan decat Alina?
Prof. Tnv. prim. Costa Moatar

11.75 Ce suma de bani a primit Andrei de la bunica lui , stiind ca daca ar
pune 2 lei ar avea dublul celui mai mic numar natural de doua cifre
identice, iar daca ar lua doi lei ar avea dublul celui mai mare numar
natural de o cifra.

Prof. Georgeta Turcin, Moldova — Noud

11.76 In trei cosuri sunt mai multe mere. Daca din primul cos se iau 6
mere si se pun in al doilea, iar din al treilea cos se iau 4 si se pun in al
doilea, atunci in fiecare cos vom avea numar egal de mere, 21. Cate mere
au fost la inceput n fiecare cos?

Inv. Elisaveta Viddut, Resita

11.77 Cum poate sa aduca bunica 4 | de apa de la rau daca are la dispozitie
un vas de 2 1 si altul de 51?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

11.78 Dan are 50 de carti de poezii, de povesti si de fabule. Dintre ele, 19
nu sunt carti de fabule, iar 48 nu sunt de poezii. Aflati cate carti are Dan
de fiecare fel.

Inv. Elisaveta Viidut, Resita

11.79 Trei copii au strans 75 kg de capsuni. Cate kg a strans fiecare copil
daca primii doi au strdns impreuna 40 kg, iar ultimii doi au strans,
impreuna, 60 kg?

Prof. inv. prim. Neta Novac, Resita

11.80 O lada plina cu cartofi cantareste 35 kg, iar lada goala, 3 kg. Cate
kilograme cantaresc, doar cartofii, din 2 1azi la fel? Rezolva in doua
moduri.

Inv. Elisaveta Viidut, Resita
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Clasaa lll-a

111.71 Trei veverite isi fac provizii pentru iarna.
Prima veveritd a adus de doud ori mai mai multe alune decat a doua si de
trei ori mai putine decat a treia.Cate alune a adus fiecare veverita, stiind
ca impreuna au adus 720 alune.

Prof. Georgeta Turcin, Moldova — Noua

111.72 Tntr-un mar sunt citeva mere mari si frumoase. Numarul lor este
mai mare decat 16, dar mai mic decat 20. Jumatate dintre ele s-au copt.
Cate mere vor ramane in pom daci cele coapte vor fi culese?

Inst. Eufemia Jurca, Resita

111.73 Andrei a primit o trusa Optik in care are si o lupa care mareste de
patru ori. Pe masa, Andrei are trei jetoane pe care sunt scrise numerele: 3,
12, si 48. La care jeton se uitd cu lupa Andrei, dacd vede un numar de 4
ori mai mare decat numarul 12?

Prof. loan Dancila, Bucuresti

I11.74 Varsta mamei este de 4 ori mai mare decat a fiului. Diferenta de
vérste este de 24 ani. Care este varsta fiului?
Prof. inv. prim. Neta Novac, Resita

111.75 O gospodind avea in curte gdini si rate. Numarul gainilor era cu 7
mai mare decat al ratelor. Dupa ce a tdiat 10 gaini, numarul acestora era
pe jumatate din cel al ratelor. Cate gaini si céte rate avea gospodina?

Prof. inv. prim. Costa Moatar

111.76 Tata 1l intreaba pe Cosmin :
- Dacd zece prune cantaresc cat doud mere, iar un mar cat patru piersici,
cate prune cantaresc tot atat cat doudsprezece piersici ?
Surprins, copilul ridica din umeri. Poti sa-1 ajuti?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

111.77 La petrecerea de ziua Alinei au venit 18 copii: fete si baieti; in
total, fete au fost cu 3 mai multe decat bdieti. a)Cate fete si cati baieti a
avut invitati Alina ? b)Daca fiecare baiat i-a adus Alinei cite un buchet de
3 flori, iar fiecare fatd cate o floare, cate flori a primit Alina?

Diana Bdaila, eleva, Otelu — Rosu
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111.78 Tntr-un autobuz sunt 35 de pasageri. La prima statie coboara 8, dar
urcd 12. La cea de-a doua statie coboard 16 si urca 9. La a treia statie urca
3 oameni. Cati pasageri avea autobuzul la plecarea din cea de-a treia
statie?

Lorena Tolea, eleva, Otelu — Rosu

111.79 Care numere sunt mai multe : numerele de sapte cifre care au
primele patru cifre 2, 0, 1, 0 (in aceasta ordine) sau numerele de sapte
cifre care au ultimele patru cifre 2, 0, 1, O (in aceasta ordine) ?

Mircea Cristian, inginer, Ofelu — Rosu

111.80 Inlocuiti in fiecare dintre egalititile de mai jos semnul O cu un

acelasi numar pentru a obtine egalitati adevarate :

a) O+0:0=234; b) O-0:0=123; ¢) 8+0Ox0O=72;d) 4x0O+0=125.
Mircea Cristian, inginer, Otelu — Rosu

Clasaa lV-a

IV.71. Parintii 1i dau Mariei cate 10 lei in fiecare zi, din care ea cheltuie
cate 3 lei pentru biletele de autobuz si cate 2 lei pentru dulciuri. Tn cate
zile reuseste Maria sd cumpere o carte care costd 45 de lei doar din
economiile facute din banii primiti zilnic de la parinti?

Inst. Eufemia Jurca, Resita

IV.72 Suma a doud numere este 156, iar la impartirea primului numaér la
cel de-al doilea se obtine catul 5 si restul 12. Care sunt numerele?
Inst. Eufemia Jurca, Resita

IV.73 Aflati valoarea lui a din egalitatea: 842 —[(a—24):2+275]=521
Inst. Eufemia Jurca, Resita

1V.74 Adaugati numarul 29 la diferenta dintre rasturnatul celui mai mare
numar par de 3 cifre si numarul 100. Care este rasturnatul rezultatului
obtinut?

Inst. Ozana Dragila, Resita
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IV.75 Daca 3 creioane si 7 caiete costa 24 lei, 1 caiet §i 1 ascutitoare
costa 5 lei, 5 creioane si 7 ascutitori costa 19 lei, ce rest va primi de la
100 de lei un elev care cumpara: 4 creioane, 1 ascutitoare si 6 caiete?

Tnv. Boulescu Florica, Resita

1\VV.76 Capra si cei trei iezi au impreund 17 ani. Stiind ca varstele iezilor
sunt numere naturale consecutive si cd in urma cu 5 ani capra avea dublul
varstei unuia dintre iezi , sa se afle varsta fiecaruia.

Prof. Veronica Margarit, Moldova — Noud

IV.77 Diferenta a douda numere este 15.Primul numar este de 4 ori mai
mare decat al doilea. Care sunt numerele?
Prof. Veronica Margarit, Moldova — Noud

IV.78 Pinocchio are inaltimea mai mare de un metru, iar nasul sdu
masoara 2 centimetri. Dupa fiecare minciuna pe care o spune, nasul sdu se
dubleaza si se lungeste cu incd un centimetru. Cate minciuni a spus
Pinocchio, daca nasul sdu a ajuns sd masoare cat inaltimea sa?

Prof. Valer Pop, Sant, Bistrita — Nasdud

IV.79 La un magazin sunt portocale in doua lazi, in prima fiind mai
multe. Cu o parte din portocalele din prima ladd vanzitoarea dubleaza
numadrul celor din a doua lada si constatd ca acum, in fiecare lada sunt 32

portocale. Céte portocale au fost la inceput in fiecare lada?
Inv. Ana Modoran, Resita

IV.80 Andrei s