INTUITIV SI ABSTRACT iN PREDAREA
MATEMATICII

De mii de ani oamenii au descoperit sau au invatat de la semenii lor.
Descoperirea matematicii este fundamental diferita de descoperirea obiectelor
fizice, spre exemplu, intrucét ceea ce se descopera in matematica sunt anumite
relatii nebanuite mai Tnainte. O teorie fizicd nu e nici adevarata, nici neadevarata;
ea se aplica sau nu se aplica. Se aplicd, dacd pe baza ei se pot face previziuni
eficace; nu se aplica, daca previziunile nu se confirma. Descoperirea in
matematici este altceva fatd de cercetarea in stiintele naturii. In matematica
lucrurile deci nu se prezintd chiar asa, deoarece “adevarul” unei propozitii
matematice nu depinde de vreo corespondentd oarecare cu niste evenimente
verificabile, ci de faptul daca propozitia in cauza “se potriveste”, sau nu cu alte
propozitii care pand in acel moment, constituie corpul cunostintelor matematice.
In matematicd spunem ci o propozitie se potriveste cu altele dacd e compatibila
Cu acestea; cu alte cuvinte, daca noua propozitie nu provoaca o contradictie cand
e consideratd in raport cu alte propozitii. Este o conditie necesard, dar nu
suficientd, pentru admiterea unei noi propozitii ca membra a corpului de
propozitii matematice general acceptate. Pentru a admite insa o noud propozitie,
se cere de obicei sa poata fi probata, prin proba intelegand un lant de propozitii,
fiecare dintre ele intemeindu-se, intr-un mod general acceptat, pe una sau pe toate
propozitiile precedente; ultimul inel al lantului 1l constituie noua propozitie.

Desigur, anumite propozitii matematice, pot fi independente unele de
altele, fara insd sa fie irelevante unele pentru altele, in astfel de cazuri noile
propozitii pot fi acceptate in matematicd fard “proba”, consecintele admiterii sau
respingerii lor urmand a fi acceptate apoi separat. Al cincilea postulat al lui
Euclid este un exemplu in aceasta privintd; respingerea lui permite construirea
geometriilor neeuclidiene; acceptarea lui aduce dupa sine cunoscuta geometrie
euclidiana. Ipoteza continuumului, constituie un alt exemplu. Unele consecinte
interesante rezultd din admiterea acestei ipoteze, consecinte care, fara ea, nu ar
putea fi dovedite.

Faptul ca atat de multa lume gaseste matematica dificila sau neplacuta, ori
si una si alta, dovedeste existenta unor reale dificultdti in invatarea ei. Toata
lumea este de acord astazi ca invatamantul trebuie sa devina formativ, sa dezvolte
calitdtile intelectuale ale elevilor, in special gandirea creatoare. Pornind de la
rezolvarea de probleme obisnuite, elevul sd lucreze cu concepte abstracte, sa
Imagineze metode care pot conduce, pe trepte succesive, la solutii exacte. Cum se
poate ajunge la asa ceva?... Tocmai pornind de la intuitiv §i concret si apoi
ajungand la abstract Tn predarea matematicii.

Daca invatdmantul trebuie sa insemne si investigatie proprie in rezolvarea
fiecdrei probleme noi, urmeaza de la sine cd Intotdeauna trebuie sa se plece de la



obiectul de cercetat sub forma lui cea mai nemijlocita, deci intuitiv. Prin intuitie
se definesc astazi concepte diferite. Aici intelegem prin intuitie plecarea de la
obiect si contactul cit mai strans si indelung cu el, fie ca el este din lumea
reprezentdrilor externe sau a reprezentdrilor interne. Pot intui un obiect extern
deodatd. Dar pot intui s1 un act sufletesc. Astfel inteleasa situatia, ea inseamna
punctul de plecare al oricarei cercetari si invatari; fie cd ne referim la botanica
sau la un adevar psihologic sau matematic.

Contactul direct cu obiectul inseamna contact direct cu viata si de aici se
intelege s1 puterea evocatoare a intuitiei, productivitatea oricarei investigatii
care a pornit de la ea. A pleca de la obiect, de la document, de la sursa si a reveni
la contactul cu obiectul ori de cate ori ¢ nevoie, aceasta inseamna a proceda
intuitiv. $i atunci intuitie Tnseamna observare. Ca atare dacd locul momentului
intuitiv este la inceputul oricdrei lectii noi, atunci el isi pastreaza valoarea in tot
decursul lectiei si al invatarii in general, al matematicii in special.

Pentru a intelege mai bine rolul intuitiei in procesul de invatamant trebuie
sd stim care sunt principalele functii didactice ale intuitiei:

- Functia principald a intuitiei este aceea ca asigura material faptic, sub forma
reprezentarilor, in vederea prelucririi si elaboririi generalizarilor. in urma
acestei prelucrari se produce saltul de la concret la abstract, in cadrul caruia
gandirea devenind tot mai independentd de datele intuitive, se realizeaza o
cunoastere tot mai profundd a realitatii prin surprinderea a ceea ce este
esential si general.

- Functia de concretizare a intuitiei imprima cunoasterii un sens contrar,
deplasarea avand loc de la abstract la concret. Concretizarea nu poate insemna
altceva decat un fel de verificare prin care sa ne convingem daca un subiect si-
a dezvoltat sau nu o anumita putere de abstractizare. Modul in care se
realizeaza cele doua functii ale intuitiei depinde de situatia concreta in care ne
aflam, cét si de obiectivitate pe care le urmarim.

In contextul primei functii abstractizarea ne apare ca o manifestare a
procesului de interiorizare prin ceea ce, retinand esentialul si generalul, ea poate
opera 1n continuare pentru a surprinde alte aspecte ale realitatii.

Abstractizarea inseamna atat inldturarea a ceea ce este irelevant, cat si
realizarea unei structuri comune pentru mai multe situatii diferite. Dacad in
general intuitia declanseaza si intretine procesul de abstractizare, ea poate
constitui uneori si un obstacol in desfasurarea proceselor rationale prin abuzul de
imagini si bruiajul care-1 pot produce, atunci cand se apeleaza, in mod exagerat la
cunoasterea senzationald, dupa cum absenta imaginilor sau a materialului concret
poate constitui sursa principalda a formalismului in procesul de invatamant.
Existd, cu alte cuvinte, un nivel optim de folosire a intuitiei ca sursa de
reprezentdri sau numai pentru elaborarea conceptelor, ci si pentru formarea
capacitatii de a opera cu ele. Un concept odata elaborat pe calea abstractizarii sau
pe cale pur logica, urmeaza sa fie aplicat din nou obiectelor si fenomenelor reale,
cazurilor particulare. Revenirea la punctul de plecare nu inseamna in acest caz un




regres pe planul gandirii, ci din contra o Tmbogatire a continutului ei si
concomitent o tentativa pentru noi abstractii.

In zilele noastre nimanui nu-i mai poate fi striind gandirea matematica,
singura in stare sa dezvolte facultatea de abstractizare, capabila sa stabileasca
legaturi intre probleme care, desi apartin de domenii diferite au acelasi mod de
exprimare matematica. Astfel, alaturi de vechi, se introduce noul in matematica,
Tmpletindu-se sau exprimandu-se Tn ramuri necunoscute pand nu demult, ca de
pilda in cibernetica si informatica.

Prin abstractizarea matematica clasificam obiecte destul de complexe,
caci este vorba de obiecte ale gandiri. De aceea ¢ oarecum dificil sa ajungem
prin practica la simful acestor obiecte si sa decidem intotdeauna corect dacd o
structurd complexa oarecare este asemenea dintr-un anumit punct de vedere, unei
altei structuri complexe. (E drept, matematicienii au intuitii $i cei mai buni dintre
ei sunt aceia ale caror intuitii se dovedesc a fi de cele mai multe ori corecte. Dar
nici un matematician demn de acest nume nu-si lasa intuitiile sd ramana simple
intuitii. Daca nu are suficienta rabdare pentru ele, le va trece unui coleg sau unui
cercetator). Identitatea structurilor trebuie sa fie demonstrata explicit. De pilda nu
e de la sine inteles cd suprapunerea a doua transformari de tipul:

X =ax + by si u=cx+dy
Y =bx + ay v =dx +cy
Se va combina exact in acelasi fel ca inmultirea complexa: (a + bi) x (c + di), in
care (i = -1). Cineva ar putea avea, intuitia ca asa stau lucrurile, dar aceasta

intuitie trebuie doveditd. Dacd efectudm substitutia in primele serii de

transformari, obtinem:

u = (ac — bd)x + (bc + ad)y

v =-(bc + ad) x + (ac — bd)y,

iar daca efectuam inmultirea complexa, ajungem la: (ac — bd)+ (bc + ad)i.

Apoi daca stabilim urmatoarea corespondenta:

- coeficientul din stdnga sus din matrice corespunde partii “reale”, iar

- coeficientul din dreapta sus din matrice corespunde partii “imaginare”, putem
“traduce” o activitate in cealaltd. Ambele au aceleasi proprietati, in masura n
care e vorba de interrelatiile proprietatilor lor. Am identificat asadar, doua
structurt matematice, care efectiv aratd destul de diferit una de alta si au
constatat, mai apoi constatam ca, dintr-un anumit punct de vedere, ele au
acelasi structura. Interpretarile lui 1 = -1, transformarile spatiilor s1 asa mai
departe sunt, pentru scopul urmarit aici, pur st simplu “bruiaj”. Daca inldturam
acest bruiaj si ne concentram asupra a ceea ce € comun, incepem sa sesizadm
seria de atribute pe care trebuie sa le posede o structurd pentru a putea fi
calificatd “expresie algebrica” complexd. latd ce este deci procesul de
abstractizare matematicd i iatd ce reproducem si noi in clasa, cand le
propunem elevilor structuri identice pentru a-i face sa identifice
caracteristicele comune ale acestora, sa recunoasca bruiajul ca atare si sa-I
suprime.



In esenti abstractizarea aici este formarea unui izomorfism.
Izomorfismul inseamna mai mult decit o corespondentd biunivocd; pe langa
aceasta, el inseamna ca, in masura in care e vorba de cel putin o operatie, daca
operand cu B asupra lui A obtinem rezultatul C intr-una din situatii, atunci
operand cu izomorful lui B asupra izomorfului A vom obtine ca rezultat
izomorful lui C, in cealalta situatie.

Dacad asa stau lucrurile pentru toate modurile posibile de operare si in
ambele sensuri, atunci spunem ca cele doua situatii sunt izomorfe din punctul de
vedere al operatiilor aplicate. Cu alte cuvinte, corespondenta trebuie sa fie
absolut impecabild. O singurd exceptiec ar fi indeajuns pentru infirmarea
izomorfismului. Formarea de izomorfisme este procesul prin care ajungem la
abstractii. Aceste abstractii vor devenii niste complexe de proprietati definitorii
pentru clasa a carei sfera coincide cu abstractia respectiva si ale carei elemente
sunt toate structurile posibile cu acelasi complex specific de proprietati.

Formarea unei abstractii intr-un fel “limpezeste lucrurile” si astfel stim
unde ne aflam. Putem trata noua clasd ca pe un element posibil al unei clase
ulterioare incd neformate si procesul reincepe de la capat. Formarea unei
abstractii constituie un punct final atat intr-un ciclu psihologic, cat si intr-unul
matematic. Tocmai aceasta formare explicitd a unui izomorfism este ceea ce
aseaza o clasd matematica de entitati intr-o categorie ceva mai precisd decat
aceca in care ¢ incadrata o clasd obisnuitd. Ea constituie un instrument foarte
puternic cu ajutorul caruia putem ordona, intr-un mod deosebit de eficace, multe
situatii matematice confuze.

In rezumat, putem spune ci abstractizarea consti in a trece de la elemente
la clasa, iar concretizarea in a trece de la clasa la elemente. Izomorfismele ne
ajutd sa stabilim cu certitudine care sunt elementele ce apartin unei clase. Este
important sd addugam aici ca formarea unei idei abstracte in sensul formarii unei
clase este de fapt un concept ireversibil din punct de vedere psihologic. Asa cum
am spus-o de nenumdrate ori, este imposibil sd ne recdstigdm inocenta
preconceptuald. Dupa ce am format o clasa oarecare, ne putem intoarce indarat la
elementele ei, dar niciodata lucrurile nu vor mai fi ca la inceput. Concretizarea
poate servi la planificarea cailor de urmat de catre constructorii ulteriori ai clasei
in cauza, dar nu va Intoarce indarat procesele de gandire ale celor care au apucat
sd construiasca acea clasa. Dar pentru ca o clasd matematica sa devind operanta,
congtiinta este aproape indispensabild. Iar de la intuitiv la abstract in predarea
matematicii nu se poate trece fard analiza. $i adevaratul “sambure” al analizei
constd In a ne convinge complet pe noi insine de faptul ca atributele definesc
realmente niste clase ce se afla Tn anumite relatii unele fata de altele. Este ceea ce
se numeste “a demonstra o teorema”: relatiile banuite sunt viitoarea teorema, iar
actiunea de a ne autoconvinge este demonstrarea ei.

Intr-un anumit sens, analiza traseazi harta acestui spatiu care este
matematica. Teoremele sunt niste jaloane care ne spun unde ajungem daca
alegem un anumit drum. Noile teoreme apar din contemplarea unor relatii




necunoscute, prin raport cu relatiile cunoscute, acestea din urma constituie capul
nostru de pod pentru atacarea celor dintai.

In activitatea noastra insi, nu trebuie si pierdem niciodati din vedere
aplicatiile. Ele constituie in esentd o Incercare de gasire a “celei mai bune
potriviri” dintre ceea ce vedem in jurul nostru si structurile matematice pe care ni
le-am interiorizat. Pentru matematicieni este foarte important sa ramana
constienti de acest fir al realitatii care strabate pana si cele mai obscure teorii
matematice, iar aplicatiile sunt stimulatoare intrucat intaresc aceasta constiinta.
Se stie cd atunci cand abstractizarea si generalizarea au loc destul de repede una
dupa alta, in procesul invatarii matematicii, copiii dau dovada de mult interes.
Descoperirea aplicabilitatii unei reguli generale dincolo de limita cazurilor
initiale (generalizarea) si intelegerea faptului ca regula respectiva se aplica intr-0
sumedenie de situatii diferite (abstractizarea) trebuie intr-adevar sa constituie o
experienta entuziasmanta pentru copii. Aceasta este fortd motivationala a acestui
tip de entuziasm care il leagd si pe matematicianul profesionist de propria lui
munca. Si pentru ca munca profesorului sa dea roade in randul elevilor trebuie ca
invatamantul sa fie intuitiv, integrativ si animat de principiul social, pentru ca
cercetarea insemna efort propriu si introducere in mediu, altfel decat numai prin
invatarea pe dinafara a unor cuvinte, definitii, proprietati ori teoreme.

Esentialul este ca aceste principii pedagogice sa fie infaptuite si prin
urmare sa nu se ajungd la un Invdtdmant in care profesorul ar fi un simplu
instructor. Profesorul este acela care introduce in invatamant maximum de viata
s1 cu atat mai mult in nvatdmantul matematic. El trebuie sa-si pdstreze in tot
momentul rolul complet de educator, deci rolul de factor important al formarii
elevilor in spiritul adevarului pentru ca intreg edificiul matematicii este cladit
numai si numai pe adevaruri demonstrate si verificate pe baza de rationament de
la intuitiv la abstract, de la particular la general.
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	Y = bx + ay                      v = dx + cy

