INTRODUCERE
Teoria grafurilor, dezvoltându-se paralel cu algebra modernă, şi-a făurit un limbaj al său şi însăşi noţiunea de graf a căpătat mai multe accepţii. Teoria grafurilor este prezentată în sensul lui Koning şi Berge.

Cu metodele teoriei grafurilor se rezolvă un mare număr de probleme din teoria circuitelor electrice, teoria reţelelor de transport, teoria informaţiilor, cibernetică, teoria mulţimilor sau alte discipline abstracte. De remarcat este faptul că discipline foarte variate ajung să utilizeze teoreme analoage; ştim că noţiunea de „matrice de incidenţă” introdusă de Kirchhof pentru studiul circuitelor electrice a fost reluată de către Henri Poincoré în topologie, noţiunea de „punct de articulaţie” folosită în sociologie, de multă vreme, acum se foloseşte în electronică.
Pentru a putea fi aplicată în domenii atât de variate, teoria grafurilor trebuie să fie în mod esenţial abstractă şi formalizată.
Teoria grafurilor fiind una dintre cele mai solicitate teorii în rezolvarea problemelor din economie şi viaţa socială, m-a determinat să aleg această lucrare: „GRAFURI PLANARE, POLIEDRE CONVEXE ŞI APLICAŢII”, gândindu-mă că, cu o parte din elevi, prin cercurile de matematică, se pot dezbate marea majoritate a problemelor din lucrarea de faţă, lărgindu-le astfel sfera de cunoştinţe privitoare la matematicile aplicate.

Primul capitol „Elemente de teoria grafurilor”, la început, prezintă aplicaţii univoce, aplicaţii multivoce, precum şi închiderea tranzitivă a unei aplicaţii multivoce. Toate acestea sunt noţiuni de teoria mulţimilor necesare în definirea noţiunilor de graf, multigraf, graf parţial, subgraf, drum circuit, lanţ ciclu.
În continuare sunt lămurite noţiunile de: graf simetric, graf antisimetric, graf complet, graf conex, graf neconex, graf tare conex şi sunt prezentate: matricea asociată, matricea transpusă, matricea complementară a grafului.

Al doilea capitol „Grafuri planare” prezintă noţiunile de graf planar, graf planar de tip 1 şi graf planar de tip 2, teorema lui Euler şi teorema lui Kuratovski.

Pentru lămurirea problemelor legate de cromatismul grafurilor planare am definit funcţiile lui Grundy. Modul în care se pot colora grafurile este dat de teorema lui Hevood şi corolarele obţinute din aceasta. Mare parte din aceste noţiuni pot fi prezentate elevilor din liceu, în cadrul cercurilor de matematică, şi este necesar să se sublinieze utilitatea teoriei grafurilor în rezolvarea numeroaselor probleme de matematici aplicate, probleme care au ca scop optimizarea unor procese industriale cum ar fi: „problema drumului critic într-un graf de activitate”, „problema arborelui parţial minim”, „problema determinării fluxului maxim într-o reţea de transport” etc.
Toate aceste probleme sunt studiate, de fapt, de elevii claselor de matematică-fizică, în cadrul orelor de matematici aplicate. Suma şi produsul a două matrice poate fi definită cu ajutorul grafurilor.

Ultimul capitol „Poliedre convexe” are ca scop aprofundarea noţiunilor prevazute de programa şcolară pentru elevii din clasa a IX-a şi a X-a, aprofundare care se poate realiza prin cercurile de elevi şi prin pregătirile pentru olimpiade.

Am pornit de la noţiunea de mulţime convexă definită în clasa a IX-a şi am lămurit noţiunile de poligoane convexe şi suprafaţă poligonală convexă. Apoi am prezentat mulţimile poliedrale cu proprietăţile lor, reţeaua poligonală simplă, teorema lui Euler şi teorema privitoare la numărul posibil de poliedre regulate.

În final am prezentat rezolvarea problemelor dificile şi deosebit de dificile din manualele de clasa a IX-a şi a X-a privitoare la mulţimi convexe.

Legătura dintre grafuri şi poliedre este realizată prin teorema Euler, aceasta nu poate fi demonstrată cu ajutorul grafurilor în clasa a X-a deoarece elevii nu cunosc noţiunea de „liniar independenţă”.
I. ELEMENTE DE TEORIA GRAFURILOR

§1. Noţiunea de graf

Fie X şi Y două mulţimi date, o lege 
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 care face să corespundă fiecărui element 
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 un element bine definit din Y notat cu 
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, se numeşte aplicaţie univocă a lui X şi Y, sau o funcţie definită în X cu valori în Y. O aplicaţie Γ definită pe X cu valori în Y, care face să corespundă fiecărui element x a lui X o submulţime a lui Y notată cu 
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, se numeşte aplicaţie multivocă Γ a lui X în Y. Putem avea 
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Fie X o mulţime şi 
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 atunci imaginea lui A prin aplicaţia Γ este 
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Dacă A1, A2, ...,An sunt submulţimile lui X avem:

10. 
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20. 
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30. Dacă Δ este o altă aplicaţie a lui X în X produsul de compoziţie ΓΔ este aplicaţie definită prin: 
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Aplicaţiile Γ2, Γ3, ...sunt definite prin: 
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Γ2x=Γ(Γx)

Γ3x=Γ(Γ3x) ... etc.

40. Închiderea tranzitivă a lui Γ este o aplicaţie 
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 a lui X în X definită prin 
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50. Inversa aplicaţiei Γ este aplicaţia Γ-1 definită prin: 
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Dacă B este submulţime a lui X se poate atunci scrie:
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Exemplul 1.
X = mulţimea de indivizi, iar x un individ

Γx = mulţimea copiilor lui x
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 = mulţimea nepoţilor lui x
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 = mulţimea formată din x, copiii lui x şi nepoţii lui x.
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Exemplul 2
Se consideră jocul de şah; o poziţie în jocul de şah este constituită dintr-o diagramă şi prin indicarea jucătorului care trebuie să joace. Fie X mulţimea tuturor poziţiilor posibile şi, dacă 
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, fie Γx mulţimea poziţiilor care, potrivit regulilor de joc, pot urma imediat poziţiei x; avem 
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 dacă x este poziţia de mat sau de pat.
Avem apoi:
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 = mulţimea poziţiilor care pot fi obţinute în trei mutări după poziţia lui x
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 = mulţimea poziţiilor care pot fi întâlnite imediat sau mai târziu după poziţia lui x
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 (cu 
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) este mulţimea poziţiilor care pot deveni într-o singură mutare o poziţie a lui A
Acest sistem de notaţie permite să se pună sub formă de formulă mulţimea poziţiilor avute în vedere şi de a reduce unele proprietăţi. În cazul jocului de şah, regula este complet determinată de mulţimea X şi aplicaţia Γ, dar din cauza unui mare număr de poziţii posibile va fi imposibil să se reprezinte poziţiile prin puncte şi aplicaţia Γ prin săgeţi unind unele dintre aceste puncte.
Se numeşte graf şi se notează cu 
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 perechea formată din mulţimea X şi o aplicaţie multivocă a lui X în X.

Când este posibil, elementele mulţimii X vor fi reprezentate prin puncte ale planului şi dacă două puncte x şi y sunt astfel încât 
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 vom duce o linie continuă prevăzută cu o săgeată de la x spre y, figura de mai jos:
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Din acest motiv un element al lui X îl numim punct sau vârf al grafului, iar perechea (x,y) cu 
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 se numeşte arc al grafului. Mulţimea arcelor grafului G o notăm cu U, iar arcele le vom nota cu u, v, w.
Atunci graful G=(X,Γ) poate fi notat şi sub forma G=(X,U).

Un subgraf al grafului G  =(X, Γ) este prin definiţie un graf G’= (A, ΓA), unde 
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, iar 
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Un graf parţial al lui G = (X, Γ) este prin definiţie  un graf de forma G”= (X, Δ) unde pentru orice x, Δx = Γx.

Un subgraf parţial al lui G = (X, Γ) este prin definiţie un graf de forma (A, ΔA) unde 
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. Pentru un arc u = (a, b), vârful a este extremitate iniţială, iar b este extremitate finală sau terminală.
Două arce u şi v se numesc adiacente dacă sunt distincte şi au o extremitate comună.

Se spune că vârfurile x şi y sunt adiacente dacă sunt distincte şi există un arc u = (x,y).

Se spune că arcul u este incident cu vârful x spre exterior dacă x este extremitate iniţială a lui u şi dacă extremitatea terminală a lui u este diferită de x.

Se defineşte la fel un arc incident spre interior.

Se spune că un arc u este incident cu A spre exterior, unde A este o mulţime de vârfuri date, dacă u = (a, x) cu 
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Mulţimea arcelor incidente cu o mulţime A spre exterior se notează 
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A

U

, iar mulţimea arcelor incidente cu A se notează cu 
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Mulţimea arcelor incidente cu A se notează 
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În graful G = (X, U) se numeşte drum un şir (u1,  u2, ...) de arce, astfel încât extremitatea terminală a fiecărui arc coincide cu extremitatea iniţială a arcului următor. Un drum este simplu dacă nu foloseşte de două ori acelaşi arc şi compus în caz contrar. Dacă drumul μ întâlneşte succesiv vârfurile x1, x2, ..., xk, xk+1 îl notăm μ = [x1, x2, ..., xk, xk+1].
Un drumm care nu trece de două ori prin acelaşi vârf se numeşte drum elementar. Un drum poate fi finit sau infinit.

Un circuit este un drum finit μ = [x1, x2 ... xk] unde x1 = xk. Circuitul este elementar dacă pornim dintr-un drum elementar. Lungimea unui drum μ = (u1, u2, ..., uk) este numărul arcelor şirului şi o notăm cu l(u), iar dacă drumul este infinit atunci l(u) = ∞.
Se numeşte buclă un circuit de lungime 1, format dintr-un singur arc (x, x).

Un graf G = (X, U) se numeşte simetric dacă din 
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 (într-un graf simetric două vârfuri adiacente sunt legate între ele prin două arce orientate opus unul celuilalt). Pentru a simplifica lucrurile convenim să unim cele două vârfuri printr-o singură linie continuă fără săgeţi pe ea.

Un graf G = (X, U) se zice antisimetric dacă din 
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 (orice pereche de vârfuri adiacente sunt legate între ele într-o singură direcţie).
Un graf G = (X, U) se numeşte complet dacă 
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 (orice perche de vârfuri este legată cel puţin în una din cele două direcţii).
Un graf G = (X, U) se numeşte tare conex dacă oricare ar fi vârfurile x şi y, cu 
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, există un drum care pleacă din x la y. În vârful G = (X, U) o muchie este, prin definiţie, o mulţime de două vârfuri x şi y astfel ca 
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 sau 
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. Această noţiune nu trebuie confundată cu cea de arc care presupune şi o orientare. Convenim ca mulţimea muchiilor să o notăm cu U, iar muchiile cu literele: u, v...
Un lanţ este un şir de muchii (u1, u2, ...) fiecare muchie uk fiind legată de muchia uk-1 printr-o extremitate şi de uk+1 prin cealaltă extremitate. Un lanţ este simplu dacă muchiile care-l formează sunt diferite între ele şi este compus în celelalte cazuri. Un ciclu este un lanţ finit care pleacă din x şi ajunge tot în x. Ciclul este simplu dacă muchiile care îl compun sunt diferite între ele şi compus în celelalte cazuri.

Ciclul este elementar dacă orice vârf din acest ciclu este întâlnit o singură dată.

Un graf este conex dacă pentru orice pereche de vârfuri distincte există un lanţ plecând de la un vârf la celălalt. Un graf tare conex este şi conex însă reciproc nu este adevărat . Notăm cu 
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 mulţimea compusă din vârful a dat şi din toate vârfurile grafului care pot fi unite cu vârful a printr-un lanţ. O componentă comună este subgraful generat de o mulţime de forma Ca.
Teoremă 1.

Diferite componente ale grafului G = (X, Γ) formează o partiţie a lui X, adică:
(1) 
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(3) 
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Demonstraţie: 

(1) este adevărat, pentru că 
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(2) presupunem că 
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 şi arătăm că Ca = Cb.

Fie 
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, acest vârf poate fi legat printr-un lanţ de a şi b, deci poate fi legat cu b, deci 
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Relaţia 
(3) are loc deoarece 
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}

a

X

a

a

UC

X

X

a

U

C

X

=

Þ

=

É

É

Î


Teoremă 2.

Un graf este conex dacă şi numai dacă are o singură componentă conexă.
Demonstraţie: 
Dacă graful admite două componente distincte Ca şi Cb, el nu este conex, a şi b neputând fi legate printr-un lanţ. Dacă graful nu este conex, există cel puţin două vârfuri a şi b care nu pot fi legate printr-un lanţ, deci Ca şi Cb sunt două componente distincte.

Exemple de grafuri

1) Harta căilor ferate din ţara noastră reprezintă un graf în care nodurile de cale ferată reprezintă vârfurile grafului, iar legăturile directe pe cale aferată reprezintă muchiile grafului. Cunoscând distanţele în kilometri, asociate fiecărei muchii, ne putem pune problema găsirii celui mai scurt traseu pe calea ferată între două localităţi. Aceasta va corespunde unui lanţ elementar, care uneşte cele două localităţi şi pentru care suma distanţelor asociate muchiilor este minimă.
2) Dacă ne propunem să calculăm intesităţile curenţilor care trec prin ramurile unei reţele electrice (fig.1), cunoscând schema reţelei electrice, tensiunile electromotoare şi valorile rezistenţelor, se scriu legile lui Kirchoff relative la noduri şi la ochiuri de reţea.
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Făcând abstracţie de elementele de circuit care se găsesc pe ramurile schemei putem desena această reţea sub forma grafului din figura 2. Nodurile reţelei vor corespunde vârfurilor grafului, iar ochiurile de reţea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf. Fizicianul Kirchoff a studiat la mijlocul secolului trecut reţele electrice cu metode care aparţin astăzi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii.
3) Formulele de structură ale substanţelor chimice sunt grafuri pentru care legăturile dintre vârfuri corespund legăturilor dintre grupările sau atomii care compun molecula.
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Aceste formule de structură au fost reprezentate sub formă de grafuri pentru care vârfurile sunt atomii (respectiv grupările) din moleculă, muchiile reprezentând legăturile lor chimice după cum urmează:
[image: image58.png]< =
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Grafurile 3’b) şi  3’c) nu sunt grafuri în sensul definiţiei date, deoarece între anumite perechi de vârfuri există mai multe muchii. Un asemenea graf cu muchii multiple se numeşte multigraf. Într-un multigraf este desenul moleculei unei substanţe gradul unui vârf este tocmai valenţa atomului (grupării) respective.

§2. Matricea asociată unui graf
Considerăm un p.graf G = (X, U) şi fie x1 x2 ... xn vârfurile sale. Notăm cu aij numărul arcelor lui U care pleacă de la xi la xj. Matricea pătrată cu n linii şi n coloane (aij) se numeşte matrice asociată p-grafului G = (X, U)

Vectorul ai = (ai1 ai2 ... ain) este al i-lea vector-linie, iar aj = (a1j, a2j, ... anj) este al j-lea vector-coloană.

Exemplu:
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X = {x1, x2, x3, x4, x5} 
Matricea asociată este:
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Faptul că a33 = 1 explică că în vârful x3 este o buclă.
Fie A = (aij) o matrice asociată unui p-graf, matricea sa transpusă A* = (aij*) se obţine din matricea A printr-o simetrie în raport cu diagonala principală; aceasta va fi matricea asociată p-grafului obţinut schimbând orientarea tuturor arcelor.
Matricea sa complementară A’ = (aij’) definită prin 
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 ; în cazul unui graf (X, Γ) matricea complementară se obţine din A înlocuind cu 1 toţi coeficienţii şi prin 0 toţi coeficienţii 1. Această matrice A’ este asociată grafului G’ = (X Γ’) definit prin: Γ’ = X-Γx pentru 
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Teoremă 1.

Fie G = (X, Γ) un graf şi A matricea sa asociată. Matricea A este simetrică dacă şi numai dacă graful G este simetric. Matricea A este asimetrică dacă şi numai dacă graful G este antisimetric. Matricea A este completă dacă şi numai dacă graful G este complet.

Demonstraţia teoremei este evidentă.

Teoremă 2.

Se consideră două multigrafuri G = (X, U) şi H = (X, V) având aceeaşi mulţime de vârfuri şi matricele asociate A = (aij) şi B = (Bij); matricea A+B corespunde multigrafului format prin reuniunea arcelor din U şi V; matricea A·B corespunde multigrafului format astfel: de la vârful x la vârful y se duc atâtea arce câte drumuri distincte sunt care pleacă din x la y şi sunt formate dintrâun arc din U urmat de un arc din V.
1) În graful 
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 numărul arcelor care pleacă din xi spre xj este aij+bij; acest coeficient nu este altul decât coeficientul general al matricei A+B.

2) Numărul drumurilor distincte de forma 
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 este egal cu aik bkj; deci pentru a merge din xi la xj numărul total al drumurilor distincte formate cu arcele din U urmate de arce din V este 
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, produs scalar al vectorului-linie ai şi al vectorului coloană bj; acest coeficient nu este altul decât coeficientul general al matricei AB.
Corolarul 1
Dacă G este un p-graf şi A matricea sa asociată, coeficientul pij al matricei P = λA este egal cu numărul drumurilor distincte de lungime λ care pleacă din xi spre xj.

Pentru λ = 1 teorema este trivială, dacă presupunem teorema adevărată pentru λ-1, ea rămâne adevărată pentru λ, deoarece Aλ = A·Aλ-1, şi exprimă după teorema precedentă, numărul drumurilor de lungime 1+(λ-1)=λ care pleacă din vârful xi spre vârful xj
Corolarul 2 
Într-un graf G există un drum de lungime λ dacă şi numai dacă 
[image: image70.wmf]0
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; nu există circuite dacă şi numai dacă 
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 începând cu un anumit rang.

Acest corolar rezultă imediat din corolarul 1.

Aceste rezultate permit să reducem la probleme de matrice un anumit număr de probleme privind p-grafurile. Utilizarea practică a descrierii unui graf prin matricea sa asociată este evidentă când vrem să numărăm drumurile unui graf care satisfac anumite condiţii date.

Problemă 1
Într-un graf G = (X, U) complet şi antisimetric să determinăm numărul circuitelor de lungime 3.

Teorema 3

Fie G = (X, U) un graf complet, antisimetric, şi fie A = (aij) matricea asociată dacă 
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 este suma coeficienţilor liniei a i-a, atunci numărul circuitelor de lungime 3 este:
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Numărul circuitelor de lungime 3 este: 
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. Un ciclu de lungime 3 nu este circuit dacă şi numai dacă două arce sunt identice cu-n acelaşi vârf xi spre exterior; deci numărul total al ciclurilor de lungime 3, care nu sunt circuite, este exact
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Observăm că
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de unde 
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§3. Matrice de incidenţă
Notăm prin u1, u2, ... un, arcele unui graf G = (X, U) şi x1, x2, ... xn vârfurile sale şi punem
[image: image802.png]



1 dacă xi este extremitate iniţială a lu uj

sij = 
-1 dacă xi este extremitate finală a lui uj

0 dacă xi nu este extremitate a lui uj
Matricea S = (sij) se numeşte matrice de incidenţă a arcelor. Dacă u1, u2, ... un sunt muchiile grafului atunci punem
	rij =
	[image: image803.png]A
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	1 dacă xi este extremitate iniţială a lu uj

0 în caz contrar


Matricea R = (rij) este matricea de incidenţă  a muchiilor. O matrice A = (aij) se numeşte total unimodulară dacă orice matrice pătrată a lui A are determinantul egal cu 0, +1 sau -1, deoarece el este minor al matricei A de ordinul 1; sunt deci necesare criterii de recunoaştere dacă o matrice formată cu coeficienţii 0, +1, -1. este total unimodulară.

Fie graful din figura de mai jos (fig.1)

[image: image80.png]fig 1




Matricea de incidenţă a arcelor este:
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Matricea R se obţine din S înlocuind peste tot în S pe -1 şi +1 cu 1.
Aceste două matrice sunt total unimodulare.

Teoremă 1 (Heler – Tompkins – Gole)

Fie A o matrice de coeficienţi 0, +1, -1, astfel încât fiecare coloană să conţină cel mult doi coeficienţi nenuli; matricea A este total unimodulară dacă şi numai dacă liniile sale se pot grupa în două mulţimi disjuncte I1 şi I2 astfel încât:
10
dacă doi coeficienţi nenuli din aceeaşi coloană au acelaşi semn, atunci unul este în I1 şi celălalt în I2;

20
dacă doi coeficienţi nenuli din aceeaşi coloană sunt de semne contrare, atunci amândoi sunt în I1 sau în I2.

Demonstraţie:

10. Fie A o matrice ale cărei linii pot fi împărţite conform enunţului; orice matrice pătrată B estrasă din A are de asemenea această proprietate. Pentru a arăta că matricea A este total unimodulară, este suficient să arătăm că det(B) = 0, +1 sau -1. Această propoziţie este adevărată pentru matricele B de ordinul 1; presupunem verificată pentru matricele de ordinul q-1 şi să deducem că proprietatea este adevărată pentru matrici pătrate de ordinul q, ale căror mulţimi disjuncte sunt I1 şi I2.
Dacă orice vector-coloană bj are numai doi coeficienţi nenuli, avem: 
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Vectorii-linie nefiind liniari independenţi, avem atunci det(B) = 0. Dacă un vector-coloană nu are coeficienţi nenuli, avem de asemenea det(B) = 0. În sfârşit, dacă există un vector coloană bj numai cu un singur coeficient nenul, fie bij = +1 să notăm prin C matricea pătrată dedusă din B suprimând linia i şi coloana j; deoarece teorema este presupusă adevărată pentru matricele de ordinul q-1, avem 
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 sau 0. Propoziţia este adevărată deci în toate cazurile.
20. Fie A o matrice total unimodulară astfel încât fiecare coloană să conţină cel mult doi coeficienţi nenuli şi să arătăm că există o partiţie (I1, I2) care să verifice enunţul. Putem presupune că fiecare coloană care conţine un singur coeficient nenul poate fi suprimată, fără să afecteze enunţul Matricei A să facem să-i corespundă un graf G, neorientat, în modul următor: liniei i îi asociem un vârf xi şi coloanei j muchia uj; această muchie va uni xk şi xh dacă 
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. Vom spune că o muchie uj este specială dacă cele două elemente ale vectorului coloană aj au acelaşi semn. Să arătăm că fiecare ciclu elementar al grafului conţine un număr par de muchii speciale.
 În adevăr, dacă ar exista un ciclu elementar care nu ar avea această proprietate, fie aceasta de exemplu 
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 atunci să considerăm determinantul submatricei corespunzătoare:
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Avem 
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; în consecinţă 
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 pentru indici j corespunzători muchiilor nespecifice, care sunt în număr de k - (2p+1). Dacă notăm prin 
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 numărul de inversiuni ale permutării 
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Cum matricea este total unimodulară avem o contradicţie. Astfel, orice ciclu elementar conţine un număr par de muchii speciale şi de asemenea orice ciclu al grafului are această proprietate. Dacă restrângem muchiile nespeciale astfel ca cele două extremităţi ale lor să se confunde, se obţine un nou graf fără cicluri de lungime impară şi acest graf va fi bicolor, după teorema lui Kőning. Dacă notăm prin I1 mulţimea indicilor vârfurilor xi colorate în bleu şi prin I2 aceea a vârfurilor xi colorate în roşu, atunci mulţimile disjuncte I1 şi I2 satisfac enunţul teoremei.
Corolarul 1
Într-un graf matricea de incidenţă a arcelor S = (sij) este total unimodulară.



În adevăr, vectorul coloană sj conţine coeficienţii 0, un coeficient +1 şi unul -1. Putem atunci lua 
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Corolarul 2
Matricea de incidenţă a muchiilor R = (rij) este total unimodulară dacă şi numai dacă graful este bicolor.



În adevăr, toţi coeficienţii nenuli ai lui R fiind egali cu +1, R este total inimodulară dacă şi numai dacă vârfurile grafului pot fi împărţite în două mulţimi disjuncte, interior stabile:
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II. GRAFURI PLANARE

§1. Proprietăţi generale. Teorema lui Kuratovski.

Definiţie 1.

Un graf G = (X, U) este graf planar dacă el poate fi reprezentat pe un plan, aşa încât vârfurile să fie puncte distincte, muchiile curbe simple şi două muchii să nu se întâlnească decât în extremităţile lor.

Reprezentarea lui G pe un plan conform cu condiţiile impuse se numeşte graf planar topologic şi nu vom considera ca distincte două grafuri planare topologice dacă le putem face să coincidă prin deformarea elastică a planului.

Exemplul 1.
Problema celor trei oraşe şi a celor trei uzine.

[image: image804.png]b
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Fie trei oraşe a, b, c, pe care trebui esă le legăm prin conducte cu o uzină de apă d, cu o uzină de gaze e şi cu o uzină electrică f. Puntem plasa, pe un plan, cele trei oraşe, cele trei uzine şi conductele, astfel încât două conducte să nu se întâlnească decât la capete? Experienţa arată că putem plasa întotdeauna 8 conducte, iar cea de-a 9-a taie întotdeauna una din cele 8. (fig.1)
[image: image805.png]



               (apă)               (gaz)         (electrică)

Definiţie 2. 
Fie G = (X, U) un graf planar topologic; o faţă a lui G este o regiune a planului limitată de muchii şi astfel încât două puncte arbitrare din această regiune pot fi unite printr-o linie continuă care nu întâlneşte nici muchii, nici vârfuri.

Vom nota mulţimea feţelor cu Z, o faţă cu z, iar frontiera unei feţe z este mulţimea muchiilor care ating faţa z. Două feţe  z şi z’ se zic adiacente dacă frontierele lor au o muchie comună însă două feţe care se ating doar într-un vârf nu sunt adiacente.

Într-un graf topologic, frontiera unei feţe z este formată din unul sau mai multe cicluri elementare disjuncte, de muchii suspendate sau care unesc două cicluri disjuncte (istmuri).

Se numeşte contur al unei feţe z, conturul ciclurilor sale elementarecare conţin în interiorul lor toate celelalte mucii ale frontierei. Există întotdeauna o faţă nelimitată şi numai una pe care o numimfaţă infinită şi care nu are contur. Toate celelalte feţe sunt feţe finite şi admit contur.

Teorema 1

Într-un graf planar topologic G, contururile diferitelor feţe finite constituie o bază fundamentală de cicluri independente.

Teorema este adevărată dacă G are două feţe finite; presupunem teorema adevărată pentru orice graf cu (f-1) feţe finite şi arătăm plecând de aici că teorema este adevărată pentru un graf planar topologic G cu f feţe finite.

Presupunem că contururile nu ar fi toate cicluri disjuncte (în sensul muchiilor), caz în care teorema de demonstrat ar fi evidentă. Putem atunci, suprimând o muchie u, să obţinem un graf G cu f-1 feţe finite, ale căror contururi constituie o bază fundamentală de cicluri independente. Repunând muchia u se creează o nouă faţă finită al cărei contur este un ciclu independent de cele precedente şi conţine o muchie pe care celelalte nu o au. Dar adunarea unei muchii nu poate mări decât cu o unitate numărul ciclomatic, deci rezultă că feţele finite ale lui G determină o bază fundamentală de cicluri independente.
Corolarul 1
Dacă într-un graf planar topologic conex există n vârfuri, m muchii şi f feţe, atunci avem n – m + f = 2 (formula lui Euler).

Numărul finit este egal cu numărul ciclomatic v de unde:
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Corolarul 2
În orice graf planar conex, care nu este multigraf, există un vârf x cu proprietatea că gradul său 
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Într-adevăr, în graful planar topologic corespunzător, fiecare faţă este înconjurată de cel puin trei muchii distincte. Dacă se formează graful simplu de incidenţă faţă – muchii , atunci numărul arcelor este 
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 pe altă parte. Deci 
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 şi deci 
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. Dacă fiecare vârf este extremitate a cel puţin 6 muchii, atunci se obţine, în acelaşi mod, 
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, deci, după formula lui Euler, avem:
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ceea ce este absurd. Formula lui Euler este utilăîn anumite împrejurări.

Exemplul 1



Fie un poliedru conex cu n vârfurim m muchii şi f feţe, din spaţiul cu trei dimensiuni. Putem să reprezentăm acest poliedru pe o sferă, aşa încât două muchii să nu se taie dcât la extremităţi; efectuând apoi o proiecţie steriografică al cărei centru va fi în mijlocul unei feţe, îl putem reprezenta pe un plan. Graful fiind planar, se obţine o relaţie fundamentală a poliedrelor conexe şi anume:
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Exemplul 2

Arătăm, cu ajutorul formulei lui Euler, că graful celor 3 oraşe şi 3 uzine nu poate fi un graf planar. Presupunând că ar fi planar, am avea
[image: image110.wmf]5
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Fiecare faţă are cel puţin 4 muchii în conturul său (deoarece dacă o faţă s nu ar avea decât 3 muchii, ea ar fi mărginită de 3 vârfuri, dintre care 2 aparţin aceleiaşi categorii: oraşe sau uzine; ori două vârfuri din aceeaşi categorie nu pot fi adiacente).
Dacă se formează graful simplu de incidentă feţe – muchie, atunci numărul de arce este 
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 c.c. e absurd.
Exemplul 3

 
Arătăm că graful complet cu 5 vârfuri nu este planar.
Presupunând că acest graf ar fi planar, am avea 
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 ceea ce este absurd, pentru că 
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 şi fiecare faţă are cel puţin 3 muchii în conturul său. Dacă se formează graful simplu de incidenţă feţe – muchii, atunci numărul de arce este 
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Exemplele 2 şi 3 ne permit să definim o categorie de grafuri neplanare şi anume de tip1 şi de tip2, grafuri în care putem adăuga pe fiecare muchie aâte vârfuri vrem şi obţinem alte grafuri neplanare. Această observaţie are o reciprocă care este teorema lui Kuratovski.
Dacă μ este un ciclu elementar, căruia îi asociem în mod arbitrar un sens, şi dacă a şi b 
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, atunci notăm prin 
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 secvenţa vârfurilor lui μ întâlnite mergând de la a spre b în sensul pozitiv inclusiv a şi b.
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Dacă G este un graf cu o mulţime de articulaţii A, se numeşte piesă a grafului G, relaţivă la A, o componentă conexă C a subgrafului generat de X-A, împreună cu muchiile incidente cu C şi extremităţile lor.
Teorema lui Kuratovski
Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un graf G să fie planar, este ca el să nu admită subgrafuri parţiale de tip 1 sau de tip 2.

Demonstraţie:

Am văzut că un graf care admite un subgraf parţial de tip 1 sau de tip 2 nu este planar; invers arătăm că un graf G care nu admite subgrafuri parţiale de tip 1 sau de tip 2 este planar.

Dacă G are una, două sau trei muchii, enunţul este adevărat. Presupunem enunţul adevărat pentru orice graf cu mai puţin de m muchii şi arătăm că el rămâne adevărat pentru un graf cu m muchii.

Fie G un graf cu m muchii care nu admite subgrafuri de tip 1 sau de tip 2 şi este neplanar. Acest graf este conex pentru că, dacă nu ar fi aşa, componentele sale fiind planare, G ar fi planar. De asemenea, acest graf va fi nearticulat, deoarece, dacă un nu ar fi aşa, piesele lui G relative la punctul de articulaţie a, fiind planare, pot fi reprezentate planar astfel încât punctul de articulaţie  a să fie pe feţele lor infinite şi G ar fi planar.

10.
Să arătăm că, dacă scoatem din G o muchie 
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, mai rămâne un ciclu elementar μ care trece prin a şi b. Dacă nu ar fi aşa, atunci graful G’ obţinut din grafull G prin suprimarea muchiei 
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 ar fi articulat, după teorema lui Menger, deci vârfurile a, b, relativ la punctul de articulaţie c vor fi pe două piese distincte Ca şi Cb.
Graful Ca’ obţinut plecând de la Ca adăugându-i muchia 
[image: image123.wmf][
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 este planar, deoarece nu conţine grupuri de tip 1 sau de tip 2. Putem  deci, făcând o proiecţie steriografică, să-l reprezentăm planar pe Ca’ astfel încât muchia 
[image: image124.wmf][
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 să fie conturul feţei infinite. La fel procedăm cu Cb’, deci muchia 
[image: image125.wmf][
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 adăugată la Cb va fi pe conturul feţei infinite. unind apoi pe a cu b  se obţine un graf planar care conţine pe G de unde rezultă contradicţia.
20. 
Să considerăm în graful planar topologic G’ obţinut prin suprimarea muchiei 
[image: image126.wmf][
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 un ciclu elementar μ care trece prin a şi b şi înglobează în interiorul său cel mai mare număr de feţe. Dându-i lui μ o orientare arbitrară, μ  împarte planul în două regiuni şi piesele lui G’ având vârfurile lor în interior (respectiv exterior) vor fi numite piese interioare (respectiv piese exterioare). O piesă exterioară nu poate conţine mai mult de un vârf din 
[image: image127.wmf][
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, deoarece altfel am putea construi un ciclu μ care să înglobeze în interiorul său un număr mai mare de feţe; precum şi din 
[image: image128.wmf][
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 o piesă exterioară nu întâlneşte μ decât în unul sau două puncte. Există cel puţin o piesă exterioară şi o piesă interioară care întâlnesc în acelaşi timp 
[image: image129.wmf]]

[

b

a

,

m

 şi 
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, deoarece nu putem trasa planar muchia 
[image: image131.wmf][

]

b

a

,

.
30. 
Să arătăm că există o piesă interioară C şi o piesă exterioară D care întâlnesc pe 
[image: image132.wmf]]
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 şi pe 
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, astfel încât punctele de contact c şi d ale lui D cu μ şi punctele de contact e şi f ale lui C cu μ sunt pe μ într-o ordine alternată: c, e, d, f.
Dacă presupunem că nu ar fi aşa, fie C1 o piesă interioară care întâlneşte pe 
[image: image134.wmf]]
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 şi 
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 şi fie e1 şi f1 două puncte de contact consecutive pe μ. Se poate desena o linie continuă v care să unească e1 şi f1 în interiorul lui μ şi care să nu întâlnească nici o muchie existentă (deoarece prin ipoteză nu există piese exterioare care să întâlnească) 
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 şi 
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. Orice piesă interioară care întâlneşte numai 
[image: image138.wmf][
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 poate fi transferată în exterior pe faţa limitată de v şi μ, aceasta este tocmai cazul pentru piesa C1.
Va rămâne cel puţin o piesă interioară C2 care nu poate fi transferată, deoarece a şi b ar putea fi unite planar, şi această piesă are două puncte de contact consecutive e2 şi f2 pe 
[image: image139.wmf][
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, cel puţin unul fiind pe 
[image: image140.wmf][
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. Vom continua acelaşi procedeu de transfer cu C2 în loc de C1 etc.; acest procedeu nu se va opri niciodată şi avem o contradicţie deoarece graful este finit. Notăm cu e, f, g, şi h punctele de contact ale lui C şi μ care verifică relaţiile 
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. Evident 
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, însă am putea avea e = g şi e = h.
40.
Dacă vârfurile e şi f sunt unul pe 
[image: image147.wmf]]
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 şi celălalt pe 
[image: image148.wmf]]
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, atunci vom putea pune de exemplu e = g,  f = h, şi se vede imediat că G conţine un graf de tip 1, ceea ce este contrar ipotezei nostre (fig.3.a).
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50. 
Dacă vârfurile e şi f sunt ambele pe 
[image: image149.wmf]]
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 putem presupune h = c, deoarece dacă 
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h

=

/

, 
[image: image151.wmf]]

[

b

a

h

,

m

Î

 atunci regăsim una dintre figurile eliminate în cazul 40. obţinem un graf care conţine un graf de tip 1, ceea ce este absurd. Din aceleaşi motive vom înlătura cazul în care e şi f sunt ambele pe 
[image: image152.wmf]]
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  (fig.3.c).

[image: image153]
60.
Dacă e = a, 
[image: image154.wmf]b
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, fie exemplul 
[image: image155.wmf]]
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, atunci se obţine figura (3.c) care conţine un graf de tip 1 ceea ce este absurd.
70.
Dacă e = a, f = b, vom presupune că g = d şi h = c, deoarece altfel vom regăsi o figură eliminată la 40 şi la 60. Considerăm două cazuri şi anume: 

· dacă lanţurile lui C care unesc cd şi ef au mai mult de un vârf comun, atunci se obţine figura (3.d) care conţine un graf de tip 1, ceea ce este absurd.

· [image: image814.png]


dacă lanţurile lui C care unesc cd şi ef au un singur vârf comun, atunci se obţine figura (3.e) care conţine un graf de tip 2, ceea ce este de asemenea absurd. Toate poziţiile lui e şi f fiind examinate, graful G, aşa cum a fost definit mai înainte, nu poate exista. Deci, teoria este demonstrată.
§2. Funcţiile lui  Grundy. Număr cromatic; clasă cromatică.

Fie graful G = (X, U), o funcţie 
[image: image156.wmf]N
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 se numeşte funcţie a lui Grundy pe graful respectiv dacă g(x) 
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Deci din 
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Funcţiile Grundy sunt folosite şi pentru grafuri finite şi pentru grafuri infinite.
Propoziţie 1. 
Dacă un graf are măcar o buclă, atunci el nu admite funcţii ale lui Grundy

Evident, deoarece vârful căruia îi este ataşată bucla se precede pe sine însuşi şi 
[image: image159.wmf](

)

(

)

x

x

g

g

=

/

 este o absurditate.

Propoziţie 2 
Dacă un graf G nu are bucle şi nici circuite, atunci el admite o funcţie a lui Grundy şi numai una.
Demonstraţie : 
Fie 
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 (2) nivelele ce se obţin când ordonam graful prin eliminarea succesivă a descendenţilor. Din relaţia (1) rezultă 
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 şi deci 
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 (3).

Definiţia funcţiei Grundy ne dă 
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Pentru vârfurile din Nr obţinem:
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       1 dacă 
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       3 dacă 
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Tot astfel în nivelele următoare, definiţia ne permite să asociem fiecărui vârf un număr natural şi numai unul care va fi valoarea funcţiei lui Grundy în acel punct.

Corolarul 1 Grafurile secvenţiale admit o funcţie a lui Grundy şi numai una al cărei codomeniu este 
[image: image167.wmf]{
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.
Corolarul 2
Dacă într-un graf fără bucle şi circuite descendenţii oricărui vârf aparţin tuturor nivelelor următoare, atunci funcţia lui Grundy pe care o admite graful, coincide cu funcţia ordinală a sa.

Exemplul 1 

Fie graful 

[image: image168]
Acest graf admite funcţia lui Grundy ale cărei valori sunt notate în vârfuri şi este evident o funcţie ordinală.

Exemplul 2
Considerăm graful fără bucle şi fără circuite din figura
[image: image816.png]a
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Partiţia în nivele a vârfurilor sale, obţinută prin eliminarea succesivă a descendenţilor este dată de: 
	
	1
	2
	3
	4
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Redesenez graful cu ordonarea ce rezultă din tabel pentru vârfuri, lângă care sunt înscrise valorile funcţiei lui Grundy ce se obţine imediat în baza definiţiei acesteia.

[image: image169]
Propoziţie 3
  Grafurile formate dintr-un singur circuit admit funcţii Grundy   dacă şi numai dacă el are o lungime pară.

Demonstraţie 

Suprimând un arc al circuitului, rezultă un drum μ. Fie 
[image: image170.wmf]a
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 şi 
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 primul şi ultimul vârf al drumului , cum drumul este un graf secvenţial, în acesta avem:
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şi 
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dacă 
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 este impar (2).
Reintroducând apoi arcul 
[image: image178.wmf](
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 constatăm că (2) contrazice definiţia funcţiei Grundy, pe când (1) nu. Deci în graful dat funcţia Grundy coincide cu cea obţinută de-a lungul drumului, dacă circuitul are un număr par de arce şi nu există dacă acest număr e impar.
Corolar  
Grafurile formate dintr-un singur circuit de lungime pară admit două funcţii Grundy.

Observaţie 1
 Propoziţia 3 şi corolarul său se extind de la sine la grafurile care conţin un singur circuit.

Singurul lucru care se schimbă în raţionamentul de mai sus este că 
[image: image179.wmf](
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 nu mai are obligatoriu valoarea 1.

Exemplul 3 
Fie graful:

[image: image180.png]1





  are un singur circuit de lungime 2. 
Suprimând arcul 
[image: image181.wmf](
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 se obţine graful fără circuite de mai jos
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sau suprimând arcul 
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 obţinem a doua soluţie cea dată de graful fără circuite de mai jos
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Observaţie 2.
Din propoziţia 3 nu rezultă că, dacă un graf conţine circuite de lungime impară, el nu admite funcţii Grundy.
Exemplul 4

Fie graful cu două circuite 

[image: image183]
din care unul de lungime 3 şi admite totuşi funcţia Grundy ale cărei valori sunt notate în vârfuri. Ea s-a obţinut suprimând arcul 
[image: image184.wmf](
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 comun ambelor circuite, ceea ce conduce la graful următor.
[image: image185.png]



Reintroducerea arcului suprimat nu contrazice definiţia funcţiei lui Grundy, deci cea găsită în graful fără circuite este admisă şi de graful dat. Observăm însă pe figură că deschizând circuitele prin înlăturarea arcului 
[image: image186.wmf](
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Pentru căutarea funcţiei Grundy în grafurile cu circuite ne putem folosi de următorul algoritm:
1) Deschidem toate circuitele, suprimând arce care le sunt comune şi pe care le alegem astfel încât în extremităţile lor terminale circuitele să se despartă fără a rupe conexiunile grafului. Este recomandabil ca numărul arcelor elementare să fie cât mai mic.
2) Căutăm funcţia lui Grundy 
[image: image188.wmf](
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 în graficul parţial astfel obţinut.

3) Reintroducem arcele suprimate; dacă în extremităţile lor 
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 are valori distincte, atunci 
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 este o funţie Grundy pentru graful dat.

Exemplul 5
Fie graful 

[image: image191.png]



Suprimând în graful dat arcele 
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 se obţine graful fără circuite
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În acesta avem 
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 deci am găsit şi o funcţie Grundy a grafului cu circuite. Soluţia nu este unică: prin eliminarea din graful dat a arcelor 
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Pentru grafurile neorientate funcţia Grundy se defineşte cerând să se ataşeze fiecărui vârf cel mai mic număr natural distinct de cel din vârfurile adiacente.
Proprietăţile ce urmează sunt imediate:

1) Orice graf conex neorientat admite cel puţin două funcţii  Grundy, ele se pot construi inclusiv în cazul arborilor – începând de la orice 
[image: image200.wmf]X
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 pentru care luăm 
[image: image201.wmf](

)

1

=

x

g

.

2) Orice arbore admite cel puţin o funcţie Grundy cu valorile din mulţimea 
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 căci totdeauna putem lua 
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 este rădăcina.

3) Numărul 
[image: image205.wmf](
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 poate diferi de la o funcţie Grundy la alta în acelaşi graf. În legătură cu aceasta se poate cere maximul şi minimul lui p pe mulţimea tuturor funcţiilor lui Grundy pe care le admite un graf neorientat. Este evident 
[image: image206.wmf]2
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.
4) Toate funcţiile Grundy dintr-un graf neorientat, dar complet au acelaşi p şi avem p = # X
5) Orice graf neorientat care nu conţine cicluri de lungimi impare admite cel puţin o funcţie Grundy cu valori în 
[image: image207.wmf]{
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6) Grafurile neorientate care conţin circuite de lungimi impare au 
[image: image208.wmf]3
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 pentru oricare dintre funcţiile lui Grundy pe care le admit.
§3.Număr cromatic; clasă cromatică
Fie 
[image: image209.wmf])
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 un graf neorientat şi presupunem că colorat vârfurile astfel încât dacă două sunt adiacente ele să nu aibă aceeaşi culoare. Fie p numărul culorilor folosite, atunci G se numeşte p-cromatic. Cel mai mic număr p pe care-l admite G se numeşte numărul său cromatic şi se notează cu 
[image: image210.wmf](
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Legătura dintre funcţiile Grundy corespunzătoare lui G şi numărul cromatic a lui G este evidentă în baza propoziţiei 3) din paragraful precedent.

Dacă asociem câte o culoare fiecăreia dintre cele p valori pe care le ia o anumită funcţie Grundy a grafului, acesta devine p-cromatic, iar 
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Cum 
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 ne întrebăm care e condiţia necesară şi suficientă ca 
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. Este evident că oricare arbore se bucură de această proprietate.
Propoziţia 1 (Kőning)

Un graf neorientat are numărul cromatic 2 dacă şi numai dacă nu are cicluri de lungime impară.
Demonstraţie 

Dacă G nu conţine cicluri de lungime impară din propoziţia 5, rezultă că 
[image: image215.wmf](
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Dacă în G există măcar un ciclu de lungime impară, atunci se aplică proprietatea 6 şi deci 
[image: image216.wmf](
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Observaţie: E suficientă lipsa ciclurilor elementare de lungime impară pentru ca teorema lui Kőning să se aplice, căci celelalte se desfac în cicluri elementare dintre care măcar unul este obligatoriu de lungime impară.

Propoziţie 2
 Orice graf neorientat care admite o funcşie Grundy cu valorile 1, 2, ... p este p-cromatic. 

E suficient să înlocuim fiecare din cele p valori cu câte o culoare. Din definiţia funcţiei Grundy rezultă atunci că orice vârfuri adiacente vor fi colorate diferit. Deci, pentru ca un graf să fie p-cromatic e suficient ca el să admită o funcţie Grundy cu p valori.

Procedând invers, adică asociind celor p culori dintr-un graf p-cromatic numerele 1, 2, ... p, nu se obţine întotdeauna o funcţie Grundy.
Explicaţia o dă proprietatea următoare.

Propoziţia 3  Funcţiile  lui Grundy ce se pot deduce din p-cromatismul unui graf au cel mult p valori.

Fie 
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 partiţia mulţimii X a vârfurilor unui graf p-cromatic, după culoarea lor. Trecem la o nouă partiţie 
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b) 
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c) 
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 completat succesiv cu vârfurile:

α) 
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Fie r cel mai mare indice al submulţimii 
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 nevide, astfel obţinute 
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 este evident o funcţie Grundy în graful dat.

Observaţie : Modificând numerotarea submulţimilor Xi, r se poate schimba, dar totdeauna 
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Exemplu 
Graful de mai jos este 4-cromatic, vârfurile sale fiind colorate în alb (a), roşu (r), verde (v) şi negru (n). 
[image: image238.png]



Pornind de la cromatismul grafului căutăm ca în demonstraţia de mai sus, funcţiile Grundy.
Să adoptăm ordinea v – a – n – r şi rezultă 
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Obţinem 
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Găsim următoarea funcţie Grundy:

	x
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	x11
	x12
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Cum în graf există cicluri de lungime impară, înseamnă că, pentru mulţimea vârfurilor sale, funcţiile lui Grundy nu pot lua mai puţin 3 valori, rezultă 
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Propoziţia 4.  O condiţie necesară şi suficientă pentru 
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 este ca graful să nu admită funcţii Grundy cu mai puţin de s valori.
Clasa cromatică a unui graf neorientat este cel mai mic număr de culori ce pot fi atribuite muchiilor sale astfel încât orice muchii adiacente să fie colorate diferit.

Problema determinării clasei cromatice a unui graf este echivalentă cu aceea a găsirii numărului cromatic al altuia, care se deduce astfel din cel dat:

· muchiile grafului dat se reprezintă prin vârfuri în cel transformat;

· [image: image819.png]


două vârfuri din al doilea graf se unesc printr-o muchie dacă şi numai dacă muchiile respective sunt adiacente în cel iniţial.

[image: image820.png]



Presupunem că am adoptat aceeaşi numerotare pentru cele cinci vârfuri ca şi pentru culorile lor şi că vârfurile sunt dispuse în jurul lui x în ordinea numerotării.

Fie G1,3 subgraful ale cărui vârfuri sunt colorate cu c1 şi cu c3. Dacă a1 şi a3 aparţin unor componente diferite ale lui G1,3 permutăm între ele culorile c1 şi c3 în componenta ce conţine pe a, deci a1 va fi colorată în 3 şi deci lui xi se poate da culoarea lui c1.
Dacă a1 şi a3 aparţin aceleiaşi componente în G1,3 atunci a2 şi a4 sunt obligatoriu în componente diferiteale subgrafului G2,4, altfel G nu ar fi planar, şi se repetă cele de mai sus în G2,4 deci x poate fi colorat cu c2.

Din propoziţia de mai sus rezultă doar că toate grafurile planare conexe au 
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Se presupune că 
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, supoziţie care poartă numele de conjunctura celor patru culori întrucât practica o confirmă, dar nu a putut fi încă demonstrată. Există grafuri planare cu 
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. Conjunctura celor patru culori se referă la mulţimea tuturor grafurilor planare.

Propoziţia 2 (teorema lui Heowood)

Într-un graf planar G, conex şi fără istmuri, ale cărui vârfuri au toate gradul 3, dacă una din proprietăţile următoare e adevărată, atunci sunt toate adevărate.

1) Feţele lui G pot fi distinctiv colorate cu 4 culori;
2) Muchiile lui G pot fi distinctiv colorate cu 3 culori;

3) Fiecare vârf x poate fi etichetat cu un număr p(x) egal cu +1 sau -1, astfel ca de-a lungul conturului μ al oeicărei feţe să avem: 
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Demonstraţie 

Demonstraţie 
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Fie 
[image: image256.wmf](
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 cele patru culori ale feţelor 1, 2, 3, culorile pe care le vom folosi pentru muchii. Colorăm cu 1 muchiile ce separă pe c1 de c2 şi pe cele dintre c3 şi c4. Apoi folosim:
§4. Cromatismul grafurilor planare.
Primele probleme legate de cromatismul grafurilor planare au fost cele de colorare a hărţilor geografice. Luăm pe harta e reprezintă împărţirea administrativ-teritorială, care este un graf planar, câte un punct situat în interiorul feţelor finite. Considerăm aceste puncte drept vârfuri într-un nou graf. Între două vârfuri trasăm o muchie dacă şi numai dacă feţele din graful iniţial pe care ele le reprezintă sunt adiacente. Noul graf este evident tot planar şi se numeşte dualul celui dat. dacă vrem să colorăm distinctiv subîmpărţirile teritoriale ale hărţii, feţele adiacente trebuie să aibă culori diferite.

Problema determinării numărului minim de culori necesare revine, aflării numărului cromatic al grafului dual. Principalul rezultat obţinut în această privinţă este dat de propoziţia:

Propoziţia 1
Orice graf planar şi conex cu cel puţin 5 vârfuri este 5-cromatic.

Demonstraţie 
Pentru # X = 5, propoziţia este o tautologie.
Deci, dacă vom demonstra pentru cazul #X = n prin inducţie matematică, atunci propoziţia va fi valabilă pentru orice # X.

Fie G un graf planar cu n vârfuri şi x un vârf al său cu 
[image: image257.wmf](
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. Suprimând acest vârf, subgraful rămas este 5-cromatic (din presupunerea făcută în inducţie). Deci îi putem colora vârfurile cu culorile 
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)

5

,

1

=

i

c

i

.

Dacă 
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, pentru x poate fi disponibilă cel puţin una din aceste culori.

Dacă 
[image: image260.wmf](

)

5

=

x

gr

 şi printre vârfurile adiacente cu x, 
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 sunt cel puţin două cu aceeaşi culoare, de asemenea putem folosi una din culorile neutilizate atribuind-o lui x. Rămâne cazul 
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 în ipoteza că toţi ai sunt distincţi coloraţi.
Pe coloana muchiilor ce despart pe c1 de c3 şi c2 de c4 şi atribuim pe 3 muchiilor ce despart pe c1 de c4 şi c2 de c3 (fig.1). rezultă o colorare diferită a muchiilor adiacente, căci altfel ar exista feţe adiacente identic colorate.
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Demonstrăm 
[image: image268.wmf])
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Graful parţial G1,2 cu muchile colorate 1 şi 2 este planar şi are toate vârfurile de gradul 2 (fig.2). Deci acest graf are o faţă finită α şi o faţă infinită β. La fel pentru G1,3 ale cărui feţe le etichetăm cu γ şi δ (fig.3). Prin suprapunerea lui G1,2 cu G1,3 pe feţele lui G se obţin 4 combinaţii (fig.4) pentru care luăm 
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 sau orice altă permutare a culorilor ci.

Două feţe adiacente nu pot fi la fel colorate fără să fie contrazisă ipoteza.

Demonstrăm 
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Adoptăm un sens de rotaţie în plan notat cu +, iar sensul contrar îl notăm cu -. Punem 
[image: image274.wmf]1
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 când muchiile incidente în x şi colorate în 1, 2, 3 se succed în sensul + şi 
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 în caz contrar (fig.5) (în figură sensul + este sensul trigonometric).
Parcurgem în sensul + conturul μ al unei feţe pornind de la o muchie oarecare. Când trecem printr-un vârf marcat cu -1, culorile muchiilor ciclului pe care acest punct le separă se succed în sensul săgeţii prin permutarea circulară (
[image: image276.wmf]1
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), pe când la trecerea prin vârful x cu p(x) = +1 ele se permută în sens invers. Deci, când ajungem din nou la muchia iniţială, suma algebrică (x) va fi în mod necesar un multiplu de 3.
Demonstrăm 
[image: image277.wmf])
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Evident, căci putem aplica de-a lungul fiecărui contur procedeul de mai sus, trecând de la marcajul dat al vârfurilor, la colorarea arcelor. la închiderea conturului nu poate surveni o contradicţie decât dacă marcajul vârfurilor nu satisface condiţia (x).

Oricărei etichetări a vârfurilor care satisface condiţia (x) îi corespund trei posibilităţi de colorare a arcelor, după cum afectăm arcului iniţial pe 1, 2 sau 3. Cele trei soluţii se deduc una din alta prin permutarea circulară a culorilor. Pentru grafurile planare, conexe şi fără istmuri, ale căror vârfuri au toate gradul 3, din propoziţia 2 decurg corolarele:
Corolarul 1 Când numărul muchiilor conturului oricărei feţe este un multiplu de 3, e posibilă colorarea feţelor cu 4 culori.

Corolarul 2 Când numărul muchiilor conturului oricărei feţe este un multiplu de 2, e posibilă colorarea feţelor cu 4 culori.

§5. Probleme rezolvate
Problema 1

Fie două grafuri 
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 având aceeaşi mulţime de vârfuri şi B B’ matricele asociate corespunzător.

Să se verifice:

a) matricea B+B’ corespunde grafului 
[image: image280.wmf](
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b) matricea B·B’ corespunde grafului definit astfel: de la un vârf j se duc atâtea arce câte drumuri distincte sunt, care pleacă dintr-un arc U urmat de un arc din V.
Grafurile fiind:
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Rezolvare: Matricea B+B’ corespunde grafului 
[image: image283.wmf](
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, iar matricea B·B’ corespunde grafului reprezentat după enunţul b) din problemă, figurate mai jos:
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Matricele sunt:
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Matricea B+B’ este tocmai matricea ataşată grafului din figura a), iar matricea B·B’ este tocmai matricea ataşată grafului din figura b).
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Problema 1’ 
Fie o mulţime 
[image: image290.wmf]{
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Se cere să se reprezinte graful 
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Rezolvare:
Considerăm că elementele mulţimii X sunt vârfurile grafului, aplicaţia definită în enunţul exerciţiului defineşte complet graful 
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. Pentru aceasta, vom defini arcul (a,b) dacă şi numai dacă 
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Problema 2

Fie graful 
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 reprezentat mai jos. Să se determine închiderea tranzitivă a acestui graf.
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Prin definiţie închiderea tranzitivă a grafului 
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, obţinut din graful dat, unde Γ este o aplicaţie a lui X în X, care asociază fiecărui vârf x o submulţime a lui X formată din x şi din toate vârfurile accesibile din x prin drumuri posibile din graful G. Cu alte cuvinte, pentru x din X avem
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Avem: 
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       de unde rezultă                 
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Problemă 3

Să se determine valorile funcţiei Grundy pentru graful 
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 reprezentat mai jos.
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Rezolvare:

Prin definiţie o funcţie g definită pe mulţimea X este o funcţie Grundy, dacă orice valoare a sa este un întreg pozitiv sau zero şi g(x) este cel mai mic întreg pozitiv care nu aparţine mulţimii 
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Altfel spus, funcţia g definită pe mulţimea X este o funcţie Grundy dacă:
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Pentru determinarea valorilor funcţiei g folosim următorul algoritm:

a) Presupunem submulţimea  
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 din definiţia funcţiei Grundy pentru orice 
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b) Pentru orice x din 
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c) Procedăm din aproape în aproape, determinăm submulţimea 
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 şi pentru orice x din Xi, vom lua 
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. Pentru un graf dat, funcţia Grundy dacă există, nu este obligatoriu să fie unică.
Pentru graful dat avem:

a) 
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b) 
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c) 
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Deci 

d) 
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deci 
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e) 
[image: image334.wmf]{

}

1

4

=

X

 căci 
[image: image335.wmf]{

}

3

2

1

7

,

4

,

2

X

X

U

Ì

=

G

, 

deci 
[image: image336.wmf](

)

(

)

{

}

2

0

,

1

,

0

inf

1

0

=

Î

=

³

k

g

k


Deci valorile funcţiei Grundy pentru graful dat sunt:
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şi aceste valori determină o partiţie a mulţimii X în submulţimile:

[image: image338.wmf]{

}

7

,

6

,

2

 pentru care 
[image: image339.wmf](

)

(

)

(

)

0

7

6

2

=

=

=

g

g

g



[image: image340.wmf]{

}

4

,

3


 pentru care 
[image: image341.wmf](

)

(

)

1

4

3

=

=

g

g



[image: image342.wmf]{

}

5

,

1


 pentru care 
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care sunt clase de echivalenţă determinate de relaţia 
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III. POLIEDRE CONVEXE
§1. Poligoane convexe
Se numeşte mulţime convexă o mulţime M de puncte care se bucură de proprietatea: dacă 
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 atunci 
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Observaţii:

1) Figura 1a reprezintă o mulţime convexă, iar figura 1b reprezintă o mulţime neconvexă.

2) Mulţimea vidă şi mulţimea formată dintr-un singur punct sunt mulţimi convexe.
3) Mulţimea formată din două puncte distincte nu este convexă.

Teoremă 1
Orice intersecţie de mulţimi convexe este convexă.
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Fie M1, M2 ... Mn ... mulţimi convexe. Notăm cu 
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este mulţime convexă.
Interiorul unghiului propriu 
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Proprietăţi 
1) Planul şi orice dreaptă sunt mulţimi convexe;

2) Orice segment şi orice semidreaptă sunt mulţimi convexe;

3) Semiplanele deschise şi semiplanele închise sunt mulţimi convexe;

4) Înteriorul unui unghi 
[image: image357.wmf]Ù
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 este o mulţime convexă, fiind intersecţia a două semiplane deschise care sunt convexe;

5) Dacă interiorul unui triunghi ABC se defineşte astfel 
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 este o mulţime convexă.

O linie poligonală este o mulţime de forma:
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 se numesc vârfurile liniei L, iar segmentele 
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 se numesc laturile ei; laturile 
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 se zic vecine (fig.3a).
Linia poligonală închisă este linia poligonală pentru care 
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 (fig.3b), şi simplu închisă dacă în plus orice două laturi vecine nu au punct comun şi două laturi vecine au suporturi diferite.
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O linie poligonală simplu închisă se numeşte poligon. Figura 3b nu este poligon pentru că un poligon nu se autointersectează. Denumirea poligonului se dă în funcţie de numărul de laturi pe care le are.

Segmentele PiPK care nu sunt laturi se numesc diagonale. Poligonul cu vârfurile P1,P2,P3, ... Pn va fi notat cu P1P2...Pn. Poligonul P1P2...Pn se numeşte convex, dacă pentru fiecare latură 
[image: image372.wmf][

]

1

+

K

K

P

P

, toate vârfurile diferite de Pk şi PK+1 se găsesc de aceeaşi parte a dreptei PkPK+1, pentru 
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Interiorul unui poligon convex este intersecţia semiplanelor deschise limitate de suporturile laturilor poligonului şi care conţine vârfurile nesituate pe laturile respective (fig.4a).
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Dacă notăm 
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Reuniunea dintre poligonul convex P1P2...Pn şi 
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 se numeşte suprafaţă poligonală convexă.

Se numeşte suprafaţă poligonală o mulţime de puncte din plan care este reuniunea unui număr finit de suprafeţe poligonale convexe, acestea având două câte două interioare disjuncte. (fig.4b)

Dacă S este o suprafaţă poligonală şi [L1]  [L2] … [LK] sunt suprafeţele poligonale convexe respective, adică 
[image: image383.wmf][

]

[

]

[

]

K

L

L

L

S

U

U

U

...

2

1

=

 şi 
[image: image384.wmf][

]

[

]

0

/

=

j

i

L

Int

L

Int

I

 pentru 
[image: image385.wmf]j

i

=

/

, atunci vom spune că mulţimea 
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 constituie o descompunere a suprafeţei poligonale S (fig.4c).
Pentru suprafaţa poligonală convexă 
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 se numeşte frontieră.

Un punct P al unei suprafeţe poligonale S se numeşte punct interior al lui S dacă există un disc cu centrul s inclus în S. Punctele lui S care nu sunt interioare lui S sunt puncte frontieră pentru S şi formează frontiera lui S.

Din definiţie rezultă că orice suprafaţă poligonală se descompune în suprafeţe poligonale convexe.

Teoremă 

O suprafaţă poligonală convexă cu n-laturi (
[image: image389.wmf]3
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 Demonstraţie 
Se consideră poligonul convex 
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 şi dreapta P1P3, o dreaptă care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult două puncte comune cu L, deci dreapta P1P3 intersectează poligonul L numai în P1 şi P3. Deci punctele P4P5…Pn sunt de aceeaşi parte a lui P1P3, deci P1P3 P4…Pn este un poligon convex. Deoarece P3 se află în interiorul P2P1Pn rezultă că P2 şi Pn se află de o parte şi de alta a dreptei P1P3. Deci punctele P2 şi P4, P5…Pn se află în semiplane opuse faţă de P1P3, adică interiorul triunghiului P1P2P3 şi interiorul poligonului P1P3 P4…Pn se află în semiplane opuse, având intersecţia vidă şi 
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Dacă aplicăm succesiv rezultatul obţinut mai sus pentru suprafeţele poligonale 
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 etc, care au fiecare cu o latură mai puţin decât precedenta şi astfel obţinem rezultatul cerut de teoremă, figura 5.
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Consecinţă : Orice suprafaţă poligonală poate fi descompusă în triunghiuri şi descompunerea nu este unică.

§2. Mulţimi poliedrale

Mulţimile poliedrale constituie analogul suprafeţelor poligonale din plan, cu deosebirea că în acest caz suprafeţele poligonale convexe sunt înlocuite cu prisme, piramide şi trunchiuri de piramidă.

Se numeşte mulţime poliedrală o mulţime de puncte din spaţiu care este reuniunea unui număr finit de prisme, piramide şi trunchiuri de piramidă, acestea având două câte două interioare disjuncte.

Dacă P este mulţimea poliedrală, iar 
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 sunt prismele piramidale şi trunchiurile de piramide respective, adică 
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, atunci se va spune că mulţimea P se descompune în mulţimile 
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Un punct O al mulţimii poliedrale P se numeşte punct interior al lui P dacă există un corp sferic cu centrul în O inclus în P. Punctele mulţimii P ce nu sunt interioare acesteia se numesc puncte de frontieră.

Teoremă 1
Orice mulţime poliedrală se poate descompune în tetraedre.

Demonstraţia rezultă din proprietăţile de descompunere a prismelor, piramidelor şi trunchiurilor de piramidă.

Proprietate 1.
Orice prismă se descompune în prisme triunghiulare.

Demonstraţie :

Se consideră prisma P cu bazele S şi S' . Ştim că suprafaţa poligonală S se descompune în suprafeţe triunghiulare 
[image: image400.wmf]m
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, planul bazei S' şi având muchiile laterale paralele cu muchiile laterale ale prismei P au interioare disjuncte şi reuniunea lor coincide cu P. (fig.1a)
Proprietate 2.
Orice prismă triunghiulară se descompune în trei tetraedre.

Demonstraţie :

Se consideră prisma 
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, aceste trei piramide au interioare disjuncte, deoarece oricare două dintre ele au ca intersecţie o faţă sau o muchie, iar reuniunea lor este P, deci P se descompune în 
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Proprietate 3.

Orice piramidă se descompune în piramide triunghiulare.

Proprietatea rezultă din faptul că baza piramidei se descompune în suprafeţe triunghiulare care împreună cu vârful piramidei determină piramide ce realizează descompunerea. (fig.1c)
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Proprietate 4.
Orice trunchi de piramidă se descompune în trunchiuri de piramidă triunghiulare.
Proprietatea este consecinţă a proprietăţii 3, fig.2a.
Proprietate 5.

Orice trunchi de piramidă triunghiulară se descompune în trei tetraedre.

Descompunerea este analoagă celei din proprietatea 3, fig.2b.
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Dacă două mulţimi poliedrale sunt congruente şi una din ele este descompusă în tetraedrele 
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 atunci şi cealaltă poate fi descompusă în tetraedrele 
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Un corespondent în spaţiu al suprafeţelor poligonale cu frontiera poligon îl constituie poliedrele.

O mulţime poliedrală P se numeşte poliedru dacă are următoarele proprietăţi :

1. Pentru orice două puncte interioare ale lui P, există o linie poligonală cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte interioare.
2. Pentru orice două puncte care nu aparţin lui P există o linie poligonală cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte care nu aparţin lui P. 

Se numeşte vârf al unui poliedru un punct care aparţine frontierei poliedrului şi nu aparţine nici unui segment deschis inclus în frontieră.

Se numeşte muchie a unui poliedru un segment determinat de două vârfuri ale poliedrului, inclus în frontieră şi ale cărei puncte nu aparţin interiorului nici unei suprafeţe poligonale inclusă în frontieră.

Un poliedru se zice convex dacă este mulţime convexă. În cazul unui poliedru convex, frontiera este o reuniune de suprafeţe poligonale convexe, a căror laturi sunt muchii ale poliedrului. O astfel de suprafaţă poligonală convexă se numeşte faţă a poliedrului.
Se numeşte reţea poligonală simplă o suprafaţă poligonală [P] cu frontiera poligon, împreună cu o descompunere a ei în suprafeţe poligonale convexe 
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. Cele f suprafeţe [Pi] se numesc feţele reţelei, iar vârfurile şi laturile acestora se numesc vârfurile şi muchiile reţelei, numărul lor fiind notat cu v respectiv m.
Teoremă 2.
În orice reţea poligonală simplă avem 
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Demonstraţie :

Dacă Pi are 4 laturi sau mai multe, ducând o diagonală a lui Pi, se obţine o reţea nouă în care numărul vârfurilor este tot v, dar există o muchie în plus şi o faţă în plus, deci numărul 
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 nu s-a modificat. Aşadar, dacă descompunem fiecare [Pi] în suprafeţe triunghiulare, se obţine o reţea pentru care 
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 rămâne acelaşi. Deci este suficient să demonstrăm teorema pentru cazul când fiecare Pi  este triunghi.

Aplicăm inducţia matematică în raport cu f.

Dacă f = 1 avem un singur triunghi, deci v = 3, m = 3 şi deci 
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Presupunem proprietatea adevărată pentru orice reţea în care numărul feţelor este mai mic sau egal cu f-1. Considerăm o suprafaţă triunghiulară [ABC] a reţelei având latura [AB] în comun cu P şi deosebim două cazuri:

a) C este un punct interior lui [P] (fig.3). Scoţând din reţea 
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, se obţine o reţea simplă cu f-1 feţe, v vârfuri şi m-1 muchii. În virtutea ipotezei din inducţie avem : 
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b) Dacă 
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, (fig.4), atunci [AC] sau [BC] descompune reţeaua [P] în reţele poligonale simple [P'] şi [P''] cu v', m', f' respectiv v'', m'' şi f'' vârfuri, muchii şi feţe pentru care 
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Teorema 3.

Dacă v, m, f reprezintă respectiv numărul vârfurilor, muchiilor şi feţelor unui poliedru convex, atunci 
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Demonstraţie :

Fie 
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 sunt vârfurile unei reţele poligonale simple având v vârfuri, m muchii şi f feţe.din teorema 2 
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Observaţie :

Dacă se suprimă faţa L se obţine o reţea spaţială simplă R, aşezată pe suprafaţa poliedrului P. Acesteia i-am asociat prin „proiectarea din N ” o reţea poligonală simplă în planul 
[image: image450.wmf]'

a

. Bazându-ne pe intuiţie, putem să obţinem asocierea respectivă şi în alt mod. Ne imaginăm că reţeaua R este realizată dintr-o membrană elastică pe care o întindem până ce devine plană, ea se deformează şi muchiile devin arce de curbe, dar acestea pot fi înlocuite cu segmente de drepte fără a schimba numărul v, m şi f-1 şi teorema 3 rezultă din teorema 2. Acest procedeu poate fi aplicat ori de câte ori reţeaua spaţială, presupusă elastică, poate fi întinsă astfel încât să devină plană. Deci relaţia lui Euler este valabilă şi pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe.
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Fie corpul din figura 6 pentru care v = 9, m = 16, f = 9 şi 
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 acest corp poate fi întins în plan.
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Dacă considerăm corpul din figura 7, de formă inelară, reţeaua feţelor rămase nu se mai poate întinde pe un plan şi avem: v = 16, m = 32, f = 16 şi 
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Dacă un corp este străpuns de p ori, zicem că suprafaţa lui este de „gen p” şi în acest caz 
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Numărul 
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 se numeşte caracteristica euleriană a suprafeţei respective. Suprafaţa unui poliedru convex este de „gen O” şi are carqacteristica euleriană egală cu 2.
Un poliedru convex P se numeşte poliedru regulat dacă fiecare vârf a lui P aparţine aceluiaşi număr de muchii, toate feţele sunt suprafeţe poligonale regulate congruente şi toate unghiurile diedre, determinat de feţe cu muchie comună sunt congruente.

Teoremă 4
Există numai cinci tipuri de poliedre regulate şi anume: tetraedrul, hexaedrul (cubul) octoedrul, dodecaedrul şi icosoedrul regulat.

Demonstraţie:

Notăm prin q numărul muchiilor de pe o faţă şi cu p numărul muchiilor care pleacă dintr-un vârf. Pentru că fiecare muchie e inclusă în două feţe şi are două vârfuri, rezultă: 
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Dar din relaţia lui Euler avem 
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(2) 
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Deci 
(3) 
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Deci 
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Aşadar singurele perechi 
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 care verifică inegalitatea (3) sunt:


(4) (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3) 
Deci există cel mult cinci tipuri de poliedre regulate. Arătăm că pentru fiecare pereche din şirul 4 există un poliedru regulat.

1) Dacă p = 3 şi q = 3

Din (2) obţinem m = 6, iar din (1) obţinem v = 4 şi f = 4, acesta este tetraedrul regulat.
2) Dacă p = 3 şi q = 4 
[image: image474.wmf]8

,

12

=

=

Þ

v

m

 şi 
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, acesta este cubul sau hexaedrul regulat (figura 8a).
3) Cazul 
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 şi f = 8, acest poliedru poate fi realizat luând ca vârfuri centrele feţelor unul cub (figura 8a).

4) Cazul 
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 şi f = 20, acest poliedru poate fi realizat în felul următor:

· Se consideră într-un plan 
[image: image478.wmf]a

 un pentagon regulat ABCDE, de centru O şi latură a. Pe dreapta dusă prin O, perpendiculară pe 
[image: image479.wmf]a

 se ia un punct F astfel ca AF = a. Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE şi FEA sunt echilaterale.

· Se ia un punct O’ pe semidreapta opusă lui /OF, se duce planul 
[image: image480.wmf]'
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 prin O’, paralel cu 
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 şi se proiectează punctele A,B pe 
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 în A'B'. Înscriem în cercul C(O',OA) situat în 
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 un pentagon regulat GHIJK astfel încât G să fie mijlocul arcului mic A'B'. Determinăm distanţa 
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 aşa încât 
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, notăm în acest scop cu M mijlocul segmentului (AB) şi cu N mijlocul arcului mic AB al cercului circumscris lui ABCDE; rezultă 
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. Între planele 
[image: image487.wmf]a

 şi 
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 se formează zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH, DEJ, EAK, GHB, HIC, IJP, JKE, KGA.
· Pe semidreapta opusă lui O'F luăm punctul L pentru care O'L=OF se obţin alte cinci triunghiuri echilaterale de latură a: GHL, HIL, IJL, JKL, KGL  şi [FABCDEGHIJKL] este un poliedru regulat cu 20 de feţe, numit icosaedru regulat (figura 8b şi 8c).

5) Cazul 
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Centrele feţelor unui icosaedru regulat formează vârfurile unui poliedru regulat cu 12 feţe numit dodecaedru regulat (figura 8d).
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§3. PROBLEME REZOLVATE

Problema 1

Un vârf al unui patrulater ABCD se marchează dacă şi numai dacă el este situat în interiorul unghiului opus. Să se demonstreze:

a) Cel puţin unul din vârfurile A, B, C, D va fi marcat;

b) Dacă două vârfuri sunt marcate, atunci patrulaterul este convex şi toate vârfurile vor fi marcate.

Demonstraţie:

a) Fie ABCD un patrulater, el poate fi convex sau neconvex.

1) Dacă ABCD este patrulater convex 
[image: image494.wmf]Þ

, din faptul că diagonalele unui patrulater convex au un punct comun, că toate vârfurile sale sunt situate în interiorul unghiului opus şi deci toate vârfurile sunt marcate.
2) Dacă ABCD este patrulater neconvex, există cel puţin o latură, să zicem [AB], al cărui suport separă celelalte vârfuri C şi D, deci 
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 deoarece definiţia poligonului nu admite poligoane care se autointersectează. Din 
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Cazul I.  
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Vom arăta că 
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 adică B este un vârf marcat, iar A, C, D sunt nemarcate.
Notăm AB = a, BC = b, DA = d, 
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Arătăm că 
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Cazul II. 
[image: image536.wmf]EB
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 - se tratează analog
b) Dacă două vârfuri ale unui patrulater sunt marcate, atunci patrulaterul este convex, un patrulater neconvex are un singur vârf nemarcat, deci toate vârfurile sunt marcate.
Problema 2.
Intersecţia semiplanelor închise limitate de suporturile laturilor unui poligon convex P coincide cu mulţimea 
[image: image537.wmf]P
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Demonstraţie:
Fie poligonul 
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Fie I intersecţia considerată. Se ştie că 
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 este intersecţia semiplanelor deschise limitate de suporturile laturilor poligonului şi care conţine vârfurile nesituate pe laturile respective. Dar orice semiplan deschis este inclus în semiplanul închis mărginit de aceeaşi dreaptă, deci intersecţia semiplanelor închise 
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Din convexitatea poligonului P rezultă că pentru fiecare latură 
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, toate vârfurile diferite de PK şi PK+1 se găsesc de aceeaşi parte a dreptei PKPK+1. Deci există în I un singur semiplan închis mărginit de PKPK+1 care include frontiera sa. Dar 
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Demonstrăm incluziunea inversă, adică 
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 tuturor semiplanelor închise nemărginite de suporturi laturile 
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Pentru M avem următoarele situaţii:
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 dar M aparţine tuturor semiplanelor închise mărginite de dreapta 
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2) Există K, aşa încât 
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, dar M se găseşte şi în toate celelalte n-1 semiplane închise mărginite de suporturile celorlalte laturi diferite de 
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[image: image558.wmf]K

K

P

P

1

-

 şi care conţine şi celelalte vârfuri diferite de Pk-1 şi Pk, rezultă deci că M şi Pk+1 sunt de aceeaşi parte a dreptei 
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Problema 3

Reuniunea unui poligon convex cu interiorul său este o mulţime convexă.

Demonstraţie:

Din problema 2 avem 
[image: image570.wmf]I
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, adică intersecţia celor n semiplane închise limitate de suporturile laturilor 
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. Dar semiplanele închise sunt mulţimi convexe şi deci întersecţia acestora este tot o mulţime convexă.

Observaţie: 
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Problema 4.

Fie 
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Dacă 
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Demonstraţie:

Din 
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Problema 5.

Dacă o dreaptă d nu este suportul unei laturi a unui poligon convex, atunci d are cel mult două puncte comune cu poligonul dat.
Demonstraţie:

Presupunem prin absurd că d are în comun cu poligonul dat punctele distincte A, B şi C. Unul dintre aceste puncte este situat între celelalte două, de exemplu 
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Deci A şi B sunt de o parte şi de alta a lui 
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Problema 6.

Dacă 
[image: image603.wmf]n
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 este un poligon convex unde 
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Demonstraţie:

Notăm 
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Deci 
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 vârfurile diferite de extremităţile laturilor respective se găsesc de aceeaşi parte a suportului său, deoarece ele sunt laturi şi în poligonul convex 
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Problema 7.
Fie 
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Demonstraţie:

Folosind problema 6, din 
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Problema 8.

Fie 
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Demonstraţie:

Se ştie că 
[image: image637.wmf]IntL

 este intersecţia tuturor semiplanelor deschise limitate de suporturile laturilor 
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2) Dacă 
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[image: image646.wmf]1
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3) Fie 
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 cel mai mic dintre segmentele 
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Din 
[image: image658.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

{

}

k

k

k

l

l

Q

P

P

AB

A

Q

AB

AB

Q

=

Þ

É

Þ

Î

+

1

I

. 

Din 
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Dacă 
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Problema 9.

Într-un poliedru convex se notează cu m numărul muchiilor, cu 
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2) Dacă notăm cu f numărul feţelor şi cu v numărul vârfurilor unui poligon convex oarecare, atunci 
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Demonstraţie:

1) - Orice muchie a unui poliedru convex este comună la două feţe, deci: 
[image: image679.wmf]...

5

4

3

2

5

4

3

+

+

+

=

f

f

f

m


- Orice muchie a poliedrului trece prin două vârfuri, deci 
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2) Ţinând cont de 1), avem 
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Problema 10.

Adunând măsurile unghiurilor tutror feţelor unui poliedru convex, se obţine dublul sumei măsurilor unghiurilor unui poligon convex având acelaşi număr de vârfuri. 

Demonstraţie:

Notăm cu 
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Problema 11.

Arătaţi că dacă un punct variază în interiorul unui poliedru regulat, suma distanţelor sale la planele feţelor rămâne constantă.

Demonstraţie:

Fie un poliedru regulat cu feţele 
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Dar 
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§4. UNELE PROBLEME DE INEGALITĂŢI 

ÎN TETRAEDRU
Problema 1.

 În interiorul tetraedrului se alege punctul M. Să se arate că una din laturile tetraedrului se vede din punctul M sub unghi 
[image: image704.wmf]a

, astfel încât:
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Demonstraţie:
Presupunem prin absurd că toate muchiile tetraedrului [ABCD] se văd din punctul M sub unghiuri de cosinus mai mare decât 
[image: image706.wmf]÷
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. Considerând vârfurile tetraedrului pe dreptele MA, MB, MC, MD le luăm astfel încât toate vârfurile tetraedrului să fie la distanţa 1 de M. Este clar că prin acest procedeu unghiurile sub care se văd laturile tetraedrului din punctul M nu s-au schimbat. Fie ABC faţa cea mai apropiată de punctul M, iar AD cea mai lungă muchie dintre AD, BD, CD. Ducem prin M dreapta perpendiculară pe ABC şi alegem punctul D1, astfel ca MD1=1, iar D1 este de aceeaşi parte a planului ABC ca şi punctul D. Dacă 
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. Aceste inegalităţi ne spun că toate laturile tetraedrului se află de o parte a planului 
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 ce trece prin mijlocul segmentului DD1, perpendicular pe acest segment. Se obţine o contradicţie deoarece punctul M se află în planul 
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, toate muchiile tetraedrului [ABCD1] se văd din M sub un unghi de cosinus mai mare ca (-1/3). Tot de aici deducem că proiecţia punctului M pe planul (ABC) coincide cucentrul cercului circumscris triunghiului ABC. Cum ABC este cea mai apropiată faţă a tetraedrului de punctul M, centrul cercului circumscris lui ABC este ascuţitunghic. Fie 
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Avem:
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Acum din teorema cosinusului avem: 
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Problema 2.
În orice tetraedru [ABCD] cu notaţiile cunoscute, avem inegalităţile:

a) 
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Demonstraţie:
a) Din inegalitatea mediilor avem: 
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b) Se ştie că dacă 
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Înlocuind în (1) pe 
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Problema 3.
Să se demonstreze că orice tetraedru [ABCD] poate fi inclus în regiunea cuprinsă între două plane paralele (inclusiv cele două plane) astfel încât distanţa d dintre aceste plane să satisfacă inegelitatea: 
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, unde p reprezintă suma pătratelor muchiilor tetraedrului.

Demonstraţie:
Notăm cu SM, EF şi PQ bimedianele tetraedrului [ABCD]. Avem: 
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Presupunem că, de exemplu, 
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Ducem prin AB planul 
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 nu depăşeşte SM. Notăm cu M mulţimea punctelor cuprinse între planele 
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 inclusiv cele două plane. Cum M este o mulţime convexă şi A,B,C,D
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 M rezultă că tetraedrul [A1A2A3A4] este inclus în M.

Problema 4.
În orice tetraedru [ABCD] folosind notaţiile cunoscute avem inegalităţile:

a) 
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b) 
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Demonstraţie:

a) Avem 
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Conform inegalităţii mediilor avem: 


[image: image744.wmf]1

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

+

+

+

=

>

³

+

+

a

a

m

m

l

c

b

d

c

b

 şi analoagele; 


[image: image745.wmf](

)

(

)

d

c

b

a

m

m

m

m

n

m

l

c

b

a

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

2

+

+

+

×

>

+

+

+

+

+

×

Þ

.

b) Din inegalitatea mediilor avem 
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Problema 5.
În orice tetraedru [ABCD] are loc inegalitatea:
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Notaţiile sunt cele cunoscute în tetraedrul [ABCD].

Demonstraţie:
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Egalitatea are loc numai dacă 
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Problema 6.
Folosind notaţiile cunoscute într-un tetraedru [ABCD] să se arate că:

a) 
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Demonstraţie:
a) 
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(am folosit inegalitatea: 
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Egalităţile au loc numai dacă [ABCD] este echifacial.
IV. CONSIDERAŢII METODICE

Este evident faptul că niciodată în istoria şcolii, a învăţământului românesc nu a existat atâta preocupare pentru perfecţionare, pentru modernizarea multidirecţională a acestui secto de activitate socială.

Dinamismul societăţii contemporane, determinat de acţiunea concomitentă a revoluţiei social-politice în domeniul ştiinţei şi tehnicii solicită şcoala la reorientarea şi reorganizarea acţiunilor ei instructiv-educative, în vederea integrării ei rapide, eficiente, creatoare a tinerelor generaţii într-o viaţă socială cu ritmuri extrem de rapide ale dezvoltării.

În condiţiile societăţii noastre elevul nu mai poate fi considerat un obiect asupra căruia se exercită acţiunea educativă, ci şi subiect al formării propriei sale personalităşi.

Cadrul diddactic nu mai acţionează unilateral ci este animat de principiul colaborării cu elevul în tot ce întreprinde asumându-şi sarcina diagnosticării şi satisfacerii nevoilor celui care învaţă, căutând să acţioneze la maximum activitatea elevului, determinând din partea acestuia o autentică muncă independentă, orientată spre căutare şi dobândire prin eforturi proprii a cunoştinţelor, a priceperilor şi deprinderilor.
Datoria principală a profesorului de matematică este aceea de a-i învăţa pe elevi să gândească matematic, deci el trebuie să se străduiască nu numai să transmită informaţii ci şi să dezvolte la elevii săi capacitatea de a utiliza informaţiile în rezolvarea problemelor practice ce li se pun.

Ştiut este faptul că un număr din ce în ce mai mare de persoane, lucrând în cele mai diverse domenii, sunt puse în situaţia de a avea de rezolvat probleme similare cu cele cu care este confruntat omul de ştiinţă.

Amplificarea în avalanşe a informaţiilor ştiinţifice, progresele tehnice care au loc într-un ritm extraordinar îi obligă pe profesioniţti să fie gata să acţioneze noi informaţii tehnico-ştiinţifice, noi deprinderi de muncă şi mai ales să găsească soluţii originale la probleme imediate. De aceea învăţământul trebuie să se orienteze în două direcţii: dezvoltarea creativităţii şi formarea deprinderilor, acest lucru impunând o metodologie şi o tehnică adecvată.

Trăim într-o epocă în care „eficienţa unei activităţi” este criteriul numărul unu de apreciere, dar această eficienţă presupune economie de materie primă, de forţă de muncă, de energie, valută etc., şi aceasta, la rândul ei, presupune optimizarea activităţii respective, pe care o dorim eficientă.

Matematica este prima care trebuie să-şi aducă aportul în această direcţie şi asta prin modernizarea sa. Modernizarea matematicii, după părerea mea, în liceu, înseamnă nu neapărat încărcarea programei şcolare cu un volum mare de informaţie, uneori prezentată sofisticat de manualele şcolare, ci cuprinderea de către programa şcolară a cât mai multor lecţii de matematică aplicată. Aceste lecţii şi-ar aduce un mai mare aport la înţelegerea multor discipline şcolare, mai ales a celor de specialitate şi ar elucida multe din problemele de pregătire în meserie a elevilor.

Consider că „teoria grafurilor” poate fi înţeleasă de majoritatea elevilor şi aceasta răspunde imediat rezolvării multor cerinţe ale învăţământului românesc, deci ar fi necesară în cultura generală a elevilor.
Iată o problemă practică, care, ca alte mii şi mii de probleme din viaţa de toate zilele, poate fi modelată matematic cu ajutorul teoriei grafurilor.

Ne propunem să realizăm o reţea de telecomunicaţii între n localităţi. Între orice două localităţi, instalarea unei linii telefonice presupune un anumit cost. Dorim să realizăm această reţea de telecomunicaţii cu un cost minim. Cum procedăm?

În vederea rezolvării acestei probleme ne vom folosi de un graf neorientat, conex, obţinut în felul următor:

· localităţile care intră în reţeaua de telecomunicaţii reprezintă vârfurile grafului grupate în mulţimea X;

· legăturile telefonice dintre două localităţi 
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 reprezintă muchiile grafului grupate în mulţimea U;
· costul instalării unei linii telefonice între două localităţi 
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 va fi funcţia cost ataşată grafului 
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Costul total al grafului G este 
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Graful astfel construit este un graf valorizat prin funcţia cost c. 

Rezolvarea problemei noastre se reduce la determinarea unui graf parţial 
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 al grafului G care să aibă cost minim, adică 
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Teoremă 1.
Un graf parţial 
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 al grafului conex 
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, H fiind de cost minim, este un arbore parţial, deoarece arborii sunt singurele grafuri conexe minimale.

Într-adevăr, dacă H este un graf parţial de cost minim al lui G şi H conţine o muchie 
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 a cărei suprimare conduce la un alt graf parţial de cost minim H1 conex, rezultă că:
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Dar inegalitatea obţinută 
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 contrazice minimalitatea grafului H. Pentru găsirea unui arbore parţial de cost minim, prezint următorul algoritm.

Algoritmul APM (arbore parţial minim)

Pentru graful 
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 conex şi valorizat prin funcţia 
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, se alege o muchie „u” cu costul c(u) minim. Dintre muchiile nealese se va selecta mereu muchia de cost minim care nu formează ciclu cu muchiile deja alese. Aplicarea acestui algoritm se termină când se obţine o mulţime de muchii V, deci un graf parţial 
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 a lui G cu 
[image: image789.wmf]U
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, cu proprietatea că oricare dintre muchiile rămase ale lui G formează cicluri cu muchiile lui H. Deci H este graful fără cicluri maximal cu aceeaşi mulţime de vârfuri ca şi G. Conform teoremei demonstrate, rezultă că H este arborele parţial al lui G.
Muchiile din V ne vor indica soluţia optimă de instalare a liniilor telefonice între cele n localităţi, iar c(H) va reprezenta costul minim de realizare eficientă a activităţii propuse.

Fie exemplul de mai jos în care costurile muchiilor sunt date de numerele de pe muchii. Alegem mai întâi muchia de cost minim, de exemplu [1,2], cu costul 2, apoi muchia [1,4], tot de cost 2. În continuare există două muchii nealese, de cost minim 3 şi anume [2,3] şi [3,4]. O alegem de exemplu pe [2,3]; muchia rămasă de cost minim este [3,4], dar ea nu mai poate fi aleasă deoarece formează ciclul [1,2,3,4,1], cu muchiile alese. În continuare alegem dintre muchiile de cost 4 muchia [1,5] fără să formeze cicluri cu muchiile deja alese.

Am obţinut muchiile [1,2], [2,3], [1,4], [1,6], [1,5] deci am obţinut 5 muchii.
Există o proprietate a arborilor că un arbore cu n vârfuri are exact n-1 muchii.
Deci în cazul nostru arborele format cu cele 5 muchii este arborele parţial de cost minim. Acest arbore este reprezentat în figura a); mai sunt două soluţii reprezentate în figurile b) şi c) obţinute alegând alte muchii de acelaşi cost.
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               a) 



         b)



   c)

Închei această problemă printr-un algoritm AMP care este uşor programabil pe calculatorul electronic.

Se observă că se pleacă de la un graf H, care are n vârfuri izolate şi nici o muchie, H fiind graf parţial al lui G. Ulterior, prin adăugare de muchii se formează grafuri parţiale care nu conţin cicluri, deci care au drept componente conexe arbori. Se observă că o nouă muchie poate fi selectată dacă are un cost minim printre muchiile nealese şi dacă extremităţile ei aparţin unor componente conexe ale grafului parţial obţinut până în acel moment.

În caz contrar apare un ciclu, deoarece conform teoremei demonstrate un arbore este un graf fără cicluri maximal.

Pentru a memora numerele de ordine ale componentelor conexe în care se găsesc la un moment dat vârfurile grafului G vom folosi o listă cu n poziţii, astfel încât poziţia i din listă, notată cu 
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 să indice numărul de ordine al componentei în care se găseşte vârful i al grafului.

Pentru a uşura căutarea muchiei de cost minim, vom alcătui lista muchiilor grafului G în ordinea crescătoare a costurilor. Algoritmul se va opri după ce a selectat n-1 muchii, deoarece un arbore cu n vârfuri are n-1 muchii.

Algoritmul devine:

1. Pentru 
[image: image794.wmf]n
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,

1

=

 se face lista 
[image: image795.wmf](
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¬

.

2. Se alcătuieşte lista muchiilor grafului G în ordine crescătoare a costurilor.

3. Fie [p,q] prima muchie din şirul muchiilor lui G.

4. Au fost selectate n-1 muchii? Dacă da, stop. Am obţinut un arbore parţial minim. Dacă nu, mergem la pasul 5.

5. Se verifică dacă 
[image: image796.wmf](
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. Dacă da, se consideră următoarea muchie din şirul de muchii ale lui G. Se notează cu p, respectiv q cele două extremităţi ale acestei muchii şi se repetă pasul 5. Dacă 
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 se merge la pasul 6.
6. Se selectează muchia [pq] ca o nouă muchie a arborelui parţial minim. Dacă de exemplu 
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)

(

)

q

p

L

L

<

, toate elementele 
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 se înlocuiesc cu valoarea 
[image: image800.wmf](
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 şi se merge la pasul 4. Se observă că dacă 
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, cele două extremităţi ale muchiei [p,q] sunt în acelaşi arbore, deci alegerea lui [p,q] ar crea un ciclu în graful parţial, obţinut la momentul respectiv. Deci trebuie considerată următoarea muchie din şirul de muchii.
La pasul 6 se unifică componentele conexe cărora le aparţin cele două extremităţi ale muchiei [p,q] dând tuturor vârfurilor din reuniunea celor două componente numărul de ordine egal cu p. La sfârşitul aplicării algoritmului lista L va avea toate poziţiile egale cu 1.

Optimizarea tuturor problemelor, indiferent de domeniul în care se găsesc acestea, se finalizează cu ajutorul calculatorului electronic, motiv pentru care în perspectivă destul de apropiată şcolile vor fi dotate cu asemenea aparate a căror activitate va fi dirijată de profesorii de matematică.
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