Inegalitati
- material pentru clasa a VII-a —

e Metoda directd — consta in efectuarea calculelor si transformarea inegalitatilor aduse la forma cea mai
simpla dupi care se foloseste ipoteza sau proprietatea (A-B)*>0 sau faptul ci o suma de patrate este mai
mare sau egala cu 0.
1. DacaacR, atunci a’+1>2a.

. .a b
2. DacaaeR ., atunci E+_Z 2.

a
3. Daci a, b, ce R, atunci a>+b*+c*>ab+bc+ca.
(Ind. Inmultim inegalitatea cu 2 si grupam astfel incat sa obtinem o suma de patrate >0).

e Metoda reducerii la absurd
4. Dacaa, b, ce(0,1) sa se demonstreze ca cel putin unul din numerele a(1-b), b(1-c), c(1-a) este mai mic

sau egal cu 1
g 4
(Indicatie: Presupunem ca a(1-b), b(1-c), c(1-a) sunt mai mari decét % . Facem produsul lor si regrupam

dupa a(1-a)> %, facem calcule si obtinem (A-B)*<0 deci inegalitate falsa).

e Metoda bazatd pe implicatii

a<bsic<d=a+c<b+d,undea,b, c, d sunt numere reale. Inegalitatea devine egalitate daca si
numai daca a=b si c=d

0<a<bsi 0<c<d=ac<hd, unde a, b, c, d sunt numere reale pozitive. Inegalitatea devine egalitate
daca si numai daca a=b si c=d.

Aceste inegalitati sunt valabile si in cazul a n inegalitati.

a < < < ad <bc

b d

x+n> n+3

n+1 2x+n+1
b) Sa se determine X € N pentru care este verificata egalitatea:
X+1 X+2 +x+2009_ 5 6 2013

5. a) Si se demonstreze ci : , vn,xeN”

2 377772010 2x+3 2x44 7 2x12011
(Indicatie: a) X e N = X > 1, adunand n obtineti membrul stang, formati si membrul drept si obtineti
inegalitatea; b) se aplica a) pt. n=1, 2, ...).
2 3 2009
+ + +..t s
1.2 1.2-3 1-2-3-4 1-2-3-...-2010
1 2 3 2009
1.2 1-2:3 1.2:3:4 7 1-2:3-..-2010°
a) determinati o relatie intre a si b;
b) aratati cd a<l;

6. Fie numerele a =




c) aratati cd b<—— S0

(Indicatie: b) calculati a + ! , ¢) analog)
1-2-3-...-2010

7. Sa se arate ca: n(l +%+%+ ...+l) > (n + 1)(%+%+ +1j , pentru orice numar natural n>1.
n n

o .11 I .. . - : : :
(Indicatie: notati XZE + 3 +...+— si inegalitatea se transforma intr-o inegalitate simplu de demonstrat)
n

e Metoda bazata pe reducerea la o inegalitate cunoscuta sau inlocuirea in inegalitati cunoscute
Inegalitati remarcabile:

1. Inegalitatea lui Bernoulli
Fie a>-1,ne N, atunci (1 + a)n >1+na
2. Inegalitatea mediilor:0< min(a,b)<m,<m,<m,<mp<max(a,b)
2 a+b
m, = I—(medla armonica); m, =+/ab (media geometrici); m, = T (media aritmetica);
a'b

la® +b’ C e o
m, = 5 (media patratica)

a+b la® +b?
l 1 <ab < V2
a b

2 2
Si daca 0<a<b, atunci a< ] 2 I <+ab < a er b < 1/ 2 ;Lb < b (egalitatea are loc daca a=b).

a b
3. Identitatea lui Lagrange

(a2 +b”)c* +d?)=(ac+bd ) +(ad —bc)’
sau

(af +b! )(a§ +b§)= (a,a, +bb,)’ +(ab, —a,b, )

4. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz (CBS)
(2> +b’)c? +d?)>(ac+bd)* sau (al2 + aZZXbl2 + b22)2 (ab, +a,b, )’

in general:
(a’+a, +..+a,) (b’ +b, +..+bo’) 2 (ab +ab, +..+ab,)

5. Inegalitatea lui Minkovski
JaZ+ai+..+a2 +4b7+b2+..+b7 >/(a +b, ) +(a, +b,) +...+(a, +b,)’

6. Inegalitatea lui Cebaseav
I. Dacd a;<a)<..<a, sib;<b,<.<b, neN”



Atunci: ab +ab, +..+ab, LA+ +.+a, b +b,+..+b,
n n n

II. Dacd aj<ay<..<a,sib;>b>..>b, ne N *
qQ+%@+m+%q<@+%+W+Q_Q+@+m+b
n n n

n

Atunci:

8. Dacid a,b,ceR, atunci: \/(a +c) +b* + \/(a —c)’ +b* >24a” +b’
(Indicatie: aplicati inegalitatea lui Minkovski)

9. Daciab,ceR,atunci (a+b)b+c)c+a)>8abc

(Indicatie: aplicati inegalitatea mediilor)

10. Fie A:{min(l+lj|x+ y=4Xxye R+}$i
Xy

B= {X € Z‘a = V16x* +32%> +16X> +49 si a este minim}. Calculati aria patrulaterului determinat de
elementele multimii (AU {2})xB.

(Indicatie: aplicati inegalitatea mediilor pt.my i m,)

11. Dacid a, b, c, u, v sunt numere pozitive si u+v>2, aratati ca:

a)da+bu+m0+b®+cu+aﬂ+c@+au+b@s1+u+v®+b+cf

a b c 2
m(a+bu+cv+b+cu+av+c+au+bvj(da+bu+mﬁ+b®+cu+aﬂ+c@+au+bﬂﬁz@+b+c)

a b c 3
+ + >
a+bu+cv b+cu+av c+au+bv 1+u+v
Indicatie:

a) Se arata ca

+b+c

1+u+v u+v-2
(a ) ————(

a(a+bu+cv)+b(b+cu+av)+c(c+au+bv)= a2+b2+c2—ab—bc—ca)

si cum u+v>2 rezulta concluzia.
b) Aplicand CBS se obtine inegalitatea ceruta

¢) Folosind a) si b) se obtine: lru+v (a +b+ C)z( a + b + ¢ J > (a+ b+ C)2 ,
3 a+bu+cv b+cu+av c+au+bv

de unde concluzia este imediata.

b2 2 2

<

12. Fieabe (ano) cu proprietatea E + ¢ +—=>5.S4 se arate ca : ° %
a

+ +
c a’h’+1 b’c>+1 c’a’+1
o D . . . o1 o1 .1
(Indicatie: aplicati inegalitatea mediilor my, $1 m, pentru b’ si PeR ¢’ si b’ a’si C—z).

13. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale pozitive au loc inegalitatile:

1 a b (a+by a+b b+c c+a

a)a+b>2ab ,bya+—>2,¢c) —+—>2,d) >ab , e) + + >6,
a b a Cc a b



f) (a+%)(b+ljz4,g) a’ +b”+c”>>ab+hbc+ca,h) ab(a+b)+bc(b+c)+calc+a)> 6abc
a

i) 6> V2+3+4/6 (ind.: aplicati g)); ) (a +b+ C{l +%+1] > 9; 1)dacd atb+c=1, atunci l+l+l >9
a c

a b c
(a+5) -(a-5)
(2a+5) +(2a-5)"

14. Se da expresia E = aeR

.. . 1
a) Sa se simplifice expresia E; b) Sa se demonstreze ca E < > VYaeR

15. Fie a, b, ¢ numere reale astfel incat a+b+c=6p. Si se demonstreze ci a*+b*+c>>12p”.

16. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor unui AABC .

a) Sa se determine natura AABC daci are loc relatia a*> +b* +¢* > ab +bc +ca

b) Daca c are valoare constanta, iar expresia (p-a)(p-b) are valoare maxima, sd se demonstreze ca triunghiul
este isoscel (s-a notat cu p semiperimetrul triunghiului).

17. a) Sa se demonstreze ca dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru, patratul are aria maxima,
b) Sa se demonstreze cd dintre toate dreptunghiurile cu aceeasi arie, patratul are perimetrul minim,

. . . . L . - . < - . a
c¢) Fie a lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic, iar S aria sa. Sa se demonstreze ca daca 5 <S ,

atunci triunghiul este isoscel.
Indicatie:
a) Fie a,b dimensiunile dreptunghiului si P-perimetrul, A-aria

Din vab < a ; b (inegalitatea mediilor) = ab < [a +b

echivalent cu conditia de egalitate)

b) P=2at+2b>4+/ab=4 JA; perimetrul este minim daca a=b, deci dreptunghiul este patrat;
¢) Ridicand relatia data la patrat i aplicand teorema lui Pitagora, obtineti cerinta.

2 2
j = A=ab< [a ;L bj , conditia de maxim este



