Concursul Interjudctean ,,Traian Lalescu”
Editia a XII-a,
Caranscbes, 29.111.2003

SUBIECTE PROPUSE

CLASA aV-a

1. Sa se determine numerele de forma  abed divizibile cu 8
pentru carc a id = 7(b-+¢).
2. Sa se determine numerele prime a.b, ¢, d care verifica
egalitatea 3at 4bi6¢c+12d=360.
3. Fie multimile A:--{-neN::%"Hg ~25" |5
B={2"13"eN,me N,mz3}, C={11,,,,101,,,1101,, }, unde ab,,,
reprezinta numarul «f scris in baza 2,

a) Determinati multimile A UBUC, ANBNC, B/C, A/B,
C/B.

b) Determunatt multimile
B+(={xtye N: xe B, ye(C}, B-C= Ix -yeN.xeB, yve C}

4. Sa se determine numerele de forma xy=r , divizibile cu 5, care
verifica simultan conditiile - _

a)Suma ultimelor doua cifre este cu 1 mai mica decal suma
primelor doua cifre.

b)Suma aifrelor este un numar divizibil cu 15.
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CLASA a VI-a

1. Sa se determine numercle naturale X si abe stiind ¢a :

[ 14 3+5+. . +(2k+ 1)} =abe

2. Fie M mijlocul Iaturii [BC] a triunghiuluy ABC si
Pe[AM] astfel incat m(<PBM)=15". Aratat ca
AM+PM=AB.

3. Doua numere prime s¢ numesc “getenc” daca difcrenta
lor este 2 (de exemplu 17 s1 19 sunt doua numere prime
gemene).

a) Aflati numerele prime gemene de forma p_ =dp-1
p.=4pTl unde p este prim.

b) Exista numere prime gemene de forma p, =2~
p-1, p. 727 -p+1 unde p este numar prim ?

CLASA a Vll-a

1. Fie ABCD un paralelogram si Mc (AB), Ne(BC) astfel
incat AM=NC. Fie Q punctul de intersectie al dreptelor
AN st MC, Aratati ca <ADQ = <CDQ.

2. Fie a,b,c,d.e cinci numere pozitive cu proprietatea ca
oricare trel dintre ele pot reprezenta lungimile laturilor
unut triunghi. Demonstrati ca dintre aceste triunghiuri
cel putin unul este ascutitunghic.

.

3. Sa se determine toate tripletele(x,y,z) de numcre
pitagoreice. cu x<y<z, avand proprietalea ca {x,y,z! N
{3,29,2003}+£2 . A

4. Fic A ABC un triunght in plan. Notam cu B, |, respectiv
C, proiectiile varfului A pe bisectoarcle interioare ale
varfurilor B, respectiv C, iar cu B, | respectiv C,
protectiile Jur A pe bisectoarele exterioare in B, respectiv
C. Aratatt ca punctele B, . C, , B, si C, sunt coliniare.
* Nota: Solutia generala a ecuatiei x*+y*=z" in N
x N xN este: '

x=2kmn
v=k (m*-n") sau
unde k.mon = N i
/=k{m’ in’)
m>n, (man)=1.

x=k(m-n")
y- 2kmn

z=k(m'+n’)

CLASA a VIlI-a

1. Si se determine functiile £ N >N ce verificd relatia :
[V-'!H + fl(n)J—- mine N
2. Sa se determine ne N, astfe] incat ecuatia x"—)"

+2 " =xyzt s admitd cel putin o solutie (x,y,z.1)cu
xv.zle N-{0}.

3. Un tetracdru are trei laturi egale cu 1 cm st doua latur
egale cu 2 cm. Sa se arate ca volumul tetraedrului este

—

Qo ‘5 ;
mai mi¢ sau egal cu \-g—cmt



4. O furnica se deplascaza pe toate fetele unui cub de latura
I Care este distanta minima pe care o poate parcurge
furnica astfel incat sa plece dintr-un varf al cubului, si treaca
prin toate centrele fetelor i s se intoarcd in varful din care

a plecat?

CLASA aIX-a

1. Fie A ACALA LA un pentagon Inscris intr-un cere. Pentru
fiecare indice i e11,2.3,4,5}, notam cu H, ortocentrul
triunghiului ALA_ 4 st cu M mijlocul laturii A, A,
(unde am Lonszderat A(,—A;, A=AL A=Az Av=Ay).
Aratati ca dreptele H;M,, HoM, I1:M; HaMy HsM; sumt
concurente.

2. Si se determine numarul de elemente ale multimii

Ad={¥=qa..a, 1 a, {2379, 3IN ! unde ne N,u> k;

este un numar naturasi nenul fixat.
3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, iar MNP si Q
mijloacele laturilor AB. BC, CD si DA. Ardtati ¢d

perrmﬂdlcularclc din M pe CD, din N pe DA, din P pe
AB si din Q pe BC se intersecteazi intr-un punct.

. - - = i -] L i
4, Fie F i N*-> A* functia delinit prin f(n) = [n ++n +—;— [
1
pentru orice ne N *,
a) Calculati £(3), £(29) si 7(2003).
b) Aratati ca funciia feste injectiva, dar nu si
surjectiva.

b Determinatt muitimea 4 o v * astfel neat functia

¢ N*— 1, definitd prin glny= f).(7) n=1, 83
fie bijectiva,

CLASA a X-a

1. Fie multimea A={1.2,...2003"
a). Cate submultimi ale lui A, de cardinal 3, au elementele in
progresie ’-n‘itmet' :

b} Dacd Be A are eiunemelb I progresie geometrica atunci
B are cel mult 11 elemente.
2 Fieke N¥sifir1.2 sk > {12,000 K o [unctie bijectiva.
Sé sc arate ¢a

01y 2 iik) 12 k

1 = = e L = w2 - =

3 Fie A, As A 4o un patrulater. Notam cu C, C, C., €
mijloacele segmentelor A; A~ Ay As, Ay Ko Aoy A T8
exteriorul patrulaterulul construim punctele By. B~ B, , B,
astfel incat :

ay B¢ 4 A Ay, BoGhr AWAL B:C.l Ay Ay, By L™
AL A

o8]

_ ¢, B,C, BC, B.C
\ % N A

S& sc demonstreze ca dreptele 3. B, st B> By -sunt
perpendiculare daca si numai dacd diagonalele patrulaterului
A Ay Ay Ay sunt egale.



4.0 turnici se deplaseazi pe fetele unui cub cu latura 1.
Care este distan{a minima pe care o poate parcurge lurnica
astfel incat sé plece dintr-un varf al cubului.. sa treacd prin
toate centrele fetelor i 3 sc Intoarcd in varful din care 3
pleeat ?

CLASA a XI-a

I. Fie r

0.0} » R o functic continui si

7

A=qae k| 3, Voox, s flay )'—> a ;b

[
!

a). Dati exemplu de functic /pentru care A—10}.

b). Dati exemplu de functie f pentru care A=R.

¢). Demonstrati ¢d daca a.b e 4, atunci [o.p]c 4.
2. 2) Demonstrati inegalitatca

NP N W _ k> 0,Yp 2 0.

(k=1)" & g (k+1}

b) Studiati convergenta sirului {(«, )

definit prin ,

] \ s o . .
>0a,, —a, +—-—,%n=1,1In functic de valorile
ntt '

H

parametrului real p.

a}Fie 4.Ba My(C) astfel incit 48 = B4. Demonstrati ca

dacd (e M(C) comutiicu A si cu B, atunci C comuti cu
orice matrice din H-(C},

b) Aratali ¢& pentru orice neN |, #>2 existd 4,8.C ¢

M(C) astiel incdt 4B = B4, C =21 si C comuti cu A;;i cu
B.

(e

4. AT ati functitie AR -» R cu proprictatle
3) eyl ), s e Resi
h) E?\lbl’ﬁ limna lim i,

CiLASA a Xl-a

1. Fie (G.- ) un grup necomutativ cu 8 elemente, avand ca
element unutate pe e. Fie, de asemenea. « « ¢ un element
de ordinul 4 51 be G - Ifu "’ . SA se studiere daci

(ay. G- ‘]__e';-:(.f.rf,w"_h,!m-__fm: bty

(D). wh - ha'

(C). b~ e :a 7" J,

2. Determinati primitivete functiei (0.2} >R,

Sl = max{e® 27}

3. Calculay R, o il B—
JIn(9 - x) v v me+3)

s n 5 . . esing .
4. Aratati cd daca x+ [0.27], atunci J—l dr = 0
=1

S. Caleulati /7, = ’ I\ —, v m=N



BAREME DE CORECTARE

; ' d=2 = e =53 G=13 =S & # 3l -
CLASA A V-A i i
d 5 €8 g = s o d=17 - ¢=23 -
Fiecare subiect are din oficiu 1p.. CompLs prim
ds5 = =47~ d=19=¢=19-
1 prim prim
R d=7 = c¢c=43~ d=23 5 ¢=11-
e o R s (R R ———— (I1p.) . =
2 5 prim prim (3p.)
a+d=7{brc) o a4+ d} T (Ip.) d=11 = c=35 -
(.1202311273b'+'c:1_>b:0,c:l c(}mpu_s
sau b=1,c=0 (2p.) |
d=3 = a0 (sz. (a.b.cd) e {23531 23475H23 437233 13323 2 $1919 (231 123
a=2 =>b-¢=1=b=0c=1sau b=1,¢=0....(1p.) (1p.)
a9 = b 5 652 = D=0 ¢¥2 5l B=1, =1 |
sz B ol I | NSO —————— (Ip) 3

abed < 12015, 2105, 7010, 7100, 9025, 9135, 9203} .. ........{1p. o ,
ahede: pailen . SO CLD 0oL, 'l (p.) A 251 — impar pentru orice numar natural n

3"+ 9% - par pentru orice numar nataral n

= A=

3a+4b+6c+12d=360;a,b,c dprime (2p.)

4b, 6¢, 12d. 360 ~pare = 3a—par > a=2............ (2p.) B: me {0123} = B 513 35!
Fgalitatea devine: 2b + 3¢ + 6d =177 (1p.)

3¢, 6d, 177 —muluplii de 3 = 2b - multiplu de 3 = 101.--:-. oL |

b B 3 ............................................................ (Zp.) ] ‘__ ” ) | (Vs {3 54 11}}
Egalitatca devine: ¢+ 2d =57 = d <28, d - prim 1101 =13 .
(p.)
8 9




Bt 1B & § T35
ANBACe D

B #i= 1% 35

V1B =i (3p.)
CiR= 13}

b) B+C =457, 810,15 16, 18; 26; 38; 40: 48]

(Ip.) |
B0 By 10222; 30; 33

(1p.)

(4p.)
(=5=> Xx+y=z+6.Din2z+11

(4p.)

SE p=2, larsy =23

xy7t & {17235, 2625; 3525; 4425; 5325; 6225, 7125; 8025

]

L]

CLASA A VI-A
1.
. i RS RS YR SRR Ip

k=1, K<3=>S<abe 2p
K300 7000. . s o lp
L g S R — Ip

Constructia simetricului punctului P........ . 3p

< E L R ——— Ip
mLMBP )-8 Ip

- m(£BP \P)= m(ZABP)=75%............1p
- g 0 ————————— Ip
AN PM=a MNP AP =AR s Ip

3.
ST e, Ip
i) Pt LBl el Brememaonsssmsegen wapa sl

Unul dintre ele vafi divizibil cu 3. sesmeealii
Dacai4p)este divizibil citd =2 p=aovmsmasmmmmsomms Ip
== Pkl sl THOID e e S Bl ip

Daca p£3 =>(4p-1) divizibtl cu 3 ~=> p=1 nu este prim |

=>(4p—1) divizabil cu 3 Z-?p:-i eN - 1p



Ay

)25 p-1, 27 p, 22t | = ynul dimre ele este
di\jzibil S Ip
Daca(2*""p) este divizibil cu 3 = >p=3 =>po=3. 270 =
u(p))=8 nu este numér prim f
p=3: 27 k= u(py)=5, paes —> Ip
P2 N este prim :
- N
Dacaped=> py=3- 27 _l cste divizibil cu 3 => p.>3 _ '
sau p;=3- 2+ este divizibil cu 3 > P23 er
Deci p;.ps nu pot fi numere prime.
Nu existd astfel de numere | L Ip
CLASA A VII-A
1
STALT. oo Ip
Constderd CM =~ AD(=4PY) oo 2p
Aplicd (TFA) si obtine —PQ = _ﬁ ........................ 2p
OC T AC
: 5 ; ; PD DO
Aplicd (TFA) siobtine === 270 !
P { st ! P4 AM P
Deduce e e s om———— Ip |
CD o 4M _
Obtine o PD .......................................... Ip
oC¢ Do
Finalizare. ... 3D
Total 0p
12

2.

T Ip
Obtine conditia ca un triunghi sa fie ascutitunghic.. ... 3p
Fixeazd o ordine(de ex. O<a<b<¢<d<e)................. p

In caz ci afirmatia ar 1 falsa deduce

Obiine
e b= a) 2p

Rezulta e>»b+a, contradictie cu

Alternativ
In ca7z cd atirmaria ar fi falsa. scrie toate relatiile

% B (1 2_): Cu
e el b e d R EY R MY e 2p
Aduné relatiile 51 deduce ¢a

@' =b —ct —d7 +e <) ERRPTNIRA |3 1

Trage ConCIIZIA simiin 56 mmmmmmmme s e tos Ip
Total 10 p
3
SBTE 5 i st s s st e st £ S S Ip
Caczul I pe{3.292003 lungimea catetei scrie
i i el 3 (Gl lp
Obtine
[ -
fag T Ip

13



Deduce
i LI L 1 & . ;
P2 IR T p e B202003 sl

7 1

Cazul I p- lU,ﬂ”lTHLa Ipotenuzes
Scrie p(=7)- k(m 1) IUUTIRRPR S SR A Ip
[)Ldme k=1, p-—
T SN . ¥ . Ip
Obtine ¢ p #3531
) R s o RO Ip
Pentru p=29, obtine m™5,
s = R UPRPPPRP PR ip
Deduce
T s Ip

Concluzig. s DI R PP SS R Ip

4.

Y PSR- S S R PR 1p
Obtine ¢a AB BB, - dreptunght.......o.ooovn 2p
Deduce ZB:B:B=£ABB =L

I I, ... Ip
Sicd BB, [L B i sscsmmsmass sovmmmempannn e Sy Ip
Cummn B,B, trece prin mijlocu! E al laturit AB=~>

B-B =EF. 2P
Deci B1 ; Bd. @ EF .......................................... Ip
Analog, C,

Total 1Op

14

1 CLASA A VIII-A

f:NsN 1T
NN [\n+; (n} =N

() Ly0 70 1=0
(0 [i=r0 =1

1< e /70 <2
_ 1< J=+f- {1r4
O<f"(1)<3 ﬁsr(_!.) =)

{1)=1

{(11)  daca n=2

N < JJat i) <ni
n°< nr " (n)<n®42n+]
(n D) <n®-n< ™ (n)<n® =~ I+ 12
n-1<fin)<n+i = f{n)=n |
C omhme 3 2 functii cu proprietatea cerura
f.(n)=n vneN

: 3,1 -
f} ()= 10 H ili
M=

Sfart .............. ip
21))32]9 (n=0)
P p(n=1) pentruo var.
(i).............3p
N Concluzie Ip
;3 2;(1) d=xyzt {1.1,2.2) ¢ 0 solutie

X~ e
TYremERyzt o (1,1.2.4) e o solutie.

15




3) =2 o oy s el ey (22.2.27% @
solutie.

4) =3 R Syt (4444 ¢0
solulie.

5) meEEt  meeytey et e

2 2yx"y" 202" gty gt \ A

nu 7 osolutie.

2)
STt e Ip

= s, susmmmmseeg Ip
TP st 5 B oroee Ip
Tk N Ip
n>4 1egalitate.............. 2p

Hnaloare. .o sovin sl

3)

DDin incgalitatea triunghiulul, tetraedrul are o fata
triunghi echilateral de latura Tem (ABC) s1 0 fata
laterala VAB triunghi 1sosccl cu laturile congruente de
lungime 2 ¢m.

2) Inaltimea fetci laterale VAB e VD=2

3IVO L (ABC), 0w (ABC) in triunghiul VOD, VD =V0
s

VO V)

16




Sau

Y
i | ] - B a— e
2 - i T A 2
W -
. 7 e e i | ® e T(_‘
N | C: 4 |y
- A R e g g Waee e Uamifweme
o sl |
Sl
L

P (=,

(. —>C, > P

................ Ip

%
diP.C)e 3—‘
i
dP.Coz
d(C.C. - |\ = AT
2HC,,Chzl |
d(C..Cy=1 |
d(C,.Corzl
diC..CH21 |
Distanta minimi cste 5++2
o 2
Figuri oo
Inegalitati ...............
Finalizarg. .osamemmmsg
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CLASA a-IX-a

(G.=) H.- centru de greutate

OH. = é(&{ ~04,, +0A_, )

OM . = e OA A Yoo 1p

Consideram punctul P dat de op éZOA .............. 2p

2
Deduce 1919 :fon ou (V) I=LS 2p
Obtine ca P« H. M., (v ) S s m et s 1p

Concluzie

2.
Start.. . . T T R | o
Consrdera\—|A | |Bn)| 2_=|C | .cu
Bn)={~ :-ffz]a._j,._.f';.:_l a, €12,3,79 N =1+3k }
C(n)= JL\ o5 {;.['.i._—,,,,.uh | a; € 1"' 30d 9 N =2+ 3k J ............. 2p
Deduce relatiile :

B = By ™ B Foey

Vo =X P2 b O M2 2p
IR R R
Obtine relatia de recurenta :
Foey 0 S0, o2 0E D B o 2p

19



Determina x. - 2.x. « 5. i oz o)

Inductie pentru «, = (2+4 )05 =1 ... 2p
3

Start. .o 1P
Arata ca OMEP- paralelogram, unde E- intersectia
pependicularelor din M pe CDsidinPpe AB ... 3p
GEUUEE €& UF S0 M0 s o neomcssnr s, 2p
foloseste o :l'['o,q}@ 1@:%(()(? . 0D )8i

obtine (')E_-l (OA+OB+OC 0D Voo 1o

]
analog OF = -;Em P OB+ OC-0D"),

unde F este intersectia perpendicularelor din N pe DA si
din Q pe

B 6005 s s s e R 1
Deduce caBE = Foooii o 1p
@1c s Lo (V- Tm—————————— 1p
4.
T 1p
Calculeaza f(3), f(29) si f(2003)......cocovioiee . 1p
Arata ca f este strict crescatoare, deci f e injenctiva....... 20
Gaseste k= ¥ -Im s rezulta f nesurjectiva................ 1p
Intuieste Imfe v (N1 1p

20

Demonstreaza ca Imf.. B Y 1p
Demonstreaza_ ca AN {,\ [ 0 T 2p
Concluzie A=f{ne Naine ki ke N 1p

1.

S T Ip

a) numirul de submultimi pentru Idtla Lo Ip
numarul de Submultmn pentruratiak ... 2p

L ILp

hnahzarc ........................................................... Ip

b)  arald ca ratia q e pozitiva si rationala ... Ip

fie = I:-I— cu (m,n) =1, B= {a atf,....,ag"" :

dacdn =2 aratd ci n | a sideduce k < 11 ... ... ... . ip

dacdn=l = qe N  sgideduce k<11 ... 2p

Total 10p

2

BB om0 eyt s omomstrmsSn oS lp

Inductie dupa k

VerificBpentru k=1 ..., 2p

Presupune pentru k-1 si demonstreaza pentru k

Dacé f(k)=k propozitia e adevirati din ipoteza de inductie .. 2p
Daca flk)<k = (2) j< k astfel incat (1) =k
Construieste g:{1,2,...,k} —: {1, 2,... .k}

21



SECANTE
gy <kon=i Starata cd
e

| k)=

Hhy f(2) {ik) 1 2 k

i 3 - ik FEE B e BE e A 5 2p
Aplicd ipoteza de INAUCHE < covrviin i 55mmmnemenns veoan, 2p

Fie a, b, .c, .k =14 afixelc punctelor 4,,5,.C,

Caleulearf € oo o e Ip
Pune conditia de perpendicularitate si deduce ca
b, R
e e RO 02 l I R R 3p
- X b A
(.I’_‘.___! R o
o
-+ H,('(J-’

. g Wl 5 je = tu s dt —a, .
Calcujeazd -1—' == . _ ¢y | SR . o
h.—h, t!’) Bl ol =l

— —(fex
2
. . b b o
Aratd ¢ — ek <, ] R ————— 2p
.= ) ’ ’ )
4

Total Hp ‘
4.

STATT. Ip
Fie € al k-lea centru prin care trece furnica

Aratd ¢ lungimea drumului de la varful A la €, 2 fo=
. . '\‘-'-:F-"
lungimea drumului de la A fa C,, > T e VR 2p

22

Aratap ¢d lungimea drumului de |a Coditllps B 1 o2

Deduce ca lungimea drumului parcurs > 54 43 ... lp
Gaseste un drum de lungime 5++v2 ... 4p
Total 10p

CLASA A XI-A

b)

excraplu... 3p
¢) folosind P. Darboux deduce

;IR p—— 3p

Total  10p

SLATT. Ip
a) Considera s(x)= —IF s1 aplica T. Lagrange pe
X
[ ———————— 2p
Scrie f(K)-fk+y=—F 2P __ !
S = fk+1) AT P

byDina, -a, = Mll — >0 (pt. ¢d a,>0) deduce ¢4 a,

o,

crescator., 1p

23



daca p=0 Presupunem a, méarginit 3 he R a1, a.<b
! 1 1

demonstrearsi ca ey > Gy + (1+ =+ .. =)—w. dcci a,
|2 i ft

divergent................... 2p

daca p=»0 Deduce ca

T 1 | 1 1 Z,
Uy A +—(—=F..= — J<a t—(l-— —=)=>a,
' i 150 n'T - pa (n+1)7
marginit dect a,
Oy b0 Eomommonm ot Fppmgs SRR R TR E ETE 3p
lotal 10p

B St Ip

~a) Se foloseste faptul ¢& dacd ¥ e M,(C) nu este de
forma i7,51 X comutdcut, ¥ e M(C) atunci Veste de
lorma Y=aX+bl-......... 3p

Daca C comuta cu 4 si cu B si C+Al,avem

A *":C(C‘-“ﬁ[; ‘

-

J 4T 5 R — 2p

B=a' C+f' I,
‘-“1 Lo 0 (10 0 ]
‘0 0 0, 0 0 0]
by 4=10 0 0 01,B=]0 O 0|
000 0 .. OJ 0 0 0 .. 0
10 0 .. 0 (10 0 . O\'i
0 L 8 = 0 (00 01
(..*.—!,o 0 0 .. 0[.4B-|0 0 0 . 0]
0 0 0 .. 0 00 0 . 0

24

0000 0,..‘
Decr AB=BA

Deduce cd f(r)=f(Dr.vreQ...cocoooiii 3D
Daca /(170 deduce flx)=0 si lim f(x) = 0

Demonstreazd cd flx)-0, vee R...................... Ip
Daca f(1)>0 deduce lim f(x) = wsi fcrescitoare.... ... 2p
Deduceca f(x)= f(hewee Ro. 2p

Daca f{1)<0 tratcaza analog si finalizeazd
JiR-> R, flxys=ax oo ip

CLASA A XII-A

a) Demonstreazi ca (}Z{_e,a,az, 2, hbab a’, b s 4p
b) Aratd cd ab=bha’ 3p

¢) Demonstreaza cd #° < {e,{f} 2p
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